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О РЕШЕНИИ МАТРИЧНОГО УРАВНЕНИЯ CИЛЬВЕСТРА

Чуйко С. М. Про розв’язки матричного рiвняння Сiльвестра. Матричнi
рiвняння Ляпунова, а також їх узагальнення — матричнi рiвняння Сильвестра широ-
ко використовуються в теорiї стiйкостi руху, а також при розв’язаннi диференцiаль-
них рiвнянь Рiккатi i Бернуллi. Якщо структура загального рiшення однорiдної ча-
стини рiвняння Ляпунова добре вивчена, то розв’язання неоднорiдного рiвняння Силь-
вестра i, зокрема, рiвняння Ляпунова досить громiздке. У статтi запропонованi умови
розв’язностi, а також схема побудови часткового розв’язку неоднорiдного рiвняння типу
Ляпунова на основi псевдообернення оператора, породжуваного однорiдною частиною
рiвняння Ляпунова. У статтi запропонована конструктивна формула побудови частко-
вого розв’язку неоднорiдного рiвняння Сильвестра i, зокрема, рiвняння Ляпунова.
Ключовi слова: матричне рiвняння Ляпунова, рiвняння Сiльвестра, рiвняння Рiкка-
тi, рiвняння Бернуллi.

Чуйко С. М. О решении матричного уравнения Сильвестра. Матричные
уравнения Ляпунова, а также их обобщения — матричные уравнения Сильвестра ши-
роко используются в теории устойчивости движения, а также при решении дифферен-
циальных уравнений Риккати и Бернулли. Если структура общего решения однородной
части уравнения Ляпунова хорошо изучена, то решение неоднородного уравнения Силь-
вестра и, в частности, уравнения Ляпунова достаточно громоздко. В статье предложе-
ны условия разрешимости, а также схема построения частного решения неоднородно-
го уравнения типа Ляпунова на основе псевдообращения оператора, соответствующего
однородной части уравнения Ляпунова. В статье предложена конструктивная форму-
ла построения частного решения неоднородного уравнения Сильвестра и, в частности,
уравнения Ляпунова.
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Введение. Матричные уравнения Ляпунова, а также их обобщения — мат-
ричные уравнения Сильвестра [1, 2, 3, 4, 5] широко используются в теории устой-
чивости движения [3, c. 245], а также при решении дифференциальных уравне-
ний Риккати [6, 7] и Бернулли [9, 10]. Если структура общего решения однород-
ной части уравнения Ляпунова хорошо изучена [1, 5], то решение неоднородного
уравнения Сильвестра и, в частности, уравнения Ляпунова достаточно громозд-
ко. В статье [6] предложены условия разрешимости, а также схема построения
частного решения неоднородного уравнения типа Ляпунова на основе псевдооб-
ращения оператора 𝐿, соответствующего однородной части уравнения Ляпунова.
Нами предложена конструктивная формула построения частного решения неод-
нородного уравнения Сильвестра и, в частности, уравнения Ляпунова.

Основные результаты. Исследуем задачу о построении решения линей-
ного матричного уравнения Сильвестра [3, c. 239]

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖 𝐶 𝑅𝑖 = 𝐵 . (1)

Здесь 𝑄𝑖 ∈ R𝛼×𝛽 , 𝑅𝑖 ∈ R𝛾×𝛿 и 𝐵 ∈ R𝛼×𝛿 — данные матрицы, 𝐶 ∈ R𝛽×𝛾 — неиз-
вестная матрица. Как известно, общее решение уравнения (1) является суммой

𝐶 = Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] + Ψ[𝐵]

общего решения Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] однородного уравнения

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖 𝐶 𝑅𝑖 = 0 (2)

и произвольного частного решения Ψ[𝐵] уравнения (1). Обозначим{︂
Θ𝑗

}︂𝛽·𝛾

𝑗=1

∈ R𝛽×𝛾

базис пространства R𝛽×𝛾 . Общее решение уравнения (1) ищем в виде суммы

𝐶 =

𝛽·𝛾∑︁
𝑗=1

Θ𝑗𝑐𝑗 , 𝑐𝑗 ∈ R1.

Последнее выражение приводит уравнение (1) к виду

𝛽·𝛾∑︁
𝑗=1

[︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖Θ𝑗𝑅𝑖

]︂
𝑐𝑗 = 𝐵.

Обозначим матрицы

Ξ𝑗 :=

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖Θ𝑗𝑅𝑖 ∈ R𝛼×𝛿, 𝑗 = 1, 2, ... 𝛽 · 𝛾.



О решении матричного уравнения Сильвестра 51

Таким образом, уравнение (1) равносильно следующему:

𝛽·𝛾∑︁
𝑗=1

Ξ𝑗𝑐𝑗 = 𝐵.

Определим оператор
ℳ[𝐴] : R𝑚×𝑛 → R𝑚·𝑛

как оператор, который ставит в соответствие матрице 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 вектор-столбец
ℳ[𝐴] ∈ R𝑚·𝑛, составленный из 𝑛 столбцов матрицы 𝐴, а также обратный опера-
тор

ℳ−1

{︂
ℳ[𝐴]

}︂
: R𝑚·𝑛 → R𝑚×𝑛,

который ставит в соответствие вектору ℳ[𝐴] ∈ R𝑚·𝑛 матрицу 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛. Заме-
тим, что оператор ℳ[𝐴], как и обратный оператор ℳ−1[𝐵], моЖет быть пред-
ставлен в явном виде. Определим матрицы

ϒ1 := ( 1 ) ∈ R1×1, ϒ2 := ( 1 0 0 1 )* ∈ R4×1,

ϒ3 := ( 1 0 0 0 1 0 0 0 1 )* ∈ R9×1, ϒ4 := ( 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 )* ∈ R16×1, ... .

Вектор ϒ𝑚 состоит из 𝑚 − 1 цепочки вида ( 1 0 0 ... 0 )* ∈ R(𝑚−1)×1 и заканчи-
вается единицей:

ϒ𝑚 :=

(︂
1 0 0 ... 0 1 0 0 ... 0 ... 1 0 0 ... 0 1

)︂*

∈ R𝑚2×1.

В новых обозначениях оператор ℳ[𝐴] представим в явном виде:

ℳ[𝐴] =

(︂
𝐼𝑛
⨂︁

𝐴

)︂
·ϒ𝑛 ∈ R𝑚·𝑛.

Определим также матрицы[︂
𝐸𝑚

𝑛

]︂
𝑘

:=

{︂ [︂
𝐸𝑚

𝑛

]︂(1)
𝑘

[︂
𝐸𝑚

𝑛

]︂(2)
𝑘

...

[︂
𝐸𝑚

𝑛

]︂(𝑚)

𝑘

}︂
∈ R𝑛×𝑚·𝑛,

где [︂
𝐸𝑚

𝑛

]︂(𝑗)
𝑘

:= 𝐼𝑛 · 𝛿𝑗𝑘;

𝛿𝑗𝑘 — символ Кронеккера:

𝛿𝑗𝑘 :=

{︂
1, 𝑗 = 𝑘,
0, 𝑗 ̸= 𝑘

, 𝑗 = 1, 2, ... 𝑚.

В частности,[︂
𝐸𝑚

1

]︂
𝑘

:=

{︂ [︂
𝐸𝑚

1

]︂(1)
𝑘

[︂
𝐸𝑚

1

]︂(2)
𝑘

...

[︂
𝐸𝑚

1

]︂(𝑚)

𝑘

}︂
∈ R1×𝑚,
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где [︂
𝐸𝑚

1

]︂(𝑗)
𝑘

:= 𝛿𝑗𝑘, 𝑗 = 1, 2, ... 𝑚.

Таким образом, обратный оператор ℳ−1[𝐵] представим в явном виде:

ℳ−1[𝐵] =

𝑛∑︁
𝑘=1

[︂
𝐸𝑚

𝑛

]︂
𝑘

·𝐵 ·
[︂
𝐸𝑚

1

]︂
𝑘

.

В новых обозначениях уравнение (1) равносильно уравнению

𝒬 𝑐 = ℳ[𝐵] (3)

относительно вектора 𝑐 ∈ R𝛽·𝛾 ; здесь

𝒬 :=

{︂
ℳ[Ξ1] ℳ[Ξ2] ... ℳ[Ξ𝛽·𝛾 ]

}︂
=

𝛼𝛽∑︁
𝑗=1

{︂[︂
𝐸𝛼𝛽

1

]︂
𝑗

⨂︁
ℳ[Ξ𝑗 ]

}︂
∈ R𝛼·𝛿×𝛽·𝛾 .

При условии [8]
𝑃𝒬*ℳ[𝐵] = 0,

и только при нем уравнение (3) разрешимо:

𝑐 = 𝒬+ℳ[𝐵] + 𝑃𝒬𝑟𝑐𝑟, 𝑐𝑟 ∈ R𝑟.

При этом уравнение (1) имеет 𝑟-параметрическое семейство решений

𝐶 = Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] + Ψ[𝐵, 𝑐𝑟],

где

Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] := ℳ−1

{︂
𝒬+ℳ[𝐵]

}︂
, Ψ[𝐵, 𝑐𝑟] := ℳ−1

[︂
𝑃𝒬𝑟𝑐𝑟

]︂
.

Здесь 𝒬— псевдообратная по Муру—Пенроузу матрица [1], 𝑃𝒬 : R𝛽·𝛾×𝛽·𝛾→ N(𝒬),
𝑃𝒬* : R𝛼·𝛿×𝛼·𝛿 → N(𝒬*) — ортопроекторы матриц 𝒬 и 𝒬*. Матрица 𝑃𝒬𝑟

со-
ставлена из 𝑟 линейно независимых столбцов матрицы-ортопроектора 𝑃𝒬. Усло-
вия существования и вид общего решения матричного уравнения Сильвестра (1)
определяет следующая теорема.

Теорема. Матричное уравнение Сильвестра (1) разрешимо тогда и только
тогда, когда выполнено условие

𝑃𝒬*ℳ[𝐵] = 0. (4)

При условии (4), и только при нем, уравнение (1) имеет 𝑟-параметрическое
семейство решений

𝐶 = Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] + Ψ[𝐵, 𝑐𝑟],

где
Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] := ℳ−1

{︂
𝒬+ℳ[𝐵]

}︂
,



О решении матричного уравнения Сильвестра 53

Ψ[𝐵, 𝑐𝑟] := ℳ−1

[︂
𝑃𝒬𝑟

𝑐𝑟

]︂
.

При условии 𝑃𝒬* ̸= 0 будем говорить, что для матричного уравнения Силь-
вестра (1) имеет место критический случай, при этом уравнение Сильвестра (1)
разрешимо лишь для тех неоднородностей 𝐵, для которых выполнено условие
(4). При условии 𝑃𝒬* = 0 будем говорить, что для матричного уравнения Силь-
вестра (1) имеет место некритический случай, при этом уравнение Сильвестра
(1) разрешимо для любой неоднородности 𝐵.

Следствие. Матричное уравнение (1) в некритическом случае (𝑃𝒬* = 0)
разрешимо для любой неоднородности 𝐵 ∈ R𝛼×𝛿. В этом случае уравнение (1)
имеет 𝑟-параметрическое семейство решений

𝐶 = Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] + Ψ[𝐵, 𝑐𝑟].

Доказанная теорема и следствие обобщают соответствующие условия разре-
шимости, а также схему построения частного решения неоднородного уравнения
Ляпунова [6] на случай уравнения Сильвестра.

Пример 1. Матричное уравнение Сильвестра

2∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖 𝐶 𝑅𝑖 = 𝐵 (5)

разрешимо при

𝑄1 =

⎛⎝ 1 0 1
0 0 0
1 0 0

⎞⎠ , 𝑄2 =

⎛⎝ 0 0 1
0 0 0
1 0 1

⎞⎠ , 𝑅1 =

⎛⎝ 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0

⎞⎠ ,

𝑅2 =

⎛⎝ 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
1 0 1 0 1

⎞⎠ , 𝐵 =
1

2

⎛⎝ 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎠ .

Базис пространства R3×3 составляют матрицы

Θ1 =

⎛⎝ 1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ , Θ2 =

⎛⎝ 0 0 0
1 0 0
0 0 0

⎞⎠ , , ... , Θ9 =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 0
0 0 1

⎞⎠ ,

при этом

Ξ1 =

⎛⎝ 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0
1 0 1 0 1

⎞⎠ , Ξ2 =

⎛⎝ 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞⎠ , ... , Ξ9 =

⎛⎝ 1 0 2 0 1
0 0 0 0 0
1 0 1 0 1

⎞⎠ .
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Ключевая при исследовании матричного уравнения Сильвестра (5) матрица

𝒬 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 2 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
определяет ортопроекторы

𝑃𝒬 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
и

𝑃𝒬* =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 1

2 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 1
2

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
− 1

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 − 1

2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Поскольку 𝑃𝒬* ̸= 0, постольку для матричного уравнения Сильвестра (5) име-
ет место критический случай, при этом выполнено условие (4), следовательно,
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поставленная задача разрешима. Искомое 𝑟 := 5 – параметрическое семейство
решений

𝐶 = Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] + Ψ[𝐵, 𝑐𝑟]

матричного уравнения Сильвестра (5) определяет матрица

𝒬+ℳ[𝐵] =
1

4

(︀
1 0 1 0 0 0 −1 0 0

)︀
и 𝑟 линейно независимых столбцов матрицы-ортопроектора 𝑃𝒬 :

𝑃𝒬𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Таким образом, общее решение матричного уравнения Сильвестра (5) предста-
вимо в виде

𝐶 = Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] + Ψ[𝐵, 𝑐𝑟],

где

Φ[𝑄𝑖, 𝑅𝑖] =
1

4

⎛⎝ 1 0 −1
0 0 0
1 0 0

⎞⎠ , Ψ[𝐵, 𝑐𝑟] =

⎛⎝ 0 𝑐2 0
𝑐1 𝑐3 𝑐5
0 𝑐4 0

⎞⎠ ,

𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4, 𝑐5 ∈ R1 — произвольные константы.
Пусть условие (4) не выполнено: 𝑃𝒬*ℳ[𝐵] ̸= 0, при этом система (3) нераз-

решима, однако она всегда имеет псевдорешение

𝐶+ := ℳ−1

{︂
𝒬+ℳ[𝐵]

}︂
∈ R𝛽×𝛾 ,

минимизирующее невязку [8, 11]⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝒬 𝑐−ℳ[𝐵]

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
R𝛼·𝛿

→ min

в решении системы (3) и среди всех векторов 𝑐 ∈ R𝛽·𝛾 , на которых невязка дости-
гает наименьшего значения, вектор 𝑐+ ∈ R𝛽·𝛾 имеет наименьшую длину |𝑐| := 𝑐*𝑐.

Лемма. Матричное уравнение Сильвестра (1) при условии 𝑃𝒬*ℳ[𝐵] ̸= 0
не разрешимо, однако имеет псевдорешение

𝐶+ := ℳ−1

{︂
𝒬+ℳ[𝐵]

}︂
∈ R𝛽×𝛾 ,

минимизирующее невязку ⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝒬 𝑐−ℳ[𝐵]

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
R𝛼·𝛿

→ min

в решении системы (3).
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Как и в случае некорректно поставленных нетеровых краевых задач [11, 12,
13, 14, 15], система (3) всегда имеет одно и только одно псевдорешение 𝑐+ ∈ R𝛽·𝛾 ,
наилучшее (в смысле наименьших квадратов), определяемое формулой 𝒬+ℳ[𝐵].
При этом норма невязки Δ равна норме выражения, входящего в левую часть
выражения (3)

Δ :=

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝒬 𝑐+ −ℳ[𝐵]

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
R𝛼·𝛿

=

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑃𝒬*ℳ[𝐵]

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
R𝛼·𝛿

.

Пример 2. Матричное уравнение Сильвестра

2∑︁
𝑖=1

𝑄𝑖 𝐶 𝑅𝑖 = 𝐵 (6)

не разрешимо при

𝐵 =

(︂
1 1 1 1 1
0 0 0 0 0

)︂
;

матрицы 𝑄1, 𝑄2, 𝑅1 и 𝑅2 определены в примере 1.
Поскольку 𝑃𝒬* ̸= 0, постольку для матричного уравнения Сильвестра (6)

имеет место критический случай, при этом условие (4) не выполнено, следова-
тельно, матричное уравнение (6) не разрешимо, однако имеет псевдорешение

𝐶+ := ℳ−1

{︂
𝒬+ℳ[𝐵]

}︂
=

1

2

⎛⎝ 0 0 −1
0 0 0
1 0 1

⎞⎠ ,

наилучшее (в смысле наименьших квадратов).
В случае некорректно поставленной задачи [11, 12, 13, 14, 15] матричное урав-

нение Сильвестра (1) может быть регуляризовано аналогично [16, 17].

Заключение. В статье предложены условия разрешимости и схема по-
строения частного решения неоднородного уравнения типа Ляпунова на осно-
ве псевдообращения оператора, соответствующего однородной части уравнения
Ляпунова. Предложена конструктивная формула построения частного решения
неоднородного уравнения Сильвестра и, в частности, уравнения Ляпунова.
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