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О ВЛОЖЕНИИ АНИЗОТРОПНЫХ КЛАССОВ В МЕТРИЧЕСКИХ
ПРОСТРАНСТВАХ С ИНТЕГРАЛЬНОЙ МЕТРИКОЙ

Агошкова Т. А., Пiчугов С. О. Про вкладення анiзотропних класiв у
метричних просторах з iнтегральною метрикою. Нехай 𝐿0 (𝑇

𝑚) — множина
перiодичних вимiрних дiйснозначних функцiй 𝑚 змiнних, 𝜓 : 𝑅1

+ → 𝑅1
+ — модуль непе-

рервностi, 𝐿𝜓(𝑇𝑚) = {𝑓 ∈ 𝐿0(𝑇
𝑚) : ‖𝑓‖𝜓 :=

∫︀
𝑇𝑚

𝜓 (|𝑓(𝑥)|) 𝑑𝑥 <∞}. Отриманi достатнi

умови для вкладення класiв функцiй ℋ𝜔1,...,𝜔𝑚
𝜓 в 𝐿𝑞(𝑇𝑚), 𝑞 ∈ (0; 1].

Ключовi слова: теореми вкладення, анiзотропний клас, модуль неперервностi, кусково-
стала функцiя.

Агошкова Т. А., Пичугов С. А. О вложении анизотропных классов в мет-
рических пространствах с интегральной метрикой. Пусть 𝐿0 (𝑇

𝑚) — множество
периодических измеримых дествительнозначных функций 𝑚 переменных, 𝜓 : 𝑅1

+ →
𝑅1

+ — модуль непрерывности, 𝐿𝜓(𝑇𝑚) = {𝑓 ∈ 𝐿0(𝑇
𝑚) : ‖𝑓‖𝜓 :=

∫︀
𝑇𝑚

𝜓 (|𝑓(𝑥)|) 𝑑𝑥 <∞}.

Получены достаточные условия для вложений классов функций ℋ𝜔1,...,𝜔𝑚
𝜓 в 𝐿𝑞(𝑇

𝑚),
𝑞 ∈ (0; 1].
Ключевые слова: теорема вложения, анизотропный класс, модуль непрерывности,
кусочно-постоянная функция.

Agoshkova T. A., Pichugov S. A. About embedding anisotropic classes

in metric spaces with integral metric. Let 𝐿0 (𝑇
𝑚) be a set of periodic measur-

able real-valued functions of 𝑚 variables, 𝜓 : 𝑅1
+ → 𝑅1

+ be the continuity modulus and

𝐿𝜓(𝑇
𝑚) = {𝑓 ∈ 𝐿0(𝑇

𝑚) : ‖𝑓‖𝜓 :=
∫︀
𝑇𝑚

𝜓 (|𝑓(𝑥)|) 𝑑𝑥 <∞}. The sufficient conditions for em-

bedding classes of functions ℋ𝜔1,...,𝜔𝑚
𝜓 in 𝐿𝑞(𝑇

𝑚), 𝑞 ∈ (0; 1] are obtained.

Key words: embedding theorem, anisotropic classes, modulus of continuity, piecewise-

constant function.

Введение. Рассмотрим пространство R𝑚 точек x = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) , 𝑚 > 1.
Пусть 𝑓(x) — действительнозначные функции, имеющие период 1 по каждой пе-
ременной; 𝑇𝑚 = [0, 1)

𝑚 — основной тор периодов; 𝐿0(𝑇
𝑚) — множество всех таких

функций, которые почти всюду на 𝑇𝑚 конечны и измеримы; Ω — класс функ-
ций 𝜓 : R+ → R+, являющихся модулями непрерывности, т. е. 𝜓 — непрерывная
неубывающая функция, 𝜓(0) = 0, 𝜓(𝑥 + 𝑦) 6 𝜓(𝑥) + 𝜓(𝑦) для всех 𝑥, 𝑦 ∈ R1

+;
𝐿𝜓(𝑇

𝑚) = {𝑓 ∈ 𝐿0(𝑇
𝑚) : ‖𝑓‖𝜓 :=

∫︀
𝑇𝑚

𝜓 (|𝑓(x)|) 𝑑x <∞} — линейное метрическое

пространство с метрикой 𝜌(𝑓, 𝑔)𝜓 = ‖𝑓 − 𝑔‖𝜓. Среди пространств 𝐿𝜓(𝑇𝑚) важ-
нейшими являются пространства 𝐿𝑝(𝑇𝑚), 0 < 𝑝 < 1 (случай 𝜓(𝑡) = 𝑡𝑝) и 𝐿0(𝑇

𝑚)
с топологией сходимости по мере: ‖𝑓‖0 =

∫︀
𝑇𝑚

𝜓 (|𝑓(x)|) 𝑑x, 𝜓(𝑡) = 𝑡
1+𝑡 .

c○Агошкова Т. А., Пичугов С. А., 2014
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Определение 1. Под полным модулем непрерывности функции 𝑓 в про-
странстве 𝐿𝜓 при ℎ ∈ R1

+ будем понимать:

𝜔(𝑓, ℎ)𝜓 = sup
‖t‖∞6ℎ

‖ Mt 𝑓‖𝜓,

где Mt 𝑓(x) = 𝑓t(x)− 𝑓(x), 𝑓t(x) = 𝑓(𝑥1 + 𝑡1, . . . , 𝑥𝑚 + 𝑡𝑚) и ‖t‖∞ := max
16𝑖6𝑚

|𝑡𝑖|.

Определение 2. Для заданного модуля непрерывности 𝜔(ℎ) через 𝐻𝜔
𝜓 (𝑇

𝑚)
обозначим класс функций

𝐻𝜔
𝜓 (𝑇

𝑚) = {𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇
𝑚) : ∃𝐴 > 0 𝜔(𝑓, ℎ)𝜓 6 𝐴𝜔(ℎ) ∀ℎ > 0},

где 𝐴 — константа, не зависящая от ℎ.
В случае 𝜔(𝑡) = 𝑡𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1] получаем изотропные классы Липшица Λ𝛼𝜓(𝑇

𝑚).
Определение 3. Под частным модулем непрерывности функции 𝑓 по пе-

ременной 𝑥𝑖 (1 6 𝑖 6 𝑚) в пространстве 𝐿𝜓(𝑇𝑚) при ℎ ∈ R1
+ будем понимать

𝜔𝑖(𝑓, ℎ)𝜓 = sup
|𝑡|6ℎ

‖ M𝑡e𝑖 𝑓‖𝜓, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

где M𝑡e𝑖 𝑓(x) = 𝑓(x+ 𝑡e𝑖)− 𝑓(x), e𝑖 — вектор, 𝑖-я координата которого равна 1,
а остальные координаты — нули.

Определение 4. Для заданных модулей непрерывности 𝜔1(ℎ), ..., 𝜔𝑚(ℎ) че-
рез ℋ𝜔1,...,𝜔𝑚

𝜓 (𝑇𝑚) обозначим анизотропный класс функций

ℋ𝜔1,...,𝜔𝑚
𝜓 (𝑇𝑚) = {𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇

𝑚) : ∃𝐴 > 0 𝜔𝑖(𝑓, ℎ)𝜓 6 𝐴𝜔𝑖(ℎ) ∀ℎ > 0, 𝑖 = 1, ...,𝑚},

где А — константа, не зависящая от ℎ.
В случае 𝜔𝑖(ℎ) = ℎ𝛼𝑖 , 𝛼𝑖 ∈ (0, 1], 𝑖 = 1, ...,𝑚 получаем анизотропные классы

Липшица Λ𝛼1,...,𝛼𝑚
𝜓 ≡ Λ𝛼1,...,𝛼𝑚

𝜓 (𝑇𝑚).
Харди и Литтлвуд в [1] доказали, что при 1 6 𝑝 < 𝑞 < ∞, 𝜃 < 𝛼 6 1, где

𝜃 = 1/𝑝− 1/𝑞 имеет место вложение Λ𝛼𝑝 (𝑇
1) →˓ Λ𝛼−𝜃𝑞 (𝑇 1).

Необходимые и достаточные условия для вложения 𝐻𝜔
𝑝 (𝑇

1) →˓ 𝐿𝑞(𝑇
1) при

1 6 𝑝 < 𝑞 <∞ получены П. Л. Ульяновым в [2].
В [3] при 1 6 𝑝 < 𝑞 < ∞ и 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑇

1) установлены соотношения между
модулями непрерывности в разных метриках:

𝜔

(︂
𝑓,

1

𝑛

)︂

𝑞

6 𝐶𝑝,𝑞

(︃ ∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑘
𝑞
𝑝−2𝜔𝑞

(︂
𝑓,

1

𝑘

)︂

𝑝

)︃ 1
𝑞

, 𝑛 = 1, 2, ...

Пусть ̃︀𝛼 = 1
1
𝛼1

+...+ 1
𝛼𝑚

. С. М. Никольский (см. в [4, гл. 6]) доказал, что при

̃︀𝛼 > 1
𝑝 −

1
𝑞 имеет место вложение

Λ𝛼1...𝛼𝑚
𝑝 (𝑇𝑚) →˓ 𝐿𝑞(𝑇

𝑚), (1)

где 1 6 𝑝 < 𝑞 < ∞, 0 < 𝛼𝑖 6 1, 𝑖 = 1, ...,𝑚. Если же ̃︀𝛼 < 1
𝑝 − 1

𝑞 , то вложение (1)
не имеет места.
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Вложения классов 𝐻𝜔1,...,𝜔𝑚
𝑝 (𝑇𝑚) в 𝐿𝑞(𝑇𝑚) при 𝜔1 = ... = 𝜔𝑚 = 𝜔 исследова-

лись в [5–8].
В [9] В. И. Коляда получил необходимые и достаточные условия для вло-

жения ℋ𝜔1,...,𝜔𝑚
𝑝 (𝑇𝑚) →˓ 𝐿𝑞(𝑇

𝑚). Для характеристики этого вложения большую
роль сыграло введеное Колядой определение усредненного модуля непрерывно-
сти. Будем использовать его для метрических пространств 𝐿𝜓.

Определение 5. [10, 11] Под усредненным модулем непрерывности функ-
ции 𝑓 в пространстве 𝐿𝜓(𝑇𝑚) при ℎ ∈ R1

+ будем понимать

𝜔(𝑓, ℎ)𝜓 = inf{ max
16𝑖6𝑚

𝜔𝑖(𝑓, ℎ𝑖)𝜓;

𝑚∏︁

𝑖=1

ℎ𝑖 = ℎ, ℎ𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ...,𝑚}.

При 0 < 𝑝 < 1, 𝑝 < 𝑞 < ∞ и 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑇
1) Э. А. Стороженко в [12] получила

соотношение между модулями непрерывности в разных метриках:

𝜔(𝑓, ℎ)𝑞 6 𝐶𝑝,𝑞

ℎ∫︁

0

(︂
𝜔(𝑓, 𝑥)𝑝

𝑥

)︂ 𝑞
𝑝

𝑑𝑥, 0 < ℎ <
1

3
.

В [13] Э. А. Стороженко получены необходимые и достаточные условия для
вложения 𝐻𝜔

𝑝 (𝑇
1) →˓ 𝐿𝑞(𝑇

1), где 0 < 𝑝 < 1, 𝑝 < 𝑞 < 𝑝
1−𝑝 . В частности при

0 < 𝑝 < 𝑞 6 1 и 1 − 𝑝
𝑞 < 𝛼 6 1 имеет место вложение классов Λ𝛼𝑝 (𝑇

1) в 𝐿𝑞(𝑇 1) и
справедливо соотношение:

𝜔(𝑓, ℎ)𝑞 6 𝐶𝑝,𝑞ℎ
𝑞
𝑝 (𝛼−1+ 𝑝

𝑞 ), 0 < ℎ <
1

3
. (2)

В шкале пространств 𝐿𝜓(𝑇 1) С. А. Пичугов в [14] исследовал задачу о вложе-
нии классов функций из 𝐿𝜓(𝑇 1) в 𝐿1(𝑇

1). Для формулировки результатов введем
следующие определения.

Определение 6. [15, с. 75] Если 𝜙(𝑡) — строго положительная всюду ко-
нечная на (0,∞) функция, то ее функцией растяжения называется функция
𝑀𝜙(𝑠), которая определяется равенством

𝑀𝜙(𝑠) = sup
0<𝑡<∞

𝜙(𝑠𝑡)

𝜙(𝑡)
, 𝑠 ∈ (0,∞).

Определение 7. [15, с. 76] Нижним показателем растяжения функции
𝜙(𝑡) ∈ Ω называется число 𝛾𝜙 такое, что:

1) 𝛾𝜙 ∈ [0; 1] ;

2) 𝑀𝜙(𝑠) > 𝑠𝛾𝜙 , ∀𝑠 ∈ (0; 1) ;

3) ∀𝜀 > 0 при 𝑠 ∈ (0, 1) с некоторой константой 𝐶𝜀:

𝑀𝜙(𝑠) 6 𝐶𝜀𝑠
𝛾𝜙−𝜀. (3)
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Теорема [14]. Пусть 𝛾𝜓 > 0 и 𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇
1) такова, что конечен интеграл

1∫︁

0

𝑀𝜓(𝑡)

𝑡
· 𝜔(𝑓, 𝑡)𝜓

𝑡
𝑑𝑡 <∞.

Тогда 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑇
1) и для всех 0 < ℎ 6 1

2 выполняется неравенство:

𝜓

(︂
𝜔(𝑓, ℎ)1

ℎ

)︂
6 𝐶

1∫︁

0

𝑀𝜓(𝑡)

𝑡
· 𝜔(𝑓, ℎ𝑡)𝜓

ℎ𝑡
𝑑𝑡 (4)

с некоторой постоянной 𝐶 не зависящей от ℎ.
Для классов Λ𝛼𝑝 (𝑇

1) неравенство (4) совпадает с соотношением (2) при 𝑞 = 1.
В [16] получено достаточное условие вложения ℋ𝜔

𝜓(𝑇
𝑚) →˓ 𝐿1(𝑇

𝑚) и соотно-
шение для функций из 𝐿𝜓(𝑇𝑚), 𝛾𝜓 > 0:

𝜓

(︂
𝜔(𝑓, ℎ)1

ℎ

)︂
6 𝐶

ℎ𝑚−1∫︁

0

𝑀𝜓 (𝑡)

𝑡
·
𝜔
(︁
𝑓, (ℎ𝑡)

1
𝑚

)︁
𝜓

ℎ𝑡
𝑑𝑡, 0 < ℎ 6

1

2
,

которое совпадает с неравенством (4) при 𝑚 = 1.

Также в [16] получена теорема вложения классов ℋ𝜔
𝜓(𝑇

𝑚) в 𝐿𝑞(𝑇𝑚), 0 < 𝑞 6 1.
Для ее формулировки нам понадобится следующее определение.

Определение 8. [15, с. 70] Функцию 𝜙(𝑡) на полуоси [0,∞) называют ква-
зивогнутой, если:

1) 𝜙(0) = 0;

2) 𝜙(𝑡) положительна и возрастает при 𝑡 > 0;

3) 𝜙(𝑡)
𝑡 убывает при 𝑡 > 0.

Теорема [16]. Пусть 𝜓
(︁
𝑥

1
𝑞

)︁
— квазивогнутая функция, 𝑞 ∈ (0; 1], 𝛾𝜓 > 0

и для 𝑓 ∈ 𝐿𝜓 (𝑇𝑚) конечен интеграл

1∫︁

0

𝑀𝜓

(︁
𝑡
1
𝑞

)︁

𝑡
·
𝜔
(︁
𝑓, 𝑡

1
𝑚

)︁
𝜓

𝑡
𝑑𝑡 <∞.

Тогда 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(𝑇
𝑚) и для всех ℎ ∈

(︀
0, 12

]︀
выполняется неравенство:

𝜓

(︃(︂
𝜔(𝑓, ℎ)𝑞

ℎ

)︂ 1
𝑞

)︃
6 𝐶

ℎ𝑚−1∫︁

0

𝑀𝜓

(︁
𝑡
1
𝑞

)︁

𝑡
·
𝜔
(︁
𝑓, (ℎ𝑡)

1
𝑚

)︁
𝜓

ℎ𝑡
𝑑𝑡, (5)

где константа 𝐶 зависит от 𝜓, 𝑓, 𝑚, 𝑞.
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Для классов Λ𝛼𝑝 (𝑇
1) неравенство (5) совпадает с соотношением (2).

В настоящей работе в анизотропном случае проведено исследование вложе-
ния классов ℋ𝜔1,...,𝜔𝑚

𝜓 (𝑇𝑚) в 𝐿1(𝑇
𝑚) (теорема 1). Рассмотрен и более общий слу-

чай вложения классов ℋ𝜔1,...,𝜔𝑚
𝜓 (𝑇𝑚) в 𝐿𝑞(𝑇

𝑚), 0 < 𝑞 6 1 (теорема 2). При
доказательстве теорем 1, 2 мы используем приближение кусочно-постоянными
функциями с плавающими узлами. Ранее эта идея была использована в [14,16].

Основные результаты
Теорема 1. Пусть 𝛾𝜓 > 0, 𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇

𝑚), и найдутся такие 𝜈𝑖 ∈ 𝑅1
+ (𝑖 =

1, ...,𝑚), что
𝑚∑︀
𝑖=1

𝜈𝑖 = 1 и сходится ряд

∞∑︁

𝑘=1

2𝑘𝑀𝜓

(︂
1

2𝑘

)︂ 𝑚∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖

(︂
𝑓,

1

2𝑘𝜈𝑖

)︂

𝜓

<∞. (6)

Тогда 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑇
𝑚) и при любом 𝑛 ∈ 𝑁 выполняются неравенства

𝜓

(︂
𝜔(𝑓, 1

2𝑛 )1
1
2𝑛

)︂
6 𝐶

∞∑︁

𝑘=𝑛

2𝑘𝑀𝜓

(︀
2𝑛−𝑘

)︀ 𝑚∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖

(︂
𝑓,

1

2𝑘𝜈𝑖

)︂

𝜓

, (7)

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.
Доказательство. Для произвольного 𝑡 > 0 и 𝑖 = 1, ...,𝑚

𝜔𝑖 (𝑓, 𝑡)1 6 2‖𝑓‖1.

Тогда

𝜔𝑖 (𝑓, 𝑡)1 6 𝜔𝑖 (𝑓 − 𝑔, 𝑡)1 + 𝜔𝑖 (𝑔, 𝑡)1 6 2‖𝑓 − 𝑔‖1 + 𝜔𝑖 (𝑔, 𝑡)1 . (8)

Пусть ℎ𝑖 > 0, 𝑖 = 1, ...,𝑚, и такие, что
𝑚∏︀
𝑖=1

ℎ𝑖 = ℎ. Поскольку 𝜔𝑖(𝑓, ℎ𝑖)1 =

𝜔𝑖(𝑓t, ℎ𝑖)1, то получаем

𝜓
(︁
𝜔(𝑓,ℎ)1

ℎ

)︁
6 𝜓

⎛
⎝

𝑚∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖(𝑓,ℎ𝑖)1

ℎ

⎞
⎠ 6

𝑚∑︀
𝑖=1

𝜓
(︁
𝜔𝑖(𝑓,ℎ𝑖)1

ℎ

)︁
=

=
𝑚∑︀
𝑖=1

∫︀
𝑇𝑚

𝜓
(︁
𝜔𝑖(𝑓t,ℎ𝑖)1

ℎ

)︁
𝑑t.

(9)

Пусть 𝑓t = 𝑓1,t + 𝑓2,t, тогда, учитывая (8), из (9) следует, что

𝜓
(︁
𝜔(𝑓,ℎ)1

ℎ

)︁
6 𝑚

∫︀
𝑇𝑚

𝜓
(︀
2
ℎ‖𝑓1,t‖1

)︀
𝑑t +

𝑚∑︀
𝑖=1

∫︀
𝑇𝑚

𝜓
(︀
1
ℎ𝜔𝑖 (𝑓2,t, ℎ𝑖)1

)︀
𝑑t. (10)

Построим специальные сплайн-функции. Для каждой из 𝑚 координатных
осей отрезок [0, 1) разбиваем на отрезки равной длины с помощью 2[𝑛𝜈𝑘], 𝑛 ∈ 𝑁,
равноотстоящих точек вида:

𝑗𝑘
2[𝑛𝜈𝑘]

, 𝑗𝑘 = 0, 1, ..., 2[𝑛𝜈𝑘] − 1,
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где индекс 𝑘 (𝑘 = 1, ...,𝑚) указывает номер оси.

Таким образом, получаем разбиение основного тора 𝑇𝑚 на 2

𝑚∑︀
𝑘=1

[𝑛𝜈𝑘]
паралле-

лепипедов вида:

Π𝑗1...𝑗𝑚;2𝑛 = {x ∈ 𝑇𝑚 :
𝑗𝑘

2[𝑛𝜈𝑘]
6 𝑥𝑘 <

𝑗𝑘 + 1

2[𝑛𝜈𝑘]
, 𝑘 = 1, ...,𝑚},

где 𝑗𝑘 = 0, 1, ..., 2[𝑛𝜈𝑘] − 1, 𝑘 = 1, ...,𝑚.

Снимем значения с функции 𝑓 в узловой точке
(︀

𝑗1
2[𝑛𝜈1] , . . . ,

𝑗𝑚
2[𝑛𝜈𝑚]

)︀
каждого 𝑚-

мерного параллелепипеда Π𝑗1,...,𝑗𝑚;2𝑛 и определим кусочно-постоянную функцию
𝑆2𝑛(𝑓t,x): для 𝑗𝑖 = 0, . . . , 2[𝑛𝜈𝑖] − 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

𝑆2𝑛(𝑓t,x) := 𝑓t

(︂
𝑗1

2[𝑛𝜈1]
, . . . ,

𝑗𝑚
2[𝑛𝜈𝑚]

)︂
𝜒

Π𝑗1,...,𝑗𝑚;2𝑛
(x), (11)

где 𝜒
Π𝑗1,...,𝑗𝑚;2𝑛

(x) =

{︃
1, x ∈ Π𝑗1,...,𝑗𝑚;;2𝑛

0, x ∈ Π𝑗1,...,𝑗𝑚;2𝑛
.

Будем использовать сплайны 𝑆2𝑛(𝑓t,x) для оценок сверху правой части (10).
Для эквивалентных в 𝐿1 функций 𝑓 соответствующие сплайны (11) при фик-

сированном t могут различаться как элементы пространства 𝐿1. Однако ниже
мы покажем, что благодаря усреднению по сдвигам t их использование в (10)
корректно.

Положим в (10)

ℎ = 1
2𝑛 , 𝑛 ∈ N; ℎ𝑖 =

1
2𝑛𝜈𝑖 , где

𝑚∑︀
𝑖=1

𝜈𝑖 = 1
(︀
𝜈𝑖 ∈ 𝑅1

+, 𝑖 = 1, ...,𝑚
)︀
;

𝑓1,t =
∑︀
𝑘>𝑛

(𝑆2𝑘(𝑓t)− 𝑆2𝑘−1(𝑓t)) , 𝑓2,t := 𝑆2𝑛(𝑓t).

Рассмотрим ряд

𝑆20(𝑓t) +

∞∑︁

𝑘=1

(𝑆2𝑘(𝑓t)− 𝑆2𝑘−1(𝑓t)) .

Покажем, что он сходится в том смысле, что

∫︁

𝑇𝑚

‖𝑓t − (𝑆20(𝑓t) +

𝑠∑︁

𝑘=1

(𝑆2𝑘(𝑓t)− 𝑆2𝑘−1(𝑓t)))‖1𝑑t −→ 0, 𝑠 −→ ∞.

Учитывая, что

𝑎− 1 < [𝑎] 6 𝑎, (12)
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получаем

∫︀
𝑇𝑚

‖𝑓t − (𝑆20(𝑓t) +
𝑠∑︀

𝑘=1

(𝑆2𝑘(𝑓t)− 𝑆2𝑘−1(𝑓t)))‖1𝑑t =
∫︀
𝑇𝑚

‖𝑓t − 𝑆20(𝑓t)−

−(𝑆21(𝑓t)− 𝑆20(𝑓t))− (𝑆22(𝑓t)− 𝑆21(𝑓t))− ...− (𝑆2𝑠(𝑓t)− 𝑆2𝑠−1(𝑓t))‖1𝑑t =
=
∫︀
𝑇𝑚

∫︀
𝑇𝑚

|𝑓t(x)− 𝑆2𝑠(𝑓t,x)| 𝑑x𝑑t =

=
∫︀
𝑇𝑚

2[𝑠𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑠𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

∫︀
Π𝑗1,...,𝑗𝑚;2𝑠

⃒⃒
𝑓t (x)− 𝑓t

(︀
𝑗1

2[𝑠𝜈1] , . . . ,
𝑗𝑚

2[𝑠𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
𝑑x𝑑t =

=
2[𝑠𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑠𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

𝑗1+1

2[𝑠𝜈1]∫︀
𝑗1

2[𝑠𝜈1]

. . .

𝑗𝑚+1

2[𝑠𝜈𝑚]∫︀
𝑗𝑚

2[𝑠𝜈𝑚]

∫︀
𝑇𝑚

⃒⃒
𝑓t
(︀
𝑥1 +

𝑗1
2[𝑠𝜈1] , . . . , 𝑥𝑚 + 𝑗𝑚

2[𝑠𝜈𝑚]

)︀
− 𝑓(t)

⃒⃒
𝑑t𝑑x =

=
2[𝑠𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑠𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

1

2[𝑠𝜈1]∫︀
0

. . .

1

2[𝑠𝜈𝑚]∫︀
0

∫︀
𝑇𝑚

|𝑓 (t + x)− 𝑓(t)| 𝑑t𝑑x =

=
𝑚∏︀
𝑖=1

2[𝑠𝜈𝑖]

1

2[𝑠𝜈1]∫︀
0

. . .

1

2[𝑠𝜈𝑚]∫︀
0

‖ Mx 𝑓‖1𝑑x 6

6
𝑚∏︀
𝑖=1

2[𝑠𝜈𝑖]

1

2[𝑠𝜈1]∫︀
0

. . .

1

2[𝑠𝜈𝑚]∫︀
0

𝑚∑︀
𝑖=1

‖ M𝑥𝑖e𝑖 𝑓‖1𝑑x 6
𝑚∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖(𝑓,
1

2[𝑠𝜈𝑖]
)1 −→ 0, 𝑠 −→ ∞.

Как видно из приведенного выше доказательства сходимости, благодаря усред-
нению по сдвигам значение

∫︀
Π𝑗1,...,𝑗𝑚;2𝑠

∫︀
𝑇𝑚

⃒⃒
𝑓t (x)− 𝑓t

(︀
𝑗1

2[𝑠𝜈1] , . . . ,
𝑗𝑚

2[𝑠𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
𝑑x𝑑t не за-

висит от выбора представителя 𝑓 из класса эквивалентности, так как относи-
тельно переменной t этот интеграл будет давать одно и то же значение при
любом представителе класса эквивалентности. Поэтому использование в нера-
венстве (10) сплайнов вида (11) корректно.

Учитывая неравенства (12), получаем, что
∫︀
𝑇𝑚

𝜓
(︀
2𝑛+1‖𝑓1,t‖1

)︀
𝑑t =

∫︀
𝑇𝑚

𝜓
(︀
2𝑛+1

⃒⃒⃒⃒
𝑆2𝑘(𝑓t)− 𝑆2𝑘−1(𝑓t)

⃒⃒⃒⃒
1

)︀
𝑑t =

=
∫︀
𝑇𝑚

𝜓

⎛
⎝2𝑛+1

2[𝑘𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑘𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

∫︀
Π
𝑗1,...,𝑗𝑚;2𝑘

⃒⃒
𝑆2𝑘(𝑓t,x)− 𝑆2𝑘−1(𝑓t,x)

⃒⃒
𝑑x

⎞
⎠ 𝑑t 6

6
∫︀
𝑇𝑚

𝜓

(︃
2𝑛+1

𝑚∏︀
𝑖=1

1
2[𝑘𝜈𝑖]

2[𝑘𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑘𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

⃒⃒
⃒M 1

2k
𝑓t
(︀

𝑗1
2[𝑘𝜈1] , . . . ,

𝑗𝑚
2[𝑘𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
⃒
)︃
𝑑t <

<
∫︀
𝑇𝑚

𝜓

(︃
2𝑛+1

𝑚∏︀
𝑖=1

1
2𝑘𝜈𝑖−1

2[𝑘𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑘𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

⃒⃒
⃒M 1

2k
𝑓t
(︀

𝑗1
2[𝑘𝜈1] , . . . ,

𝑗𝑚
2[𝑘𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
⃒
)︃
𝑑t =

=
∫︀
𝑇𝑚

𝜓

(︃
2𝑛+𝑚+1−𝑘

2[𝑘𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑘𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

⃒⃒
⃒M 1

2k
𝑓t
(︀

𝑗1
2[𝑘𝜈1] , . . . ,

𝑗𝑚
2[𝑘𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
⃒
)︃
𝑑t,

где 1
2k =

(︀
1

2[𝑘𝜈1] , . . . ,
1

2[𝑘𝜈𝑚]

)︀
.

Далее применим неравенства:

𝜓(𝑠𝑡) 6𝑀𝜓(𝑠)𝜓(𝑡), (13)

𝑀𝜓(𝑠1𝑠2) 6𝑀𝜓(𝑠1)𝑀𝜓(𝑠2),
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вытекающие из определения 6 функции растяжения 𝑀𝜓(𝑠), и полуаддитивность
функции 𝜓:

∫︀
𝑇𝑚

𝜓
(︀
2𝑛+1‖𝑓1,t‖1

)︀
𝑑t 6

6
∫︀
𝑇𝑚

∑︀
𝑘>𝑛

(︃
𝑀𝜓

(︀
2𝑛+𝑚+1−𝑘)︀ 2

[𝑘𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑘𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

𝜓
(︁⃒⃒
⃒M 1

2k
𝑓t
(︀

𝑗1
2[𝑘𝜈1] , . . . ,

𝑗𝑚
2[𝑘𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
⃒
)︁)︃

𝑑t 6

6
∫︀
𝑇𝑚

𝑀𝜓

(︀
2𝑚+1

)︀ ∑︀
𝑘>𝑛

(︃
𝑀𝜓

(︀
2𝑛−𝑘

)︀ 2[𝑘𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑘𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

𝜓
(︁⃒⃒
⃒M 1

2k
𝑓t
(︀

𝑗1
2[𝑘𝜈1] , . . . ,

𝑗𝑚
2[𝑘𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
⃒
)︁)︃

𝑑t 6

6 𝐶1

∑︀
𝑘>𝑛

(︃
𝑀𝜓

(︀
2𝑛−𝑘

)︀ 2[𝑘𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑘𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

∫︀
𝑇𝑚

𝜓
(︁⃒⃒
⃒M 1

2k
𝑓t
(︀

𝑗1
2[𝑘𝜈1] , . . . ,

𝑗𝑚
2[𝑘𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
⃒
)︁
𝑑t

)︃
=

= 𝐶1

∑︀
𝑘>𝑛

(︃
𝑀𝜓

(︀
2𝑛−𝑘

)︀ 2[𝑘𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑘𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

⃒⃒⃒⃒
M 1

2k
𝑓
⃒⃒⃒⃒
𝜓

)︃
=

= 𝐶1

∑︀
𝑘>𝑛

(︂
𝑚∏︀
𝑖=1

2[𝑘𝜈𝑖]𝑀𝜓

(︀
2𝑛−𝑘

)︀ ⃒⃒⃒⃒
M 1

2k
𝑓
⃒⃒⃒⃒
𝜓

)︂
6

6 𝐶1

∑︀
𝑘>𝑛

(︃
2
𝑘
𝑚∑︀
𝑖=1

𝜈𝑖
𝑀𝜓

(︀
2𝑛−𝑘

)︀ 𝑚∑︀
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
M 1

2[𝑘𝜈𝑖]
ei
𝑓
⃒⃒⃒⃒
𝜓

)︃
6

6 𝐶1

∑︀
𝑘>𝑛

(︂
2𝑘𝑀𝜓

(︀
2𝑛−𝑘

)︀ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖

(︁
𝑓, 1

2[𝑘𝜈𝑖]

)︁
𝜓

)︂
6

6 𝐶1

∑︀
𝑘>𝑛

(︂
2𝑘𝑀𝜓

(︀
2𝑛−𝑘

)︀ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖
(︀
𝑓, 2

2𝑘𝜈𝑖

)︀
𝜓

)︂
6

6 𝐶2

∑︀
𝑘>𝑛

(︂
2𝑘𝑀𝜓

(︀
2𝑛−𝑘

)︀ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖
(︀
𝑓, 1

2𝑘𝜈𝑖

)︀
𝜓

)︂
.

(14)

Оценим
∫︀
𝑇𝑚

𝜓
(︁
2𝑛𝜔𝑖

(︁
𝑓2,t,

1
2[𝑛𝜈𝑖]

)︁
1

)︁
𝑑t, 𝑖 = 1, ..,𝑚. Применяя неравенства (12),

(13) и учитывая полуаддитивность функции 𝜓, получаем

∫︀
𝑇𝑚

𝜓
(︀
2𝑛𝜔𝑖(𝑓2,t;

1
2𝑛𝜈𝑖 )1

)︀
𝑑t 6

∫︀
𝑇𝑚

𝜓
(︁
2𝑛‖ M 1

2[𝑛𝜈𝑖]
e𝑖 𝑆2𝑛(𝑓t)‖1

)︁
𝑑t 6

6
∫︀
𝑇𝑚

𝜓

⎛
⎜⎝2𝑛

2[𝑛𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑛𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

𝑗1+1

2[𝑛𝜈1]∫︀
𝑗1

2[𝑛𝜈1]

. . .

𝑗𝑖+1

2[𝑛𝜈𝑖]∫︀
𝑗𝑖

2[𝑛𝜈𝑖]

. . .

𝑗𝑚+1

2[𝑛𝜈𝑚]∫︀
𝑗𝑚

2[𝑛𝜈𝑚]

⃒⃒
⃒M 1

2[𝑛𝜈𝑖]
e𝑖 𝑓t

(︀
𝑗1

2[𝑛𝜈1] , . . . ,
𝑗𝑚

2[𝑛𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
⃒ 𝑑x

⎞
⎟⎠ 𝑑t 6

6
∫︀
𝑇𝑚

𝜓

(︃
2𝑛

𝑚∏︀
𝑙=1

1
2[𝑛𝜈𝑙]

2[𝑛𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑛𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

⃒⃒
⃒M 1

2[𝑛𝜈𝑖]
e𝑖 𝑓t

(︀
𝑗1

2[𝑛𝜈1] , . . . ,
𝑗𝑚

2[𝑛𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
⃒
)︃
𝑑t 6

6
∫︀
𝑇𝑚

𝑀𝜓

(︂
2𝑛

𝑚∏︀
𝑙=1

1
2[𝑛𝜈𝑙]

)︂
2[𝑛𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑛𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

𝜓
(︁⃒⃒
⃒M 1

2[𝑛𝜈𝑖]
e𝑖 𝑓t

(︀
𝑗1

2[𝑛𝜈1] , . . . ,
𝑗𝑚

2[𝑛𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
⃒
)︁
𝑑t 6

6
𝑚∏︀
𝑙=1

2[𝑛𝜈𝑙]𝑀𝜓

(︃
2
𝑛+𝑚−𝑛

𝑚∑︀
𝑙=1

𝜈𝑙

)︃
⃒⃒⃒⃒
M 1

2[𝑛𝜈𝑖]
e𝑖 𝑓

⃒⃒⃒⃒
𝜓
6

6 2𝑛𝑀𝜓 (2𝑚)𝜔𝑖

(︁
𝑓, 1

2[𝑛𝜈𝑖]

)︁
𝜓
6

6 𝐶32
𝑛𝑀𝜓 (2𝑚)𝜔𝑖

(︀
𝑓, 1

2𝑛𝜈𝑖

)︀
𝜓
= 𝐶42

𝑛𝜔𝑖
(︀
𝑓, 1

2𝑛𝜈𝑖

)︀
𝜓
.

(15)
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Таким образом, из (10) при ℎ = 1
2𝑛 , 𝑛 ∈ 𝑁 , (14) и (15) следует, что

𝜓
(︁
𝜔(𝑓, 1

2𝑛 )1
1
2𝑛

)︁
6 𝑚𝐶2

∑︀
𝑘>𝑛

(︂
2𝑘𝑀𝜓

(︀
2𝑛−𝑘

)︀ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖
(︀
𝑓, 1

2𝑘𝜈𝑖

)︀
𝜓

)︂
+

+𝐶42
𝑛
𝑚∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖
(︀
𝑓, 1

2𝑛𝜈𝑖

)︀
𝜓
6 𝐶5

∞∑︀
𝑘=𝑛

2𝑘𝑀𝜓

(︀
2𝑛−𝑘

)︀ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖
(︀
𝑓, 1

2𝑘𝜈𝑖

)︀
𝜓
,

где полученный ряд сходится по условию (6).
Теорема 1 доказана.
Доказанная теорема 1 позволяет получить теорему вложения анизотропных

классов Липшица из 𝐿𝜓(𝑇𝑚) в 𝐿1(𝑇
𝑚).

Следствие 1. Пусть 𝛾𝜓 > 0, 𝑓 ∈ Λ𝛼1,...,𝛼𝑚
𝜓 , 𝛼𝑖 ∈ (0, 1] (𝑖 = 1, ...,𝑚) и

̃︀𝛼 = 1
1
𝛼1

+...+ 1
𝛼𝑚

такое, что 𝛾𝜓 + ̃︀𝛼 > 1. Тогда 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑇
𝑚) и при всех 𝑛 ∈ 𝑁

выполняются неравенства:

𝜓

(︂
𝜔(𝑓, 1

2𝑛 )1
1
2𝑛

)︂
6 𝐶

(︂
1

2𝑛

)︂̃︀𝛼−1

,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.

Доказательство. Пусть 𝜈𝑖 = ̃︀𝛼
𝛼𝑖
, 𝑖 = 1, ..,𝑚. Проверим выполнение условия

(6). Учитывая свойство (3) функции растяжения, получим
∞∑︀
𝑘=1

2𝑘𝑀𝜓

(︀
1
2𝑘

)︀ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖
(︀
𝑓, 1

2𝑘𝜈𝑖

)︀
𝜓
6 𝐶

∞∑︀
𝑘=1

2𝑘
(︀

1
2𝑘

)︀𝛾𝜓−𝜀 𝑚∑︀
𝑖=1

(︂
1

2
𝑘 ̃︀𝛼
𝛼𝑖

)︂𝛼𝑖
6

6 𝑚𝐶
∞∑︀
𝑘=1

2𝑘(1−𝛾𝜓+𝜀−̃︀𝛼) = 𝐶𝑚
∞∑︀
𝑘=1

(︁
1

2𝛾𝜓−𝜀+̃︀𝛼−1

)︁𝑘
.

Последний ряд сходится, когда 𝛾𝜓 − 𝜀 + ̃︀𝛼 > 1, а это возможно при достаточно
малых 𝜀 > 0.

Тогда, по теореме 1, 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑇
𝑚) и выполняется неравенство (7):

𝜓
(︁
𝜔(𝑓, 1

2𝑛 )1
1
2𝑛

)︁
6 𝐶

∞∑︀
𝑘=𝑛

2𝑘𝑀𝜓

(︀
2𝑛−𝑘

)︀ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖
(︀
𝑓, 1

2𝑘𝜈𝑖

)︀
𝜓
6

6 𝐶1

∞∑︀
𝑘=𝑛

2𝑘
(︀
2𝑛−𝑘

)︀𝛾𝜓−𝜀 𝑚∑︀
𝑖=1

(︂
1

2
𝑘 ̃︀𝛼
𝛼𝑖

)︂𝛼𝑖
= 𝐶12

𝑛(𝛾𝜓−𝜀)
∞∑︀
𝑘=𝑛

2𝑘(1−𝛾𝜓+𝜀)
𝑚∑︀
𝑖=1

1
2̃︀𝛼𝑘 =

= 𝑚𝐶12
𝑛(𝛾𝜓−𝜀)

∞∑︀
𝑘=𝑛

2𝑘(1−𝛾𝜓+𝜀−̃︀𝛼) = 𝐶22
𝑛(𝛾𝜓−𝜀)2𝑛(1−𝛾𝜓+𝜀−̃︀𝛼) 2𝛾𝜓−𝜀+̃︀𝛼

2𝛾𝜓−𝜀+̃︀𝛼−1−1
=

= 𝐶32
𝑛(𝛾𝜓−𝜀)+𝑛(1−𝛾𝜓+𝜀−̃︀𝛼) = 𝐶42

𝑛(1−̃︀𝛼),
где константа 𝐶4 не зависит от 𝑛.

Следствие 1 доказано.
Также из теоремы 1 для анизотропных классов Липшица из 𝐿𝑝(𝑇𝑚), 0 < 𝑝 < 1

вытекает теорема вложения в 𝐿1(𝑇
𝑚).

Следствие 2. Пусть 𝑓 ∈ Λ𝛼1,...,𝛼𝑚
𝑝 , 0 < 𝑝 < 1, 𝛼𝑖 ∈ (0, 1] (𝑖 = 1, ...,𝑚) и

̃︀𝛼 такое, что ̃︀𝛼 + 𝑝 > 1. Тогда 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑇
𝑚) и при всех 𝑛 ∈ 𝑁 выполняются

неравенства:

𝜔

(︂
𝑓,

1

2𝑛

)︂

1

6 𝐶
1

2
𝑛
𝑝 (̃︀𝛼+𝑝−1)

,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.
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Рассмотрим более общий случай вложения классов функций ℋ𝜔1,...,𝜔𝑚
𝜓 (𝑇𝑚) в

𝐿𝑞(𝑇
𝑚), 𝑞 ∈ (0; 1].

Теорема 2. Пусть 𝜓
(︁
𝑥

1
𝑞

)︁
– квазивогнутая функция, 𝑞 ∈ (0; 1], 𝛾𝜓 > 0,

𝑓 ∈ 𝐿𝜓(𝑇
𝑚) и найдутся такие 𝜈𝑖 ∈ 𝑅1

+ (𝑖 = 1, ...,𝑚), что
𝑚∑︀
𝑖=1

𝜈𝑖 = 1 и сходится

ряд
∞∑︁

𝑘=1

2𝑘𝑀𝜓

(︁
2−

𝑘
𝑞

)︁ 𝑚∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖

(︂
𝑓,

1

2𝑘𝜈𝑖

)︂

𝜓

<∞. (16)

Тогда 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(𝑇
𝑚) и при всех 𝑛 ∈ 𝑁 выполняются неравенства:

𝜓

⎛
⎝
(︂
𝜔(𝑓, 1

2𝑛 )𝑞
1
2𝑛

)︂ 1
𝑞

⎞
⎠ 6 𝐶

∞∑︁

𝑘=𝑛

2𝑘𝑀𝜓

(︁
2
𝑛−𝑘
𝑞

)︁ 𝑚∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖

(︂
𝑓,

1

2𝑘𝜈𝑖

)︂

𝜓

, (17)

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.
Доказательство. Пусть Φ(𝑥) = 𝜓

(︁
𝑥

1
𝑞

)︁
, 𝑥 ∈ 𝑅1

+, тогда при любом натураль-
ном 𝑛 получаем

𝜓

(︂(︁
𝜔(𝑓, 1

2𝑛 )𝑞
1
2𝑛

)︁ 1
𝑞

)︂
= Φ

(︁
𝜔(𝑓, 1

2𝑛 )𝑞
1
2𝑛

)︁
6

6
∫︀
𝑇𝑚

Φ

(︂
𝑚∑︀
𝑖=1

2𝑛+1‖𝑓1,t‖𝑞 +
𝑚∑︀
𝑖=1

2𝑛𝜔𝑖
(︀
𝑓2,t,

1
2𝑛𝜈𝑖

)︀
𝑞

)︂
𝑑t,

где 𝑓1,t + 𝑓2,t = 𝑓t.
В качестве 𝑓1,t и 𝑓2,t рассмотрим функции, используемые при доказательстве

теоремы 1.
Пусть Φ(𝑥)— наименьшая вогнутая мажоранта функции Φ(𝑥). Тогда Φ(𝑥)—

полуаддитивна (см., например, [17, с. 111].
Заметим, что ([15, с. 70]) для наименьшей вогнутой мажоранты 𝜙(𝑡) квази-

вогнутой функции 𝜙(𝑡) справедливы неравенства:

𝜙(𝑡) 6 𝜙(𝑡) 6 2𝜙(𝑡). (18)

Как и в теореме 1, а также учитывая неравенства (18) и полуаддитивность
функции Φ(𝑥), имеем

𝜓

(︂(︁
𝜔(𝑓, 1

2𝑛 )𝑞
1
2𝑛

)︁ 1
𝑞

)︂
6 𝑚

∫︀
𝑇𝑚

Φ
(︀
2𝑛+1‖𝑓1,t‖𝑞

)︀
𝑑t +

𝑚∑︀
𝑖=1

∫︀
𝑇𝑚

Φ
(︁
2𝑛𝜔𝑖

(︀
𝑓2,t,

1
2𝑛𝜈𝑖

)︀
𝑞

)︁
𝑑t,

∫︀
𝑇𝑚

Φ
(︀
2𝑛+1‖𝑓1,t‖𝑞

)︀
𝑑t 6

6
∫︀
𝑇𝑚

∑︀
𝑘>𝑛

2[𝑘𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑘𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

Φ
[︁
2𝑛+1+𝑚−𝑘

⃒⃒
⃒M 1

2k
𝑓t
(︀

𝑗1
2[𝑘𝜈1] , . . . ,

𝑗𝑚
2[𝑘𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
⃒
𝑞]︁
𝑑t =

= 2
∫︀
𝑇𝑚

∑︀
𝑘>𝑛

2[𝑘𝜈1]−1∑︀
𝑗1=0

...
2[𝑘𝜈𝑚]−1∑︀
𝑗𝑚=0

𝜓
[︁
2
𝑛−𝑘+𝑚+1

𝑞

⃒⃒
⃒M 1

2k
𝑓t
(︀

𝑗1
2[𝑘𝜈1] , . . . ,

𝑗𝑚
2[𝑘𝜈𝑚]

)︀⃒⃒
⃒
]︁
𝑑t 6

6 𝐶1

∑︀
𝑘>𝑛

2𝑘𝑀𝜓

(︁
2
𝑛−𝑘
𝑞

)︁ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝜔𝑖
(︀
𝑓, 1

2𝑘𝜈𝑖

)︀
𝜓
,

∫︀
𝑇𝑚

Φ
(︁
2𝑛𝜔𝑖

(︀
𝑓2,t,

1
2𝑛𝜈𝑖

)︀
𝑞

)︁
𝑑t 6 𝐶2 · 2𝑛𝜔𝑖

(︀
𝑓, 1

2𝑛𝜈𝑖

)︀
𝜓
.
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Следовательно, при любом 𝑛 ∈ 𝑁 получаем

𝜓

⎛
⎝
(︂
𝜔(𝑓, 1

2𝑛 )𝑞
1
2𝑛

)︂ 1
𝑞

⎞
⎠ 6 𝐶3

∞∑︁

𝑘=𝑛

2𝑘𝑀𝜓

(︁
2
𝑛−𝑘
𝑞

)︁ 𝑚∑︁

𝑖=1

𝜔𝑖

(︂
𝑓,

1

2𝑘𝜈𝑖

)︂

𝜓

,

где полученный ряд сходится по условию (16).
Теорема 2 доказана.
Из теоремы 2 следуют теоремы вложения анизотропных классов Липшица

из 𝐿𝜓(𝑇𝑚) в 𝐿𝑞(𝑇𝑚) и из 𝐿𝑝(𝑇𝑚) в 𝐿𝑞(𝑇𝑚) при 0 < 𝑝 < 𝑞 6 1.

Следствие 3. Пусть 𝜓
(︁
𝑥

1
𝑞

)︁
– квазивогнутая функция, 𝑞 ∈ (0; 1], 𝛾𝜓 > 0,

𝑓 ∈ Λ𝛼1,...,𝛼𝑚
𝜓 , 𝛼𝑖 ∈ (0, 1] (𝑖 = 1, ...,𝑚) и ̃︀𝛼 такое, что 𝛾𝜓

𝑞 +̃︀𝛼 > 1. Тогда 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(𝑇
𝑚)

и при всех 𝑛 ∈ 𝑁 выполняются неравенства:

𝜓

⎛
⎝
(︂
𝜔(𝑓, 1

2𝑛 )𝑞
1
2𝑛

)︂ 1
𝑞

⎞
⎠ 6 𝐶

(︂
1

2𝑛

)︂̃︀𝛼−1

,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.

Следствие 4. Пусть 𝑓 ∈ Λ𝛼1,...,𝛼𝑚
𝑝 , 0 < 𝑝 < 𝑞 6 1, 𝛼𝑖 ∈ (0, 1] (𝑖 = 1, ...,𝑚)

и ̃︀𝛼 такое, что 𝑝
𝑞 + ̃︀𝛼 > 1. Тогда 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(𝑇

𝑚) и при всех 𝑛 ∈ 𝑁 выполняются
неравенства:

𝜔

(︂
𝑓,

1

2𝑛

)︂

𝑞

6 𝐶
1

2
𝑛𝑞
𝑝 (

𝑝
𝑞+̃︀𝛼−1)

,

где константа 𝐶 не зависит от 𝑛.

Полученное неравенство в одномерном случае совпадает с (2).

Заключение. В представленной статье были получены достаточные усло-
вия для вложения классов ℋ𝜔1,...,𝜔𝑚

𝜓 в 𝐿𝑞(𝑇
𝑚), где 0 < 𝑞 6 1 и, как следствие,

при 𝛼𝑖 ∈ (0, 1] (𝑖 = 1, ...,𝑚) получена теорема вложения анизотропных классов
Липшица Λ𝛼1,...,𝛼𝑚

𝜓 в 𝐿𝑞(𝑇𝑚), 𝑞 ∈ (0; 1].
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