
ISSN 2304-1579.Вiсник Од. нац. ун-ту. Мат. i мех.–2014 .–Т.19, вип. 2(22).–С. 27–36

Mathematical Subject Classification: 41A28
УДК 517.938.5+519.514.17

Є. С. Сiлiн
Донбаський державний педагогiчний унiверситет

ОДНОЧАСНА АПРОКСИМАЦIЯ ЛОКАЛЬНО IНТЕГРОВНИХ
ФУНКЦIЙ ТА ЇХ 𝜓-IНТЕГРАЛIВ. ВИПАДОК МАЛОЇ

ГЛАДКОСТI

Сiлiн Є. С. Одночасна апроксимацiя локально iнтегровних функцiй та їх
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Вступ. В [1, 2] О. I. Степанець запропонував наступне означення класiв
̂︀𝐶𝜓N. Нехай 𝜓 = (𝜓1, 𝜓2) — пара функцiй 𝜓1(𝑡), 𝜓2(𝑡) таких, що 𝜓1 ∈ A, 𝜓2 ∈ A′,
де A — множина неперервних при 𝑡 > 0 функцiй 𝜓(𝑡), якi задовольняють умови:
1) 𝜓(𝑡) > 0, 𝜓(0) = 0, 𝜓(𝑡) зростає на [0, 1); 2) 𝜓(𝑡) опукла донизу на [1,∞) i
lim
𝑡→∞

𝜓(𝑡) = 0; 3) похiдна функцiї 𝜓′(𝑡) = 𝜓′(𝑡 + 0) має обмежену варiацiю на

[0,∞); A′ = {A :
∞∫︀
1

𝜓(𝑡)
𝑡 𝑑𝑡 < ∞}. Множину функцiй 𝜓(𝑡), якi задовольняють

лише умову 2), позначають M.
Далi, спiвставимо кожнiй функцiї 𝜓 ∈ M за умови 𝑡 > 1 пару функцiй 𝜂(𝑡) =

𝜓−1(𝜓(𝑡)/2) та 𝜇(𝑡) = 𝑡/(𝜂(𝑡)− 𝑡). Тодi покладемо: M0 = {𝜓 ∈ M : 0 < 𝜇(𝑡) 6 𝐾1},
M𝐶 = {𝜓 ∈ M : 0 < 𝐾2 6 𝜇(𝑡) 6 𝐾3 < ∞}, A0 = M0

⋂︀
A, A′

0 = A0

⋂︀
A′,

A𝐶 = M𝐶

⋂︀
A, де 𝐾𝑗 , 𝑗 = 1, 3 — деякi сталi, якi, можливо, залежать вiд функцiї

𝜓(𝑡). В роботi [3, с. 159–161] показано, що функцiї 𝜓 ∈ A0 не можуть спадати
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до нуля швидше деякої вiд’ємної степенi 𝑡. Функцiї 𝜓𝛼(𝑡) = ln𝛼(𝑡 + 𝜀), 𝜓𝛼,𝛽(𝑡) =
ln𝛼(𝑡+ 𝜀) ln𝛽 ln(𝑡+ 𝜀), 𝛼 > 0, 𝛽 ∈ R, 𝜀 > 1, 𝑡 > 0 є прикладами функцiй з множини
A0.

Покладемо: 𝐶 — множина неперервних обмежених на дiйснiй осi функцiй,
N — одинична куля 𝑆∞ = {𝜙 : ess sup |𝜙(𝑡)| 6 1} простору iстотно обмежених
функцiй або клас 𝐻𝜔 = {𝜙 ∈ 𝐶 : |𝜙(𝑡) − 𝜙(𝑡′)| 6 𝜔(|𝑡 − 𝑡′|)∀𝑡, 𝑡′ ∈ R}, 𝜔(𝑡)
— фiксований модуль неперервностi. Тодi через ̂︀𝐶𝜓N позначимо множину всiх
неперервних функцiй 𝑓, якi ∀𝑥 ∈ R можна подати у виглядi

𝑓(𝑥) = 𝐴0 +

∫︁

R

𝜙(𝑥+ 𝑡)̂︀𝜓(𝑡) 𝑑𝑡 df
= 𝐴0 + 𝜙 * ̂︀𝜓(𝑥), (1)

де 𝐴0 = const, iнтеграл розумiється як границя iнтегралiв по симетричних про-
мiжках, що розширюються, функцiя 𝜙 ∈ N,

̂︀𝜓(𝑡) = 1

2𝜋

∫︁

R

(𝜓1+(𝑥) + 𝑖𝜓2−(𝑥))𝑒
−𝑖𝑥𝑡 𝑑𝑥, (2)

а 𝜓1+, 𝜓2− — парне i непарне продовження функцiй 𝜓1, 𝜓2 вiдповiдно. Якщо
𝜓1 ∈ A, 𝜓2 ∈ A′, то перетворення ̂︀𝜓(𝑡) сумовне на дiйснiй осi (див., наприклад, [2],
твердження 9.5.1). Функцiю 𝜙(·) в зображеннi (1) називають 𝜓-похiдною функцiї
𝑓(·) i позначають 𝑓𝜓(·). Вiдповiдно, функцiю 𝑓(·) в (1) називають 𝜓-iнтегралом
функцiї 𝜙(·) i позначають 𝐼𝜓(𝜙; ·). Також зауважимо, що у випадку, коли 𝜓1 ∈ A0,

𝜓2 ∈ A′
0 множини ̂︀𝐶𝜓N мiстять в собi функцiї, якi не мають жодної дробової

похiдної за Вейлем.
Функцiї 𝑓 ∈ ̂︀𝐶𝜓N при кожних дiйсних 𝜎 > ℎ > 1 поставимо у вiдповiднiсть

оператор 𝑉𝜎,ℎ(𝑓 ;𝑥), поклавши

𝑉𝜎,ℎ(𝑓 ;𝑥) = 𝐴0 + 𝑓𝜓 * 𝜆𝜎,ℎ𝜓(𝑥),

де 𝜆𝜎,ℎ𝜓(𝑥) перетворення вигляду (2) функцiї 𝜆𝜎,ℎ(𝑡)𝜓(𝑡), в якiй

𝜆𝜎,ℎ(𝑡) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

1, 0 ≤ |𝑡| 6 𝜎 − ℎ,
𝜎−|𝑡|
ℎ , 𝜎 − ℎ 6 |𝑡| 6 𝜎,

0, 𝜎 ≤ |𝑡|.

Такi оператори розглядалися О. I. Степанцем у роботах [1, 2, 4, 5], де по-
казано (наприклад, [2], твердження 9.3.4), що за умов 𝜓1 ∈ A, 𝜓2 ∈ A′ опера-
тори 𝑉𝜎,ℎ(𝑓 ;𝑥) належать до множини 𝜀𝜎 цiлих функцiй експоненцiального типу
6 𝜎, а у перiодичному випадку, при 𝜎 = 𝑛 ∈ N i ℎ = 𝑝 ∈ N, 𝑝 < 𝑛, оператори
𝑉𝜎,ℎ(𝑓 ;𝑥) спiвпадають зi сумами Валле Пуссена. Тому в подальшому називати-
мемо 𝑉𝜎,ℎ(𝑓 ;𝑥) операторами Валле Пуссена.

Нам також знадобляться наступнi означення.
Нехай 𝜓 = {𝜓(1)

, 𝜓
(2)
, . . . , 𝜓

(𝑚)}, де 𝜓
(𝑖)

= (𝜓
(𝑖)
1 , 𝜓

(𝑖)
2 ), 𝑖 = 1,𝑚 — довiльнi пари

функцiй, такi, що 𝜓
(𝑖)
1 ∈ A0, 𝜓

(𝑖)
2 ∈ A′

0. Далi, 𝑏 = {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑚} — довiльний
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вектор з дiйсними координатами i

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝜙;𝑥;𝜓; 𝑏) =

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

(︁
𝐼𝜓

(𝑖)

(𝜙;𝑥)− 𝑉𝜎,ℎ(𝐼
𝜓

(𝑖)

(𝜙;𝑥))
)︁
, 𝜙 ∈ N. (3)

Для суми (3), яка визначена на множинi N, має сенс величина

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (N;𝜓; 𝑏) = sup

𝜙∈N
||Σ(𝑚)

𝜎,ℎ (𝜙;𝑥;𝜓; 𝑏)||𝐶 . (4)

Задача одночасного наближення функцiй та їх 𝜓-iнтегралiв операторами Вал-
ле Пуссена полягає в дослiдженнi величини (4). Ранiше ця величина була дослi-
джена нами в [6] за умов, що класи ̂︀𝐶𝜓N мiстять функцiї великої гладкостi:

𝜓
(𝑖)
𝑗 ∈ {A : 𝜂′(𝑡) 6 const i lim

𝜎→∞
(𝜂(𝜎)− 𝜎) = 𝑐, 0 < 𝑐 ≤ ∞}, 𝑗 = 1, 2, 𝑖 = 1,𝑚,

числа ℎ = ℎ(𝜎) обранi таким чином, що 𝜎 − ℎ ∈ [𝜂−1(𝜓
(𝑖)
𝑗 ;𝜎);𝜎], 𝑗 = 1, 2, 𝑖 = 1,𝑚

та iснують константи 𝐾(𝑖)
1 , 𝐾(𝑖)

2 , для яких виконується умова

0 < 𝐾
(𝑖)
1 ≤ 𝜂(𝜓

(𝑖)
1 , 𝜎)− 𝜎

𝜂(𝜓
(𝑖)
2 , 𝜎)− 𝜎

≤ 𝐾
(𝑖)
2 <∞, 𝜎 > 1, 𝑖 = 1,𝑚.

Задача одночасного наближення операторами Фур’є на класах ̂︀𝐶𝜓𝛽N, тобто,
у випадку 𝜓1(𝜎) = 𝜓(𝜎) cos 𝛽𝜋2 , 𝜓2(𝜎) = 𝜓(𝜎) sin 𝛽𝜋

2 , 𝛽 ∈ R, ℎ = 1 та

𝜆*𝜎,1(𝑡) =

⎧
⎨
⎩

1, 0 6 𝑡 6 𝜎 − 1,

1− (𝑡−𝜎+1)𝜓(𝜎)
𝜓(𝑡) , 𝜎 − 1 6 𝑡 6 𝜎,

0, 𝑡 > 𝜎

була розв’язана в [7]. У випадку 2𝜋-перiодичних функцiй задача про одночасне
наближення функцiй та їх (𝜓, 𝛽)-похiдних сумами Фур’є на класах 𝐶𝜓𝛽N розгля-
далася в [8]. У роботах [9] i [10] вивчалося одночасне наближення перiодичних
функцiй та їх 𝜓-iнтегралiв сумами Фур’є й Валле Пуссена, вiдповiдно, на класах
𝐶𝜓N.

Якщо 𝑚 = 1, 𝑏1 = 1 i 𝜓
(1)

(𝜎) = 𝜓(𝜎), то

Σ
(1)
𝜎,ℎ(N;𝜓; 1) =

1

𝜓(𝜎)
sup
𝜙∈N

||𝐼𝜓(𝜙;𝑥)− 𝑉𝜎,ℎ(𝐼
𝜓(𝜙;𝑥))||𝐶 .

Звiдси випливає, що задача про одночасне наближення узагальнює задачу до-
слiдження величин ℰ( ̂︀𝐶𝜓N;𝑉𝜎,ℎ) = sup

𝜙∈N
||𝐼𝜓(𝜙;𝑥)−𝑉𝜎,ℎ(𝐼𝜓(𝜙;𝑥))||𝐶 , в тому сенсi,

що має мiсце рiвнiсть ℰ( ̂︀𝐶𝜓N;𝑉𝜎,ℎ) = 𝜓(𝜎)Σ
(1)
𝜎,ℎ(N;𝜓; 1).
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Основнi результати. Будемо вважати, що ℎ = ℎ(𝜎) i lim
𝜎→∞

ℎ
𝜎

𝑑𝑓
= Θ, 0 6

Θ < 1.
Теорема. Нехай 𝜓

(𝑖)
1 ∈ A0, 𝜓

(𝑖)
2 ∈ A′

0, 𝑖 = 1,𝑚. Тодi для дiйсних чисел 𝜎 >
ℎ > 1 i довiльного вектора 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑚) з дiйсними координатами при
𝜎 → ∞

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝑆∞;𝜓; 𝑏) =

4

𝜋2
𝑅𝑚 ln

𝜎

ℎ
+

2

𝜋

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

∞∫︁

𝜎

𝜓
(𝑖)
2 (𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒+𝑂(1),

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝐻𝜔;𝜓; 𝑏) = Θ𝜔

(︃
2

𝜋2
𝑅𝑚 ln

𝜎

ℎ

𝜋
2∫︁

0

𝜔

(︂
2𝑡

𝜎

)︂
sin 𝑡 𝑑𝑡+

+
1

𝜋

1∫︁

0

𝜔

(︂
2𝑡

𝜎

)︂ 𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

∞∫︁

1

𝜓
(𝑖)
2 (𝜎𝑠) sin 𝑠𝑡 𝑑𝑠 𝑑𝑡

)︃
+𝑂(1)𝜔

(︂
1

𝜎 − ℎ

)︂
,

де 𝑅𝑘 =
√︀
𝐴2
𝑘 +𝐵2

𝑘, 𝐴𝑘 =
𝑘∑︀
𝑖=1

𝑏𝑖 cos 𝛾
(𝑖)
𝜎 , 𝐵𝑘 =

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑏𝑖 sin 𝛾
(𝑖)
𝜎 , 𝛾(𝑖)𝜎 = arctg

𝜓
(𝑖)
2

𝜓
(𝑖)
1

; 𝜃𝜔 ∈

[2/3; 1], причому 𝜃𝜔 = 1, якщо 𝜔(𝑡) — опуклий модуль неперервностi, 𝑂(1) —
величина, яка рiвномiрно обмежена щодо 𝜎 та ℎ.

Доведення. Надалi через 𝐾 будемо позначати постiйне число, можливо, не
одне i те саме в рiзних мiсцях тексту. В [11] показано, що в умовах теореми для
дiйсних 𝜎 > ℎ > 1 в кожнiй точцi 𝑥 ∈ R виконується рiвнiсть

𝑓(𝑥)− 𝑉𝜎,ℎ(𝑓 ;𝑥) =
−|𝜓(𝜎)|

𝜋

∫︁

𝑎/𝜎6|𝑡|6𝜋/ℎ

𝛿(𝑥+ 𝑡)
sin(𝜎𝑡− 𝛾𝜎)

𝑡
𝑑𝑡+

+
1

𝜋

∫︁

|𝑡|6𝑎/𝜎

𝛿(𝑥+ 𝑡)

∞∫︁

𝜎

𝜓2(𝑠) sin 𝑠𝑡 𝑑𝑠 𝑑𝑡+

+𝑂(1)

(︃
2∑︁

𝑖=1

(𝜓𝑖(𝜎 − ℎ)− 𝜓𝑖(𝜎)) + |𝜓(𝜎)|

)︃
𝜁(N), (5)

де 𝑎 ∈ (0, 𝜋𝜎ℎ ), 𝛿(𝑥+ 𝑡) =

{︃
𝑓𝜓(𝑥)− 𝑓𝜓(𝑥+ 𝑡), якщо𝑓 ∈ ̂︀𝐶𝜓𝐻𝜔,

𝑓𝜓(𝑥+ 𝑡), якщо𝑓 ∈ ̂︀𝐶𝜓∞;

𝛾𝜎 = arctg𝜓2(𝜎)
𝜓1(𝜎)

; 𝜁(N) =

{︃
𝜔
(︁

1
𝜎−ℎ

)︁
, якщо 𝑓 ∈ ̂︀𝐶𝜓𝐻𝜔,

1, якщо 𝑓 ∈ ̂︀𝐶𝜓∞;
𝑂(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо 𝜎, ℎ.

∀𝜓 ∈ M0 справедлива нерiвнiсть 𝜓(𝜀𝜎) 6 𝐾𝜓(𝜎), 0 < 𝜀 ≤ 1. Тому 𝜓(𝜎 − ℎ) 6
𝐾𝜓(𝜎), за умови, що 0 ≤ Θ < 1. Приймаючи до уваги цей факт, на пiдставi
спiввiдношень (3) i (5) одержуємо

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝜙;𝑥;𝜓; 𝑏) =

−1

𝜋

∫︁

𝑎/𝜎6|𝑡|≤𝜋/ℎ

𝛿(𝑥+ 𝑡)

𝑡

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖 sin(𝜎𝑡− 𝛾(𝑖)𝜎 ) 𝑑𝑡+
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+
1

𝜋

∫︁

|𝑡|6𝑎/𝜎

𝛿(𝑥+ 𝑡)

∞∫︁

𝜎

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝜓
(𝑖)
2 (𝑠)

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

sin 𝑠𝑡 𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝑂(1)𝜁(N), 𝛾(𝑖)𝜎 = arctg
𝜓
(𝑖)
2

𝜓
(𝑖)
1

. (6)

Нехай, далi 𝑅𝑘 =
√︀
𝐴2
𝑘 +𝐵2

𝑘, 𝐴𝑘 =
𝑘∑︀
𝑖=1

𝑏𝑖 cos 𝛾
(𝑖)
𝜎 , 𝐵𝑘 =

𝑘∑︀
𝑖=1

𝑏𝑖 sin 𝛾
(𝑖)
𝜎 . Тодi

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖 sin(𝜎𝑡− 𝛾(𝑖)𝜎 ) = 𝐴𝑚 sin𝜎𝑡−𝐵𝑚 cos𝜎𝑡 = 𝑅𝑚 sin(𝜎𝑡− 𝛼𝑚), (7)

де

𝛼𝑚 =

{︂
arctg𝐵𝑚𝐴𝑚 , 𝐴𝑚 ̸= 0,

𝜋
2 , 𝐴𝑚 = 0.

Згiдно до рiвностей (6)–(7)

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝜙;𝑥;𝜓; 𝑏) =

−𝑅𝑚
𝜋

∫︁

𝑎/𝜎6|𝑡|≤𝜋/ℎ

𝛿(𝑥+ 𝑡)

𝑡
sin(𝜎𝑡− 𝛼𝑚) 𝑑𝑡+

+
1

𝜋

∫︁

|𝑡|6𝑎/𝜎

𝛿(𝑥+ 𝑡)

∞∫︁

𝜎

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝜓
(𝑖)
2 (𝑠)

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

sin 𝑠𝑡 𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝑂(1)𝜁(N). (8)

Вiдмiтимо, що, оскiльки множини 𝑆∞ i 𝐻𝜔 iнварiантнi щодо зсуву аргументу,
то величина (4) не залежить вiд значення 𝑥. Таким чином

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (N;𝜓; 𝑏) = sup

𝜙∈N
‖Σ(𝑚)

𝜎,ℎ (𝜙; 0;𝜓; 𝑏)‖𝐶 . (9)

Враховуючи рiвностi (4), (8)–(9), одержуємо

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝑆∞;𝜓; 𝑏) ≤ sup

𝜙∈𝑆∞

⃒⃒
⃒⃒
⃒
−𝑅𝑚
𝜋

∫︁

𝑎/𝜎6|𝑡|≤𝜋/ℎ

𝛿(𝑡)

𝑡
sin(𝜎𝑡− 𝛼𝑚) 𝑑𝑡+

+
1

𝜋

∫︁

|𝑡|6𝑎/𝜎

𝛿(𝑡)

∞∫︁

𝜎

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝜓
(𝑖)
2 (𝑠)

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

sin 𝑠𝑡 𝑑𝑠 𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒+𝑂(1) ≤

6
𝑅𝑚
𝜋

∫︁

𝑎/𝜎6|𝑡|≤𝜋/ℎ

⃒⃒
⃒⃒ sin(𝜎𝑡− 𝛼𝑚)

𝑡

⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑡+

+
1

𝜋

∫︁

|𝑡|6𝑎/𝜎

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
∞∫︁

𝜎

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝜓
(𝑖)
2 (𝑠)

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

sin 𝑠𝑡 𝑑𝑠

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑡+𝑂(1). (10)

Далi спростимо вигляд правої частини нерiвностi (10). Функцiя

𝐾𝜎(𝑡) =
∞∫︀
𝜎

𝑚∑︀
𝑖=1

𝑏𝑖𝜓
(𝑖)
2 (𝑠)

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

sin 𝑠𝑡 𝑑𝑠
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неперервна i 𝐾𝜎(0) = 0. Отже, в деякому околi (0, 𝑎0) вона зберiгає знак (або
дорiвнює нулю). Тому, поклавши 𝑎 = 𝑎0 i враховуючи, що функцiя𝐾𝜎(𝑡) непарна,
зi спiввiдношення (10) випливає

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝑆∞;𝜓; 𝑏) 6

𝑅𝑚
𝜋

∫︁

𝑎/𝜎6|𝑡|6𝜋/ℎ

⃒⃒
⃒⃒ sin(𝜎𝑡− 𝛼𝑚)

𝑡

⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑡+ 2

𝜋

𝑎/𝜎∫︁

0

|𝐾𝜎(𝑡)| 𝑑𝑡+𝑂(1). (11)

Нехай [3, с. 232]

𝑥𝑘 = 𝑘𝜋+𝛼𝑚
𝜎 , 𝑡𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝜋

2𝜎 , 𝑘 = 0,±1,±2, . . . , 𝛼𝑚 ∈ R, 𝜎 ∈ R. (12)

Через 𝑘0 позначимо те значення 𝑘, для якого 𝑡𝑘0 є найближча праворуч вiд точки
(𝑎+𝜋)/𝜎 точка, в якiй sin(𝜎𝑡−𝛼𝑚) = 1, а через 𝑘1 — найбiльше зi значень 𝑘 таких,
що 𝑡𝑘 < 𝜋/ℎ. Далi, через 𝑘2 позначимо таке число, що точка 𝑡𝑘2 буде найближча
лiворуч вiд точки −(𝑎 + 𝜋)/𝜎 серед тих, в яких sin(𝜎𝑡 − 𝛼𝑚) = −1, а через 𝑘3 —
найменше зi значень, що задовольняють умову 𝑡𝑘 > −𝜋/ℎ, i покладемо

𝑙𝜎,ℎ(𝑡) = 𝑥𝑘, 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], 𝑘 = 𝑘0, . . . , 𝑘1 − 1,
𝑘 = 𝑘3, 𝑘3 + 1, . . . , 𝑘2 − 1, 𝑖3,1 = [𝑡𝑘3 , 𝑡𝑘2 ] ∪ [𝑡𝑘0 , 𝑡𝑘1 ].

(13)

Користуючись схемою доведення леми 5.4.7 [3, с. 232–234], неважко переко-
натися, що має мiсце аналогiчна

Лема. Нехай 𝑎 — довiльне число, 𝛼𝑚 ∈ R i 𝜎 > ℎ > 1. Тодi, якщо 𝜙 ∈ 𝑆∞,
то в кожнiй точцi 𝑥 ∈ R виконується рiвнiсть

∫︁

𝑎/𝜎6|𝑡|6𝜋/ℎ

𝜙(𝑡)
sin(𝜎𝑡− 𝛼𝑚)

𝑡
𝑑𝑡 =

∫︁

𝑖3,1

𝜙(𝑡)
sin(𝜎𝑡− 𝛼𝑚)

𝑙𝜎,ℎ(𝑡)
𝑑𝑡+𝑂(1), (14)

якщо 𝜙 ∈ 𝐻𝜔, то для всiх 𝑥 ∈ R виконується рiвнiсть
∫︁

𝑎/𝜎6|𝑡|6𝜋/ℎ

(𝜙(0)− 𝜙(𝑡))
sin(𝜎𝑡− 𝛼𝑚)

𝑡
𝑑𝑡 =

=

∫︁

𝑖3,1

(𝜙(0)− 𝜙(𝑡))
sin(𝜎𝑡− 𝛼𝑚)

𝑙𝜎,ℎ(𝑡)
𝑑𝑡+𝑂(1)𝜔

(︂
1

𝜎

)︂
. (15)

В рiвностях (14) – (15) промiжок 𝑖3,1 та функцiя 𝑙𝜎,ℎ(𝑡) означенi у (13), 𝑂(1)
— величини, рiвномiрно обмеженi щодо 𝜎.

Продовжимо доведення теореми. З рiвностей (11) та (14) випливає, що

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝑆∞;𝜓; 𝑏) 6

𝑅𝑚
𝜋

∫︁

𝑖3,1

⃒⃒
⃒⃒ sin(𝜎𝑡− 𝛼𝑚)

𝑙𝜎,ℎ(𝑡)

⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑡+ 2

𝜋

𝑎/𝜎∫︁

0

|𝐾𝜎(𝑡)| 𝑑𝑡+𝑂(1). (16)

Покладемо

𝜙𝜎(𝑡) =

⎧
⎪⎨
⎪⎩

sign
𝑎/𝜎∫︀
0

|𝐾𝜎(𝑡)| 𝑑𝑡, |𝑡| 6 𝑎
𝜎 ,

sign sin(𝜎𝑡−𝛼𝑚)
𝑙𝜎,ℎ(𝑡)

, 𝑡 ∈ 𝑖3,1
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i через 𝜙*(𝑡) позначимо функцiю з множини 𝑆∞, яка спiвпадає на множинi
[−𝑎/𝜎; 𝑎/𝜎] ∪ 𝑖3,1 iз функцiєю 𝜙𝜎(𝑡). Функцiя 𝜙*(𝑡) завжди буде iснувати i для
неї значення Σ

(𝑚)
𝜎,ℎ (𝑆∞;𝜓; 𝑏) буде в точностi збiгатися з правою частиною (16).

Тому

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝑆∞;𝜓; 𝑏) =

𝑅𝑚
𝜋

∫︁

𝑖3,1

⃒⃒
⃒⃒ sin(𝜎𝑡− 𝛼𝑚)

𝑙𝜎,ℎ(𝑡)

⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑡+ 2

𝜋

𝑎/𝜎∫︁

0

|𝐾𝜎(𝑡)| 𝑑𝑡+𝑂(1).

Скориставшись спiввiдношеннями (5.5.4) та (5.5.5) роботи [3, с. 236] переко-
нуємося, що

∫︀
𝑖3,1

⃒⃒
⃒ sin(𝜎𝑡−𝛼𝑚)

𝑙𝜎,ℎ(𝑡)

⃒⃒
⃒ 𝑑𝑡 = 4

𝜋 ln 𝜎
ℎ +𝑂(1),

1
𝜋

∫︀
|𝑡|6 𝑎

𝜎

⃒⃒
⃒⃒∞∫︀
𝜎

𝜓2(𝑠) sin 𝑠𝑡 𝑑𝑠

⃒⃒
⃒⃒ 𝑑𝑡 = 2

𝜋

∞∫︀
𝜎

|𝜓2(𝑡)|
𝑡 𝑑𝑡+𝑂(1).

Таким чином, остаточно одержуємо

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝑆∞;𝜓; 𝑏) =

4

𝜋2
𝑅𝑚 ln

𝜎

ℎ
+

2

𝜋

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

∞∫︁

𝜎

𝜓
(𝑖)
2 (𝑡)

𝑡
𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒+𝑂(1).

Розглянемо випадок 𝜙 ∈ 𝐻𝜔. Згiдно з рiвностями (8) i (15)

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝐻𝜔;𝜓; 𝑏) 6 sup

𝜙∈𝐻𝜔

⃒⃒
⃒⃒
⃒
−𝑅𝑚
𝜋

∫︁

𝑖3,1

(𝜙(𝑡)− 𝜙(0))
sin(𝜎𝑡− 𝛼𝑚)

𝑙𝜎,ℎ(𝑡)
𝑑𝑡+

+
1

𝜋

∫︁

|𝑡|6𝑎/𝜎

(𝜙(𝑡)− 𝜙(0))

∞∫︁

𝜎

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝜓
(𝑖)
2 (𝑠)

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

sin 𝑠𝑡 𝑑𝑠 𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒+𝑂(1)𝜔

(︂
1

𝜎 − ℎ

)︂
.

У [3, с. 239, 240] були одержанi нерiвностi (5.5.16) та (5.5.17), при цьому фактично
не використовувався той факт, що 𝑛 ∈ N i 𝜙 — перiодична функцiя. Тому

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝐻𝜔;𝜓; 𝑏) 6

𝑅𝑚
𝜎𝜋

𝜋/2∫︁

0

𝜔

(︂
2𝑡

𝜎

)︂
sin 𝑡 𝑑𝑡

(︃
𝑘2−1∑︁

𝑘=𝑘3

1

|𝑥𝑘|
+

𝑘0∑︁

𝑘=𝑘1−1

1

𝑥𝑘

)︃
+

+
1

𝜋

𝑎/𝜎∫︁

0

𝜔(2𝑡)

∞∫︁

𝜎

𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝜓
(𝑖)
2 (𝑠)

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

sin 𝑠𝑡 𝑑𝑠 𝑑𝑡+𝑂(1)𝜔

(︂
1

𝜎 − ℎ

)︂
. (17)

Далi, наслiдуючи монографiю [3, с. 240], означимо функцiю ̂︀𝜙 ∈ 𝐻𝜔, для якої
значення Σ

(𝑚)
𝜎,ℎ (𝐻𝜔;𝜓; 𝑏) спiвпадає з правою частиною (17). Нехай

𝜙𝑘(𝑡) =

{︂
1
2𝜔(2(𝑥𝑘 − 𝑡)), 𝑡 ∈ [𝑡𝑘;𝑥𝑘],
− 1

2𝜔(2(𝑡− 𝑥𝑘)), 𝑡 ∈ [𝑥𝑘; 𝑡𝑘+1],
𝑘 = 𝑘3, 𝑘2 − 1, 𝑘 = 𝑘0, 𝑘1 − 1,
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де числа 𝑥𝑘 i 𝑡𝑘 означенi у спiввiдношеннi (12). Покладемо

𝜙+(𝑡) = (−1)𝑘−𝑘0𝜙𝑘(𝑡)− 1
2 (𝜔 (𝜋/𝜎)− 𝜔 (2𝑎/𝜎)) , 𝑡 ∈ [𝑡𝑘; 𝑡𝑘+1],

𝑘 = 𝑘0, 𝑘1 − 1.
𝜙−(𝑡) = (−1)𝑘−𝑘2+1𝜙𝑘(𝑡) +

1
2 (𝜔 (𝜋/𝜎)− 𝜔 (2𝑎/𝜎)) , 𝑡 ∈ [𝑡𝑘; 𝑡𝑘+1],

𝑘 = 𝑘3, 𝑘2 − 1.

̂︀𝜙(𝑡) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1
2𝜔(2|𝑡|), |𝑡| 6 𝑎

𝜎 ,
1
2𝜔(2𝑎/𝜎), 𝑡 ∈ [𝑎/𝜎, 𝑡𝑘0 ],
𝜙+(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑘0 ; 𝑡𝑘1 ],
− 1

2𝜔(2𝑎/𝜎), 𝑡 ∈ [𝑡𝑘2 ;−𝑎/𝜎],
𝜙−(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑘3 ; 𝑡𝑘2 ].

Функцiя ̂︀𝜙(𝑡) — шукана екстремальна функцiя, оскiльки, якщо 𝜔(𝑡) — опу-
клий модуль неперервностi, то ̂︀𝜙 ∈ 𝐻𝜔 i, як показують безпосереднi пiдрахунки,
для функцiї ̂︀𝜙(𝑡) спiввiдношення (17) буде рiвнiстю. Якщо ж 𝜔(𝑡) — довiльний
модуль неперервностi, то спiввiдношення (17) буде рiвнiстю з деяким множником
Θ𝜔 ∈ [2/3; 1].

Оскiльки
𝑘2−1∑︀
𝑘=𝑘3

1
|𝑥𝑘| +

𝑘1−1∑︀
𝑘=𝑘0

1
𝑥𝑘

= 𝜎
(︀
2
𝜋 ln 𝜎

ℎ +𝑂(1)
)︀
, то неважко переконатися у

справедливостi рiвностi

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝐻𝜔;𝜓; 𝑏) = Θ𝜔

(︃
2

𝜋2
𝑅𝑚 ln

𝜎

ℎ

𝜋
2∫︁

0

𝜔

(︂
2𝑡

𝜎

)︂
sin 𝑡 𝑑𝑡+

+
1

𝜋

1∫︁

0

𝜔

(︂
2𝑡

𝜎

)︂ 𝑚∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

∞∫︁

1

𝜓
(𝑖)
2 (𝜎𝑠) sin 𝑠𝑡 𝑑𝑠 𝑑𝑡

)︃
+𝑂(1)𝜔

(︂
1

𝜎 − ℎ

)︂
.

Таким чином, теорема доведена.
Нехай 𝜓(𝑖)

2 ∈ A𝐶 , 𝑖 = 1,𝑚. Тодi, згiдно до оцiнки (5.3.4) [3, с. 214]
⃒⃒
⃒⃒ 𝑚∑︀
𝑖=1

𝑏𝑖

|𝜓(𝑖)
(𝜎)|

∞∫︀
𝜎

|𝜓(𝑖)
2 (𝑡)|
𝑡 𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒ = 𝑂(1). (18)

В [3, с. 216] при 𝜎 ∈ N наведено спiввiдношення (5.3.11):

1
𝜋

⃒⃒
⃒⃒
⃒
1∫︀
0

𝜔
(︀
2𝑡
𝜎

)︀ ∞∫︀
𝜎

𝜓2(𝜎𝑠) sin 𝑠𝑡 𝑑𝑠 𝑑𝑡

⃒⃒
⃒⃒
⃒ = 𝑂(1)𝜔

(︀
1
𝜎

)︀ ∞∫︀
𝜎

|𝜓2(𝑠)|
𝑠 𝑑𝑠. (19)

З оцiнок (18)–(19) та доведеної теореми одержуємо

Наслiдок 1. Нехай 𝜓
(𝑖)
1 ∈ A0, 𝜓

(𝑖)
2 ∈ A𝐶 , 𝑖 = 1,𝑚, 0 6 Θ < 1. Тодi для

𝜎 > ℎ > 1 при 𝜎 → ∞

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝑆∞;𝜓; 𝑏) =

4

𝜋2
𝑅𝑚 ln

𝜎

ℎ
+𝑂(1),

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝐻𝜔;𝜓; 𝑏) =

2Θ𝜔
𝜋2

𝑅𝑚 ln
𝜎

ℎ

𝜋
2∫︁

0

𝜔

(︂
2𝑡

𝜎

)︂
sin 𝑡 𝑑𝑡+𝑂(1)𝜔

(︂
1

𝜎 − ℎ

)︂
,
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де Θ𝜔 ∈ [2/3; 1], причому Θ𝜔 = 1, якщо 𝜔(𝑡) — опуклий модуль неперервностi i
𝑂(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо 𝜎, ℎ.

Дослiдимо можливiсть виконання рiвностi 𝑅𝑚 = 0. Для цього скористаємося
мiркуваннями з [10, с. 261–264].

Наслiдок 2. Нехай 𝜓
(𝑖)
1 ∈ A0, 𝜓

(𝑖)
2 ∈ A𝐶 , 0 6 Θ < 1, 𝜎 > ℎ > 1. Якщо

1. 𝑚 = 2 i 𝑏* = (𝑏1,−𝑏1), 𝜓
(1)
2 (𝜎)

𝜓
(1)
1 (𝜎)

=
𝜓

(2)
2 (𝜎)

𝜓
(2)
1 (𝜎)

+ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ Z;

2. 𝑚 > 3 i 𝑏* = (𝑏*1, 𝑏
*
2, . . . , 𝑏

*
𝑚) — довiльний вектор, координати якого за-

довольняють умову
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑏*𝑖 = 0, якщо 𝛾
(𝑖)
𝜎 = const, 𝑖 = 1,𝑚, або умову

𝑏*𝑗 =

∑︀
�̸�=𝑗,𝑙

𝑏*𝑖 sin((𝛾(𝑖)
𝜎 )−𝛾(𝑙)

𝜎 )

sin(𝛾
(𝑖)
𝜎 −𝛾(𝑗)

𝜎 )
, 𝑏*𝑙 =

∑︀
�̸�=𝑗,𝑙

𝑏*𝑖 sin((𝛾(𝑖)
𝜎 )−𝛾(𝑗)

𝜎 )

sin(𝛾
(𝑖)
𝜎 −𝛾(𝑙)

𝜎 )
в iншому випадку,

то при 𝜎 → ∞

Σ
(𝑚)
𝜎,ℎ (𝑆∞;𝜓; 𝑏*) = 𝑂(1), Σ

(𝑚)
𝜎,ℎ (𝐻𝜔;𝜓; 𝑏

*) = 𝑂(1)𝜔

(︂
1

𝜎 − ℎ

)︂
,

де 𝑂(1) — величина, рiвномiрно обмежена щодо 𝜎, ℎ.

Висновки. В статтi розглянуто питання одночасного наближення локаль-
но iнтегровних на дiйснiй осi функцiй малої гладкостi та їх 𝜓-iнтегралiв за до-
помогою операторiв Валле Пуссена. Знайдено асимптотичнi закони поведiнки
верхнiх граней функцiоналiв, якi характеризують дану задачу.
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