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О РАЗРЕШИМОСТИ СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ОТНОСИТЕЛЬНО

ПРОИЗВОДНЫХ

Чернецька Ю. О. Про розв’язнiсть системи звичайних диференцiальних
рiвнянь щодо похiдних. Дослiджуються питання про приведення системи звичайних
диференцiальних рiвнянь, що не розв’язанi вiдносно похiдних, до систем, що розв’язанi
вiдносно похiдних або частково розв’язанi вiдносно похiдних.
Ключовi слова: задача Кошi, неявнi функцiї.

Чернецкая Ю. А. О разрешимости системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений относительно производных. Исследуются вопросы о при-
ведении системы обыкновенных дифференциальных уравнений, не разрешенных отно-
сительно производных, к системам, разрешенным относительно производных или ча-
стично разрешенным относительно производных.
Ключевые слова: задача Коши, неявные функции.

Chernetska I. The ordinary differential equations systems solubility in re-

spect to the derivatives. Questions are investigated about bringing the system of ordinary

differential equations not solved with respect to derivatives to the systems, solved with re-

spect to derivatives, or partially solved with respect to derivatives.

Key words: Cauchy problem, implicit functions.

Введение. Рассматривается задача Коши для системы обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, не разрешенных относительно производных, вида:

{︂
Φ(𝑡, 𝑥, 𝑥̇) = 0,
𝑥(𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

(1)

где вектор-функция Φ : 𝐷 → ℜ𝑚 — непрерывна в 𝐷 = {(𝑡, 𝑥, 𝑥̇) : 𝑡 ∈ (0; 𝑎] ,
‖𝑥‖ 6 𝑏, ‖𝑥̇‖ 6 𝑏} , 𝑎, 𝑏 > 0, 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛)

𝑇 ; где ‖𝑥‖ = max |𝑥𝑖| , 𝑖 = 1, ..., 𝑛.
Дифференциальные уравнения, не разрешенные относительно производных,

называемые также неявными дифференциальными уравнениями, известны дав-
но и возникают во многих прикладных задачах. Такие уравнения появляются
в математической экономике (уравнение межотраслевого баланса), теории элек-
трических цепей, теории Марковских процессов, в задачах оптимального управ-
ления, химической кинетики и т. д.

Современное развитие теории дифференциальных уравнений, не разрешен-
ных относительно производных, включает в себя исследование сингулярных урав-
нений и систем уравнений в вещественных и комплексных областях. В работах
Еременко А., Самойленко А. [3], Старуна И., Шкиля Н. [5], Яковца В. и других
изучались вопросы существования и асимптотического поведения решений си-
стем дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно производных
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с постоянными и переменными пучками матриц. Также исследование дифферен-
циальных систем, не разрешенных относительно производных, в вещественной
области проводятся в работах Аширова О., Бабкина Б. Н., Витюка А. Н., Гра-
бовской Р. Г., Диблика Й., Самковой Г. Е. [2, 4], Hanke M., Lando M., Campbell
St., Marz R., Каплун Ю., Кравцова П. и многих других

В данной работе изучается задача Коши для системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, не разрешенных относительно производных, вида (1),
при дополнительном условии:

𝑥̇(𝑡) → 0 при 𝑡→ 0. (2)

Данная работа является распространением метода Грабовской Р. Г. и Дибли-
ка Й. [1, 6] на более общие классы начальных задач.

Предлагается алгоритм разрешимости задачи (1)–(2) относительно производ-
ных, или относительно части компонент вектора производной.

Основные результаты. Рассмотрим пошагово алгоритм приведения за-
дачи (1)–(2) к задаче для системы обыкновенных дифференциальных уравнений,
разрешенных или частично разрешенных относительно производных относитель-
но новой неизвестной функции. Для этого проделываются следующие шаги:
1. Вводятся вспомогательные функции

{︂
𝑥 = 𝜋0(𝑡, 𝑌, 𝑆),
𝑥̇ = 𝜋1(𝑡, 𝑌, 𝑆),

(3)

где 𝜋𝑖 : 𝐺1 × 𝐺2 × 𝐺3 → ℜ𝑛, 𝑖 = 0, 1, области 𝐺1 ⊆ ℜ, 𝐺2 ⊆ ℜ𝑘, 𝐺3 ⊆ ℜ𝑙, 0 ∈ 𝐺1,
0 ∈ 𝐺2, 0 ∈ 𝐺3, 𝑌 = (𝑌1, ..., 𝑌𝑘)

𝑇 , 𝑆 = (𝑆1, ..., 𝑆ℓ)
𝑇 . Полагается, что функция 𝜋0

— непрерывно-дифференцируема, а функция 𝜋1 — непрерывна при (𝑡, 𝑌, 𝑆) ∈
𝐺1 ×𝐺2 ×𝐺3 и

𝜋𝑖(0, 0, 0) = 0, 𝑖 = 0, 1. (4)

2. Предполагается, что существует такая функция 𝑇 : 𝐺1 ×𝐺2 ×𝐺3 → ℜ𝑝, что в
некоторой окрестности точки (0; 0; 0) справедливо представление:

Φ(𝑡, 𝜋0(𝑡, 𝑌, 𝑆), 𝜋1(𝑡, 𝑌, 𝑆)) ≡ 𝐹 (𝑡, 𝑌, 𝑆, 𝑇 (𝑡, 𝑌, 𝑆)).

Определение 1. Будем говорить, что для функции 𝑇 выполнено условие
А, если:

1) (𝑡, 𝑌, 𝑆) — непрерывна в области 𝐺1 ×𝐺2 ×𝐺3;
2) либо 𝑇 (0, 0, 0) = 0, либо функцию 𝑇 в чке (0, 0, 0) можно доопределить:

(0, 0, 0) = 0;
3) существуют и непрерывны в 𝐺1×2×𝐺3 все частные производные функций

𝑇𝑗 = 𝑇𝑗 , 𝑌, 𝑆), 𝑗 ∈ {1, ..., 𝑝} по всем аргументам;
4) некоторый функциональный определитель в точке (0, 0, 0) отличен от

нуля.

Уточнение пункта 4) условия А в каждом конкретном случае будем проводить
отдельно.

Если функция 𝑇 удовлетворяет условию 𝐴, то система

𝑇 (𝑡, 𝑌1, ..., 𝑇𝑘, 𝑆1, ..., 𝑆𝑙) = 0 (5)
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или разрешима относительно вектор-функции 𝑆, или разрешима относительно
части компонент вектор-функции 𝑆. Это позволит с учетом (3), т. е. с учетом
того, что

(𝜋0)
′
𝑡 = 𝜋1, (6)

перейти от задачи Коши (1) с дополнительным условием (2) к задаче Коши,
разрешенной или частично разрешенной относительно производных. При этом
могут возникнуть условия совместности.

Рассмотрим различные случаи разрешимости или частичной разрешимости
системы (5) в окрестности точки (0, 0, 0), относительно вектор-функции 𝑆, или
относительно части компонент вектор-функции 𝑆 и получим в каждом из слу-
чаев соответствующую задаче Коши (1) с дополнительным условием (2), новую
начальную задачу.
Случай 1:

Предположим, что 𝑝 = 𝑙 и функция 𝑇 удовлетворяет условию А, где пункт
4) имеет вид: функциональный определитель 𝐷𝑇

𝐷𝑆

⃒⃒
(0,0,0)

̸= 0.
Тогда из теоремы о неявных функциях следует, что система (5) однозначно

разрешима в окрестности точки (0; 0; 0) относительно вектор-функции 𝑆, причем
вектор-функция 𝑆 = 𝑤(𝑡, 𝑌 ), где 𝑤(𝑡, 𝑌 ) = 𝑐𝑜𝑙 (w1(t,Y), ...,wℓ(t,Y)), непрерывна в
области 𝐽1×𝐽2, 𝐽1×𝐽2 ⊆ 𝐺1×𝐺2, (0, 0) ∈ 𝐽1×𝐽2, и функции 𝑤1, ..., 𝑤ℓ имеют в этой
области непрерывные частные производные по всем переменным и 𝑤(0, 0) = 0.
Случай 2:

Предположим, что 1 6 𝑝 < 𝑙, функция 𝑇 удовлетворяет условию А, где
пункт 4) имеет вид: функциональный определитель 𝐷(𝑇1,...,𝑇𝑝)

𝐷(𝑆1,...,𝑆𝑝)

⃒⃒
⃒
(0,0,...,0)

̸= 0.

Тогда из теоремы о неявных функциях следует, что система

𝑇𝑗(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆1, ..., 𝑆𝑝, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙) = 0, 𝑗 = 1, ..., 𝑝 (7)

однозначно разрешима в окрестности точки (0, 0, . . . , 0) относительно вектор-
функций 𝑆𝑗 = 𝑤𝑗(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, . . . , 𝑆ℓ), 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, причем вектор-функции 𝑤𝑗(𝑡, 𝑌,
𝑆𝑝+1, . . . , 𝑆ℓ), 𝑗 = 1, . . . , 𝑝 непрерывны в области

𝐽1 × 𝐽2 × 𝐽3, 𝐽1 × 𝐽2 × 𝐽3 ⊆ 𝐺1 ×𝐺2 × 𝐺̃3, 𝐺̃3 ⊆ ℜℓ−𝑝, (0, 0, . . . , 0) ∈ 𝐽1 × 𝐽2 × 𝐽3,

функции 𝑤1, ..., 𝑤𝑝 имеют в этой области непрерывные частные производные по
всем переменным и 𝑤𝑗(0, 0, . . . , 0) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.
Случай 3:

Предположим, что 𝑙 < 𝑝, функция 𝑇 удовлетворяет условию А, где пункт 4)
имеет вид: 𝐷(𝑇1,...,𝑇𝑙)

𝐷(𝑆)

⃒⃒
⃒
(0,0,....,0)

̸= 0.

Тогда система

𝑇𝑖(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆1, ..., 𝑆𝑙) = 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑙 (8)

однозначно разрешима в окрестности точки (0, . . . , 0) относительно вектор-функ-
ций 𝑆𝑖 = 𝑤𝑖(𝑡, 𝑌 ), 𝑖 = 1, ..., 𝑙, причем они непрерывны в области 𝐽1 × 𝐽2, точка
(0, 0) ∈ 𝐽1 × 𝐽2, и функции 𝑤1, ..., 𝑤ℓ имеют в этой области непрерывные частные
производные по всем переменным и 𝑤𝑖(0, 0) = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑙.
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На систему
𝑇𝑞(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆1, ..., 𝑆𝑙) = 0, 𝑞 = ℓ+ 1, ..., 𝑝 (9)

будем смотреть, как на условие совместности.
Случай 4:

Предположим, что существует такое число 𝑚 : 1 6 𝑚 < 𝑝, 1 6 𝑚 < 𝑙, что
функция удовлетворяет условию А, где пункт 4) имеет вид: функциональный
определитель 𝐷(𝑇1,...,𝑇𝑚)

𝐷(𝑆1,...,𝑆𝑚)

⃒⃒
⃒
(0,...,0)

̸= 0.

Тогда система (5) распадается на 2 системы:

𝑇𝑖(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆1, ..., 𝑆𝑚, 𝑆𝑚+1, ..., 𝑆𝑙) = 0, 𝑖 = 1, ...,𝑚, (10)

𝑇𝑗(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆1, ..., 𝑆𝑚, 𝑆𝑚+1, ..., 𝑆𝑙) = 0, 𝑗 = 𝑚+ 1, ..., 𝑝. (11)

Система (10) однозначно разрешима в окрестности точки (0, 0, . . . , 0) относитель-
но вектор-функций 𝑆𝑖 = 𝑤𝑖 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑚+1, . . . , 𝑆𝑙), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚, причем 𝑤𝑖(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑚+1,
. . . , 𝑆𝑙), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 непрерывны в области 𝐽1 × 𝐽2 × 𝐽4, 𝐽1 × 𝐽2 × 𝐽4 ⊆ 𝐺1 ×𝐺2 ×
𝐺̃4, 𝐺̃4 ⊆ ℜℓ−𝑚, и точка (0, 0, . . . , 0) ∈ 𝐽1 × 𝐽2 × 𝐽4, функции 𝑤1, ..., 𝑤𝑚 имеют в
этой области непрерывные частные производные по всем переменным и выпол-
нено условие 𝑤𝑖(0, . . . , 0) = 0, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚.

Рассмотрим случаи 1 и 2 более подробно.
Случай 1:

Функция 𝑆 = 𝑤(𝑡, 𝑌 ) — непрерывна и имеет непрерывные частные производ-
ные по всем переменным в окрестности точки (0, 0) ∈ 𝐽1 × 𝐽2, 𝐽1 × 𝐽2 ⊆ 𝐺1 ×𝐺2,
и удовлетворяет условиям 𝑤𝑗(0, 0) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑙.

Кроме того, если в 𝐽1 × 𝐽2 — области непрерывности функции 𝑤(𝑡, 𝑌 ), спра-
ведливо:

𝐹 (𝑡, 𝑌, 𝑤(𝑡, 𝑌 ), 𝑇 (𝑡, 𝑌, 𝑤(𝑇, 𝑌 )) ≡ 0,

тогда:

Φ(𝑡, 𝜋0(𝑡, 𝑌, 𝑤(𝑡, 𝑌 )), 𝜋1(𝑡, 𝑌, 𝑤(𝑡, 𝑌 )) ≡ 0, при (𝑡, 𝑌 ) ∈ 𝐽1 × 𝐽2.

При 𝑆𝑗 = 𝑤j(𝑡, 𝑌 ), 𝑗 = 1, ..., ℓ, замена (3) принимает вид:

𝑥 = 𝜋0(𝑡, 𝑌, 𝑤1(𝑡, 𝑌 ), ..., 𝑤ℓ(𝑡, 𝑌 )),
𝑥̇ = 𝜋1(𝑡, 𝑌, 𝑤1(𝑡, 𝑌 ), ..., 𝑤ℓ(𝑡, 𝑌 )),

(12)

Дифференцируя по 𝑡 первое из соотношений (12) и приравнивая его второму,
получим систему дифференциальных уравнений с неизвестной вектор-функцией
𝑌 (𝑡) вида:

𝜕𝜋0
𝜕𝑡

+

𝑘∑︁

𝑗=1

𝜕𝜋0
𝜕𝑌𝑗

𝑌
′

𝑗 +

𝑙∑︁

𝑗=1

𝜕𝜋0
𝜕𝑆𝑗

· 𝜕𝑤𝑖
𝜕𝑡

+

𝑙∑︁

𝑗=1

𝜕𝜋0
𝜕𝑆𝑗

·

(︃
𝑘∑︁

𝑚=1

𝜕𝑤𝑖
𝜕𝑌𝑚

𝑌 ′
𝑚

)︃
=

= 𝜋1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑤1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘), ..., 𝑤ℓ(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘)).

(13)

Рассмотрим различные виды функций 𝜋𝑖(𝑡, 𝑌, 𝑆), 𝑖 = 0, 1, которые с учетом
условия связи (6) позволят разрешить задачу (1) с дополнительным условием (2)
относительно производной новой неизвестной функции.
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1.1. Пусть функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют следующий вид:
{︂

𝜋0 = 𝜙1(𝑡)𝑌 + 𝜓1(𝑡)
𝜋1 = 𝜙2(𝑡, 𝑌 )𝑆 + 𝜓2(𝑡, 𝑌 ),

(14)

где 𝜙1 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑘, 𝜓1 : 𝐺1 → ℜ𝑛, 𝜙2 : 𝐺1×𝐺2 → ℜ𝑛×𝑙, 𝜓2 : 𝐺1×𝐺2 → ℜ𝑛, причем
𝜙1(𝑡), 𝜓1(𝑡) — непрерывно-дифференцируемы, 𝜙2(𝑡, 𝑌 ), 𝜓2(𝑡, 𝑌 ) — непрерывны в
соответствующих областях.

Согласно условию (4): 𝜓1(0) = 0 и 𝜓2(0, 0) = 0. Система (13) имеет вид:

𝜙
′

1(𝑡)𝑌 + 𝜙1(𝑡)𝑌
′
+ 𝜓

′

1(𝑡) = 𝜙2(𝑡, 𝑌 )𝑤(𝑡, 𝑌 ) + 𝜓2(𝑡, 𝑌 ).

Т. е. вид:
𝐴1(𝑡)𝑌

′
= 𝐵1(𝑡)𝑌 + 𝑓1(𝑡, 𝑌 ), (15)

где 𝐴1(𝑡) = 𝜙1(𝑡);𝐵1
(𝑡) = −𝜙′

1(𝑡); 𝑓1(𝑡, 𝑌 ) = 𝜓2(𝑡, 𝑌 )− 𝜓
′

1(𝑡) + 𝜙2(𝑡, 𝑌 )𝑤(𝑡, 𝑌 ).
В итоге от задачи Коши (1) с дополнительным условием (2) перешли к задаче

Коши {︂
𝐴1(𝑡)𝑌

′ = 𝐵1(𝑡)𝑌 + 𝑓1(𝑡, 𝑌 )
𝑌 (𝑡) → 0, 𝑡→ 0.

(16)

Если матрица 𝜙1(𝑡) = 𝐴1(𝑡) = 𝐴1 постоянная при 𝑡 ∈ 𝐺1, 𝐴1 ∈ ℜ𝑛×𝑘, то
матрица 𝐵1 = 0 и задача (16) принимает вид:

{︂
𝐴1𝑌

′ = 𝑓1(𝑡, 𝑌 )
𝑌 (𝑡) → 0, 𝑡→ 0.

1.2. Пусть функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют следующий вид:
{︂

𝜋0 = 𝜙1(𝑡)𝑌 + 𝜓1(𝑡)
𝜋1 = 𝜙2(𝑡)𝑌 + 𝜓2(𝑡, 𝑌 )𝑆 + 𝜉(𝑡, 𝑌 ).

(17)

где 𝜙1 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑘, 𝜓1 : 𝐺1 → ℜ𝑛, 𝜙2 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑘, 𝜓2 : 𝐺1 ×𝐺2 → ℜ𝑛×𝑙, 𝜉 : 𝐺1×
×𝐺2 → ℜ𝑛, причем 𝜙1(𝑡), 𝜓1(𝑡) — непрерывно-дифференцируемы, 𝜙2(𝑡), 𝜓2(𝑡, 𝑌 ),
𝜉(𝑡, 𝑌 ) — непрерывны в соответствующих областях.

Согласно условию (4):

𝜓1(0) = 0, 𝜉(0, 0) = 0.

Система (13) примет вид (15). Тогда от задачи Коши (1) с дополнительным усло-
вием (2) перешли к задаче вида (16), где

𝐴1(𝑡) = 𝜙1(𝑡);𝐵1(𝑡) = 𝜙2(𝑡)− 𝜙
′

1(𝑡);

𝑓1(𝑡, 𝑌 ) = 𝜓2(𝑡, 𝑌 )𝑤(𝑡, 𝑌 )− 𝜓
′

1(𝑡) + 𝜉(𝑡, 𝑌 ).

Если матрицы 𝜙1(𝑡) и 𝜙2(𝑡) постоянны при 𝑡 ∈ 𝐺1, то в системе (16) матрицы
𝐴1(𝑡) и 𝐵1(𝑡) будут постоянными.
1.3. Пусть функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют следующий вид:

{︂
𝜋0 = 𝜙1(𝑡)𝑌 + 𝜓1(𝑡)𝑆 + 𝜉1(𝑡)

𝜋1 = 𝜙2(𝑡)𝑌 + 𝜓2(𝑡, 𝑌 )𝑆 + 𝜉2(𝑡, 𝑌 ).
(18)
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где 𝜙1 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑘, 𝜓1 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑙, 𝜙2 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑘, 𝜓2 : 𝐺1 × 𝐺2 → ℜ𝑛×𝑙,
𝜉1 : 𝐺1 → ℜ𝑛, 𝜉2 : 𝐺1 × 𝐺2 → ℜ𝑛, причем 𝜙1(𝑡), 𝜓1(𝑡), 𝜉1(𝑡) — непрерывно-
дифференцируемы, 𝜙2(𝑡), 𝜓2(𝑡, 𝑌 ), 𝜉2(𝑡, 𝑌 ) — непрерывны в соответствующих об-
ластях.

Согласно условию (4):

𝜉1(0) = 0, 𝜉2(0, 0) = 0.

Используя систему (6) и заданные функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 в (18), получим ветвь для
задачи Коши (1) с дополнительным условием (2):

𝜙′
1(𝑡)𝑌 + 𝜙1(𝑡)𝑌

′ + 𝜓
′

1(𝑡)𝑤(𝑡, 𝑌 ) + 𝜓1(𝑡)𝑤
′

𝑡(𝑡, 𝑌 ) + 𝜓1(𝑡)𝑤
′

𝑌 (𝑡, 𝑌 )𝑌 ′ + 𝜉
′

1(𝑡) =

= 𝜙2(𝑡)𝑌 + 𝜓2(𝑡, 𝑌 )𝑤(𝑡, 𝑌 ) + 𝜉2(𝑡, 𝑌 ).

Тогда получим систему:

𝐴1(𝑡, 𝑌 )𝑌 ′ = 𝐵1(𝑡)𝑌 + 𝑓1(𝑡, 𝑌 ),

где 𝐴1(𝑡, 𝑌 ) = 𝜙1(𝑡) + 𝜓1(𝑡)𝑤
′
𝑌 (𝑡, 𝑌 );𝐵1(𝑡) = 𝜙2(𝑡)− 𝜙

′

1(𝑡);

𝑓1(𝑡, 𝑌 ) = 𝜓2(𝑡, 𝑌 )𝑤(𝑡, 𝑌 )− 𝜓1(𝑡)𝑤
′
𝑡(𝑡, 𝑌 )− 𝜉′1(𝑡) + 𝜉2(𝑡, 𝑌 )− 𝜓′

1(𝑡)𝑤(𝑡, 𝑌 ).

В итоге от задачи Коши (1) с дополнительным условием (2) перешли к задаче
Коши вида: {︂

𝐴1(𝑡, 𝑌 )𝑌 ′ = 𝐵1(𝑡)𝑌 + 𝑓1(𝑡, 𝑌 ),
𝑌 (𝑡) → 0, 𝑡→ 0.

(19)

1.4. Пусть функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют следующий вид:
{︂

𝜋0 = 𝜙1(𝑡)𝑆 + 𝜓1(𝑡)
𝜋1 = 𝜙2(𝑡, 𝑌 )𝑆 + 𝜓2(𝑡, 𝑌 ).

(20)

где 𝜙1 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑙, 𝜙2 : 𝐺1×𝐺2 → ℜ𝑛×𝑙, 𝜓1 : 𝐺1 → ℜ𝑛, 𝜓2 : 𝐺1×𝐺2 → ℜ𝑛, причем
𝜙1(𝑡), 𝜓1(𝑡) — непрерывно-дифференцируемы, 𝜙2(𝑡, 𝑌 ), 𝜓2(𝑡, 𝑌 ) — непрерывны в
соответствующих областях.

Согласно условию (4):

𝜓1(0) = 0, 𝜓2(0, 0) = 0.

Продифференцируем первое уравнение системы (20) по 𝑡, получим:

(𝜋0)
′
𝑡 = 𝜙′

1(𝑡)𝑤(𝑡, 𝑌 ) + 𝜙1(𝑡)𝑤
′
𝑡(𝑡, 𝑌 ) + 𝜙1(𝑡)𝑤

′
𝑌 (𝑡, 𝑌 )𝑌 ′ + 𝜓′

1(𝑡).

Тогда получим систему:
𝐴1(𝑡, 𝑌 )𝑌 ′ = 𝐵1(𝑡, 𝑌 ),

где
𝐴1(𝑡, 𝑌 ) = 𝜙1(𝑡)𝑤

′
𝑌 (𝑡, 𝑌 );

𝐵1(𝑡, 𝑌 ) = −𝜙′
1(𝑡)𝑤(𝑡, 𝑌 )− 𝜙1(𝑡)𝑤

′
𝑡(𝑡, 𝑌 )− 𝜓

′

1(𝑡) + 𝜙2(𝑡, 𝑌 )𝑤(𝑡, 𝑌 ) + 𝜓2(𝑡, 𝑌 ).

Тогда задача Коши (1) с дополнительным условием (2) свелась к задаче Коши
вида: {︂

𝐴1(𝑡, 𝑌 )𝑌 ′ = 𝐵1(𝑡, 𝑌 )
𝑌 (𝑡) → 0, 𝑡→ 0.

(21)

В итоге справедлива:
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Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:

1) вектор-функция Φ : 𝐷 −→ ℜ𝑚 — непрерывна в 𝐷;

2) существуют такие непрерывно-дифференцируемая функция 𝜋0, непрерыв-
ная функция 𝜋1 при (𝑡, 𝑌, 𝑆) ∈ 𝐺1 × 𝐺2 × 𝐺3, удовлетворяющие условию
(4), что функция 𝑇 удовлетворяет условию А;

3) справедливо тождество:

Φ(𝑡, 𝜋0(𝑡, 𝑌, 𝜔(𝑡, 𝑌 )), 𝜋1(𝑡, 𝑌, 𝜔(𝑡, 𝑌 ))) ≡ 0,

при (𝑡, 𝑌 ) ∈ 𝐽1 × 𝐽2.

Тогда:

a) если функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют вид (14) или (17), то задача (1)–(2) при-
водится к задаче Коши вида (16);

b) если функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют вид (18), то задача (1)–(2) приводится к
задаче Коши вида (19);

c) если функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют вид (20), то задача (1)–(2) приводится к
задаче Коши вида (21).

Теперь рассмотрим случай 2 , здесь появляются две логические ситуации
относительно переменных 𝑆𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

Функции 𝑤𝑗(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), 𝑗 = 1, . . . , 𝑝 непрерывны и имеют непре-
рывные частные производные по всем переменным в окрестности точки (0, 0, . . . , 0) ∈
𝐽1 × 𝐽2 × 𝐽3, и удовлетворяет условию 𝑤𝑗(0, 0, . . . , 0) = 0, где 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

Кроме того, если в области непрерывности функций 𝑤𝑗(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙),
𝑗 = 1, . . . , 𝑝, справедливо:

𝐹 (𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑤1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), ...,
𝑤𝑝(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ)),

𝑇 (𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑤1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), ...,
𝑤𝑝(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ)) ≡ 0,

тогда:
Φ(𝑡, 𝜋0(𝑡, 𝑌1..., 𝑌𝑘, 𝑤1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), ...,

𝑤𝑝(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ),

𝜋1(𝑡, 𝑌1..., 𝑌𝑘, 𝑤1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), ...,

𝑤𝑝(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ))) ≡ 0,

при (𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ) ∈ 𝐽1 × 𝐽2 × 𝐽3.
При помощи функций 𝑤𝑗(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, осуществляет-

ся переход от системы (1) к системе, разрешенной или частично разрешенной
относительно производных.
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При 𝑆𝑗 = 𝑤𝑗(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), 𝑗 = 1, . . . , 𝑝, замена (3) принимает вид:
⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑥 = 𝜋0(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑤1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), ...,
𝑤𝑝(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ),

𝑥̇ = 𝜋1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑤1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), ...,
𝑤𝑝(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ),

(22)

Дифференцируя первое из соотношений (22) по 𝑡 и приравнивая его второму, по-
лучим систему дифференциальных уравнений (6) с неизвестной функцией 𝑌 (𝑡).
Здесь возможны две логические ситуации.

Первая ситуация:
Считаем 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙 — параметрами, тогда система (6) имеет вид:

𝜕𝜋0
𝜕𝑡

+

𝑘∑︁

𝑗=1

𝜕𝜋0
𝜕𝑌𝑗

𝑌 ′
𝑗 +

𝑝∑︁

𝑗=1

𝜕𝜋0
𝜕𝑆𝑗

· 𝜕𝑤𝑗
𝜕𝑡

+

𝑝∑︁

𝑗=1

𝜕𝜋0
𝜕𝑆𝑗

·

(︃
𝑘∑︁

𝑚=1

· 𝜕𝑤𝑗
𝜕𝑌𝑚

𝑌 ′
𝑚

)︃
=

= 𝜋1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑤1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), ...,

𝑤𝑝(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ).

Вторая ситуация:
Считаем, что 𝑆𝑗 = 𝑆𝑗(𝑡), 𝑗 = 𝑝 + 1, . . . , 𝑙. Тогда система дифференциальных
уравнений (6) примет вид:

𝜕𝜋0
𝜕𝑡

+

𝑘∑︁

𝑗=1

𝜕𝜋0
𝜕𝑌𝑗

𝑌 ′
𝑗 +

𝑝∑︁

𝑗=1

𝜕𝜋0
𝜕𝑆𝑗

· 𝜕𝑤𝑗
𝜕𝑡

+

𝑝∑︁

𝑗=1

𝜕𝜋0
𝜕𝑆𝑗

·

(︃
𝑘∑︁

𝑚=1

· 𝜕𝑤𝑗
𝜕𝑌𝑚

𝑌 ′
𝑚

)︃
+

+

𝑙∑︁

𝑗=𝑝+1

𝜕𝜋0
𝜕𝑆𝑗

𝑆′
𝑗 +

𝑝∑︁

𝑗=1

𝜕𝜋0
𝜕𝑆𝑗

·

(︃
𝑙∑︁

𝑚=𝑝+1

· 𝜕𝑤𝑗
𝜕𝑆𝑚

𝑆′
𝑚

)︃
=

= 𝜋1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑤1(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1(𝑡), ..., 𝑆ℓ(𝑡)), ...,

𝑤𝑝(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆𝑝+1(𝑡), ..., 𝑆ℓ(𝑡)), 𝑆𝑝+1(𝑡), ..., 𝑆ℓ(𝑡)).

Рассмотрим различные виды функций 𝜋𝑖(𝑡, 𝑌1, ..., 𝑌𝑘, 𝑆1, ..., 𝑆𝑙), 𝑖 = 0, 1, ко-
торые с учетом (22) позволят разрешить задачу Коши (1) с дополнительным
условием (2) относительно производной новой неизвестной функции.

Рассмотрим некоторые виды функций 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1.
2.1. Пусть функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют следующий вид:

{︂
𝜋0 = 𝜙1(𝑡)𝑌 + 𝜓1(𝑡)

𝜋1 = 𝜙2(𝑡, 𝑌 )𝑆 + 𝜓2(𝑡, 𝑌 ),
(23)

где 𝜙1 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑘, 𝜓1 : 𝐺1 → ℜ𝑛, 𝜙2 : 𝐺1×𝐺2 → ℜ𝑛×ℓ, 𝜓2 : 𝐺1×𝐺2 → ℜ𝑛, причем
𝜙1(𝑡), 𝜓1(𝑡) — непрерывно-дифференцируемы, 𝜙2(𝑡, 𝑌 ), 𝜓2(𝑡, 𝑌 ) — непрерывны в
соответствующих областях.

Согласно условию 4:

𝜓1(0) = 0, 𝜓2(0, 0) = 0.
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Используя систему (6) и функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 в (23), получим:

𝜙′
1(𝑡)𝑌 + 𝜙1(𝑡)𝑌

′ + 𝜓′
1(𝑡) = 𝜙2(𝑡, 𝑌 )𝑆 + 𝜓2(𝑡, 𝑌 ),

где 𝑆 = 𝑐𝑜𝑙(𝑆1, . . . , 𝑆𝑝, 𝑆𝑝+1, . . . , 𝑆ℓ), причем 𝑆𝑗 = 𝑤𝑗(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, . . . , 𝑆ℓ), 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.
Получим систему вида:

𝐴1(𝑡)𝑌
′ = 𝐵1(𝑡)𝑌 + 𝑓1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙), (24)

где 𝐴1(𝑡) = 𝜙1(𝑡);𝐵1(𝑡) = −𝜙′

1(𝑡);

𝑓1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙) = 𝜓2(𝑡, 𝑌 )− 𝜓
′

1(𝑡) + 𝜙2(𝑡, 𝑌 )𝑐𝑜𝑙(𝑤1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙), ...,

𝑤𝑝(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙), 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ).

Таким образом, от задачи Коши (1) с дополнительным условием (2) перешли
к задаче Коши

{︂
𝐴1(𝑡)𝑌

′ = 𝐵1(𝑡)𝑌 + 𝑓1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑌 (𝑡) → 0, 𝑡→ 0.

(25)

2.2. Пусть функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют следующий вид:
{︂

𝜋0 = 𝜙1(𝑡)𝑌 + 𝜓1(𝑡)
𝜋1 = 𝜙2(𝑡)𝑌 + 𝜓2(𝑡, 𝑌 )𝑆 + 𝜉(𝑡, 𝑌 ),

(26)

где 𝜙1 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑘, 𝜓1 : 𝐺1 → ℜ𝑛, 𝜙2 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑘, 𝜓2 : 𝐺1 ×𝐺2 → ℜ𝑛×𝑙, 𝜉 : 𝐺1 ×
𝐺2 → ℜ𝑛, причем 𝜙1(𝑡), 𝜓1(𝑡) — непрерывно-дифференцируемы, 𝜙2(𝑡), 𝜓2(𝑡, 𝑌 ),
𝜉(𝑡, 𝑌 ) — непрерывны в соответствующих областях.

Согласно условию 4:
𝜓1(0) = 0, 𝜉(0, 0) = 0.

Тогда от задачи Коши (1) с дополнительным условием (2) перешли к задаче
вида (25), где

𝐴1(𝑡) = 𝜙1(𝑡);𝐵1(𝑡) = 𝜙2(𝑡)− 𝜙
′

1(𝑡);

𝑓1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ) = 𝜓2(𝑡, 𝑌 )𝑐𝑜𝑙(𝑤1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙), ...,

𝑤𝑝(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙), 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)− 𝜓
′

1(𝑡) + 𝜉(𝑡, 𝑌 ).

2.3. Пусть функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют следующий вид:
{︂

𝜋0 = 𝜙1(𝑡)𝑌 + 𝜓1(𝑡)𝑆 + 𝜉1(𝑡)
𝜋1 = 𝜙2(𝑡)𝑌 + 𝜓2(𝑡, 𝑌 )𝑆 + 𝜉2(𝑡, 𝑌 ),

(27)

где 𝜙1 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑘, 𝜓1 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑙, 𝜙2 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑘, 𝜓2 : 𝐺1 × 𝐺2 → ℜ𝑛×𝑙,
𝜉1 : 𝐺1 → ℜ𝑛, 𝜉2 : 𝐺1 × 𝐺2 → ℜ𝑛, причем 𝜙1(𝑡), 𝜓1(𝑡), 𝜉1(𝑡) — непрерывно-
дифференцируемы, 𝜙2(𝑡), 𝜓2(𝑡, 𝑌 ), 𝜉2(𝑡, 𝑌 ) — непрерывны в соответствующих об-
ластях.

Согласно условию 4:
𝜉1(0) = 0, 𝜉2(0, 0) = 0.
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Используя систему (6) и заданные функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 в (27), получим ветвь
для задачи Коши (1) с дополнительным условием (2).

Первая ситуация: считаем 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙 — параметрами. Пусть:

Φ𝑖(𝑡) =

⎛
⎜⎝

𝜙′
𝑖11

(𝑡) . . . 𝜙′
𝑖1𝑘

(𝑡)
...

. . .
...

𝜙′
𝑖𝑛1

(𝑡) . . . 𝜙′
𝑖𝑛𝑘

(𝑡)

⎞
⎟⎠ , 𝑖 = 1, 2

Ψ1(𝑡) =

⎛
⎜⎝

𝜓111(𝑡) . . . 𝜓11𝑙(𝑡)
...

. . .
...

𝜓1𝑛1
(𝑡) . . . 𝜓1𝑛𝑙(𝑡)

⎞
⎟⎠ ,Ψ2(𝑡, 𝑌 ) =

⎛
⎜⎝

𝜓211(𝑡, 𝑌 ) . . . 𝜓21𝑙(𝑡, 𝑌 )
...

. . .
...

𝜓2𝑛1
(𝑡, 𝑌 ) . . . 𝜓2𝑛𝑙(𝑡, 𝑌 )

⎞
⎟⎠ ,

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙) =

⎛
⎜⎝

𝑤1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
...

𝑤𝑝(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)

⎞
⎟⎠ ,

[︂
𝜕𝑊𝑖(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)

𝜕𝑌𝑗

]︂
𝑖 = 1, ..., 𝑝,
𝑗 = 1, ..., 𝑘

=

=

⎛
⎜⎜⎝

𝜕𝜔1(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)
𝜕𝑌1

· · · 𝜕𝜔1(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)
𝜕𝑌𝑘

...
. . .

...
𝜕𝜔𝑝(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑌1
· · · 𝜕𝜔𝑝(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑌𝑘

⎞
⎟⎟⎠ ,

[︂
𝜕𝑊𝑖(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)

𝜕𝑆𝑔

]︂
𝑖 = 1, ..., 𝑝,

𝑔 = 𝑝+ 1, ..., ℓ

=

=

⎛
⎜⎜⎝

𝜕𝜔1(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)
𝜕𝑆𝑝+1

· · · 𝜕𝜔1(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)
𝜕𝑆𝑙

...
. . .

...
𝜕𝜔𝑝(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑆𝑝+1
· · · 𝜕𝜔𝑝(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑆𝑙

⎞
⎟⎟⎠ .

Тогда имеем:

Φ′
1(𝑡)

⎛
⎜⎝

𝑌1
...
𝑌𝑘

⎞
⎟⎠+Φ1(𝑡)

⎛
⎜⎝

𝑌 ′
1
...
𝑌 ′
𝑘

⎞
⎟⎠+Ψ′

1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1

...
𝑆𝑙

⎞
⎟⎟⎟⎠+

+Ψ1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

(𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙))
′

𝑡
0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠+Ψ1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[︁
𝜕𝑊𝑖(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑌𝑗

]︁
𝑖 = 1, ..., 𝑝,
𝑗 = 1, ..., 𝑘

0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎝

𝑌 ′
1
...
𝑌 ′
𝑘

⎞
⎟⎠+
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+

⎛
⎜⎝
𝜉′11(𝑡)

...
𝜉′1𝑛(𝑡)

⎞
⎟⎠=Φ2(𝑡)

⎛
⎜⎝
𝑌1
...
𝑌𝑘

⎞
⎟⎠+Ψ2(𝑡, 𝑌 )

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1

...
𝑆𝑙

⎞
⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎝
𝜉′21(𝑡, 𝑌 )

...
𝜉′2𝑛(𝑡, 𝑌 )

⎞
⎟⎠ .

Тогда получим систему:

𝐴1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ)𝑌
′ = 𝐵1(𝑡)𝑌 + 𝑓1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), (28)

где

𝐴1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ) = Φ1(𝑡) + Ψ1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[︁
𝜕𝑊𝑖(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑌𝑗

]︁
𝑖 = 1, ..., 𝑝,
𝑗 = 1, ..., 𝑘

0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝐵1(𝑡) = 𝜙2(𝑡)− 𝜙
′

1(𝑡);

𝑓1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ) = Ψ2(𝑡, 𝑌 )

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1

...
𝑆𝑙

⎞
⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎝

𝜉′21(𝑡, 𝑌 )
...

𝜉′2𝑛(𝑡, 𝑌 )

⎞
⎟⎠−

−Ψ
′

1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1

...
𝑆𝑙

⎞
⎟⎟⎟⎠−Ψ1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

(𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙))
′

𝑡
0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠−

⎛
⎜⎝
𝜉′11(𝑡)

...
𝜉′1𝑛(𝑡)

⎞
⎟⎠ .

Вторая ситуация:
Считаем, что 𝑆𝑗 = 𝑆𝑗(𝑡), 𝑗 = 𝑝 + 1, . . . , 𝑙. Тогда система дифференциальных
уравнений (6) примет вид:

Φ
′

1(𝑡)

⎛
⎜⎝

𝑌1
...
𝑌𝑘

⎞
⎟⎠+Φ1(𝑡)

⎛
⎜⎝

𝑌 ′
1
...
𝑌 ′
𝑘

⎞
⎟⎠+Ψ

′

1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1(𝑡)

...
𝑆𝑙(𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎠+

+Ψ1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

(𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙))
′

𝑡
𝑆′
𝑝+1(𝑡)

...
𝑆′
𝑙(𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎠+Ψ1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[︁
𝜕𝑊𝑖(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑌𝑗

]︁
𝑖 = 1, ..., 𝑝,
𝑗 = 1, ..., 𝑘

0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎝

𝑌 ′
1
...
𝑌 ′
𝑘

⎞
⎟⎠+
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+Ψ1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[︁
𝜕𝑊𝑖(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑆𝑔

]︁
𝑖 = 1, ..., 𝑝,

𝑔 = 𝑝+ 1, ..., ℓ
1 0

. . .
0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎝

𝑆′
𝑝+1(𝑡)

...
𝑆′
𝑙(𝑡)

⎞
⎟⎠+

⎛
⎜⎝

𝜉′11(𝑡)
...

𝜉′1𝑛(𝑡)

⎞
⎟⎠ =

= Φ2(𝑡)

⎛
⎜⎝

𝑌1
...
𝑌𝑘

⎞
⎟⎠+Ψ2(𝑡, 𝑌 )

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1(𝑡)

...
𝑆𝑙(𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎝

𝜉′21(𝑡, 𝑌 )
...

𝜉′2𝑛(𝑡, 𝑌 )

⎞
⎟⎠ .

Тогда получим систему (28),

где 𝐴1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ) = Φ1(𝑡) + Ψ1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[︁
𝜕𝑊𝑖(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑌𝑗

]︁
𝑖 = 1, ..., 𝑝,
𝑗 = 1, ..., 𝑘

0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

𝐵1(𝑡) = 𝜙2(𝑡)− 𝜙
′

1(𝑡);

𝑓1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ) = Ψ2(𝑡, 𝑌 )

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1(𝑡)

...
𝑆𝑙(𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎝

𝜉′21(𝑡, 𝑌 )
...

𝜉′2𝑛(𝑡, 𝑌 )

⎞
⎟⎠−

−Ψ
′

1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1(𝑡)

...
𝑆𝑙(𝑡)

⎞
⎟⎟⎟⎠−Ψ1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[︁
𝜕𝑊𝑖(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑆𝑔

]︁
𝑖 = 1, ..., 𝑝,

𝑔 = 𝑝+ 1, ..., ℓ
1 0

. . .
0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎝
𝑆′
𝑝+1(𝑡)

...
𝑆′
𝑙(𝑡)

⎞
⎟⎠−

−Ψ1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

(𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙))
′

𝑡
0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠−

⎛
⎜⎝

𝜉′11(𝑡)
...

𝜉′1𝑛(𝑡)

⎞
⎟⎠ .

Таким образом, с помощью преобразований от задачи Коши (1) с дополни-
тельным условием (2) перешли к задаче Коши вида:

{︂
𝐴1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ)𝑌

′ = 𝐵1(𝑡)𝑌 + 𝑓1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ),
𝑌 (𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

(29)

где 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ — либо функции, зависящие от 𝑡, либо параметры.
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2.4. Пусть функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют следующий вид:
{︂

𝜋0 = 𝜙1(𝑡)𝑆 + 𝜓1(𝑡)
𝜋1 = 𝜙2(𝑡, 𝑌 )𝑆 + 𝜓2(𝑡, 𝑌 ),

(30)

где 𝜙1 : 𝐺1 → ℜ𝑛×𝑙, 𝜙2 : 𝐺1×𝐺2 → ℜ𝑛×𝑙, 𝜓1 : 𝐺1 → ℜ𝑛, 𝜓2 : 𝐺1×𝐺2 → ℜ𝑛, причем
𝜙1(𝑡), 𝜓1(𝑡) — непрерывны, 𝜙2(𝑡, 𝑌 ), 𝜓2(𝑡, 𝑌 ) — непрерывны и дифференцируемы
в соответствующих областях.

Согласно условию 4:

𝜓1(0) = 0, 𝜓2(0, 0) = 0.

Продифференцируем первое уравнение системы (30) по 𝑡, и при условии, что
𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙 — параметры, получим:

(𝜋0)
′
𝑡 = 𝜙′

1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1

...
𝑆𝑙

⎞
⎟⎟⎟⎠+ 𝜙1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

(𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙))
′

𝑡
0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠+

+𝜙1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[︁
𝜕𝑊𝑖(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑌𝑗

]︁
𝑖 = 1, ..., 𝑝,
𝑗 = 1, ..., 𝑘

0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎝

𝑌 ′
1
...
𝑌 ′
𝑘

⎞
⎟⎠+ 𝜓′

1(𝑡).

Тогда задача Коши (1) c дополнительным условием (2) примет вид:
{︂
𝐴1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)𝑌

′ = 𝑓1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑌 (𝑡) → 0, 𝑡→ 0,

(31)

где

𝐴1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ) = 𝜙1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[︁
𝜕𝑊𝑖(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑌𝑗

]︁
𝑖 = 1, ..., 𝑝,
𝑗 = 1, ..., 𝑘

0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

;

𝑓1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙) = −𝜙
′

1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1

...
𝑆𝑙

⎞
⎟⎟⎟⎠−

−𝜙1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

(𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙))
′

𝑡
0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠−𝜓

′

1(𝑡)+𝜙2(𝑡, 𝑌 )

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1

...
𝑆𝑙

⎞
⎟⎟⎟⎠+𝜓2(𝑡, 𝑌 ).
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Далее будем рассматривать 𝑆𝑗 = 𝑆𝑗(𝑡), 𝑗 = 𝑝+ 1, . . . , 𝑙. Тогда, продифферен-
цировав первое уравнение системы (30) по 𝑡, получим:

𝜙′
1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1

...
𝑆𝑙

⎞
⎟⎟⎟⎠+ 𝜙1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

(𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙))
′

𝑡
0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠+

+𝜙1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[︁
𝜕𝑊𝑖(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑌𝑗

]︁
𝑖 = 1, ..., 𝑝,
𝑗 = 1, ..., 𝑘

0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎝

𝑌 ′
1
...
𝑌 ′
𝑘

⎞
⎟⎠+

+𝜙1(𝑡) + Ψ1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[︁
𝜕𝑊𝑖(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑆𝑔

]︁
𝑖 = 1, ..., 𝑝,

𝑔 = 𝑝+ 1, ..., ℓ
1 0

. . .
0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎝

𝑆′
𝑝+1(𝑡)

...
𝑆′
𝑙(𝑡)

⎞
⎟⎠+ 𝜓′

1(𝑡).

Тогда задача Коши (1) c дополнительным условием (2) примет вид (31), где

𝐴1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ) = 𝜙1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[︁
𝜕𝑊𝑖(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑌𝑗

]︁
𝑖 = 1, ..., 𝑝,
𝑗 = 1, ..., 𝑘

0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

;

𝑓1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙) = −𝜙
′

1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1

...
𝑆𝑙

⎞
⎟⎟⎟⎠−

−𝜙1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎝

(𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙))
′

𝑡
0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎠−𝜙1(𝑡)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

[︁
𝜕𝑊𝑖(𝑡,𝑌,𝑆𝑝+1,...,𝑆𝑙)

𝜕𝑆𝑔

]︁
𝑖 = 1, ..., 𝑝,

𝑔 = 𝑝+ 1, ..., ℓ
1 0

. . .
0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎝
𝑆′
𝑝+1(𝑡)

...
𝑆′
𝑙(𝑡)

⎞
⎟⎠−

−𝜓
′

1(𝑡) + 𝜙2(𝑡, 𝑌 )

⎛
⎜⎜⎜⎝

𝑊 (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆𝑙)
𝑆𝑝+1

...
𝑆𝑙

⎞
⎟⎟⎟⎠+ 𝜓2(𝑡, 𝑌 ).

В итоге справедлива следующая теорема:
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Теорема 2. Пусть выполняются следующие условия:

1) вектор-функция Φ : 𝐷 −→ ℜ𝑚 — непрерывна в 𝐷;
2) существуют такие непрерывно-дифференцируемая функция 𝜋0, непрерыв-

ная функция 𝜋1 при (𝑡, 𝑌, 𝑆) ∈ 𝐺1 × 𝐺2 × 𝐺3, удовлетворяющие условию
(4), что функция 𝑇 удовлетворяет условию А;

3) справедливо тождество:

Φ(𝑡, 𝜋0(𝑡, 𝑌, 𝜔(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ), 𝜋1(𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ)) ≡ 0,

при (𝑡, 𝑌, 𝑆𝑝+1, ..., 𝑆ℓ) ∈ 𝐽1 × 𝐽2 × 𝐽3.

Тогда:

a) если функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют вид (23) или (26), то задача (1)–(2) при-
водится к задаче Коши вида (25);

b) если функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют вид (27), то задача (1)–(2) приводится к
задаче Коши вида (29);

c) если функции 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1 имеют вид (30), то задача (1)–(2) приводится к
задаче Коши вида (31).

Заключение. В данной работе изучена задача Коши (1)–(2), предложен
алгоритм или разрешимости системы в задаче (1) относительно производной,
или разрешимости системы в задаче (1) относительно части компонент вектора
производной. Рассмотрены два случая, в каждом из которых предложены виды
функций 𝜋𝑖, 𝑖 = 0, 1, при помощи которых можно осуществить переход от задачи
Коши (1) с дополнительным условием (2) для случая 1 к задачам Коши видов
(16), (20), (22), и для случая 2 к задачам Коши видов (25), (29), (31).
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