
ISSN 2304-1579.Вiсник Од. нац. ун-ту. Мат. i мех.–2014 .–Т.19, вип. 3(23).–С. 76–83

Mathematical Subject Classification: 74B05, 42A38
УДК 539.3

Ю. С. Процеров
Одесский национальный университет имени И. И. Мечникова

ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА КРУЧЕНИЯ
МНОГОСЛОЙНОГО ЦИЛИНДРА КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ

Процеров Ю. С. Вiсесиметрична задача кручення багатошарового цилiн-
дра скiнченої довжини. Побудовано точний розв’язок вiсесиметричної задачi теорiї
пружностi про кручення багатошарового суцiльного або порожнистого цилiндра пiд
впливом дотичного навантаження, що прикладена до бiчної поверхнi цилiндра. Шари
знаходяться в умовах iдеального механiчного контакту та вiдрiзняються один вiд iншо-
го товщиною та модулем зсуву. Нижня основа цилiндра є нерухомо фiксована, вехня —
вiльна вiд напружень. За допомогою скiнченого iнтегрального перетворення Фур’є зада-
чу зведено до сукупностi одновимiрних крайових задач з умовами спряження шарiв. За
допомогою матричного запису умов спряження отримано зручнi рекурентнi формули
для вiдшукання сталих iнтегрування кожного з шарiв. Запропонований метод у порiв-
няннi з традицiйним дозволяє суттєво скоротити об’єм розрахункiв та легко оцiнити
напружено-деформiвний стан кожного з шарiв. Метод проiлюстровано двома прикла-
дами для суцiльного та порожнистого цилiндрiв.
Ключовi слова: пружний багатошаровий цилiндр, суцiльний порожнистий цилiндр,
осьова симетрiя, кручення, рекурентнi формули.

Процеров Ю. С. Осесимметричная задача кручения многослойного ци-
линдра конечной длины. Построено точное решение осесимметричной задачи тео-
рии упругости о кручении многослойного сплошного или полого цилиндра под дей-
ствием касательной нагрузки, приложенной к боковой поверхности цилиндра. Слои
находятся в условиях идеального механического контакта и отличаются друг от дру-
га толщиной и модулем сдвига. Нижнее основание цилиндра неподвижно закреплено,
а верхнее свободно от напряжений. При помощи конечного интегрального преобразо-
вания Фурье задача сведена к совокупности одномерных краевых задач с условиями
сопряжения слоев. При помощи матричной записи условий сопряжения получены удоб-
ные рекуррентные формулы для нахождения постоянных интегрирования в каждом из
слоев. Предложенный метод, по сравнению с традиционными, позволяет существенно
сократить объем вычислений и легко находить напряженно-деформируемое состояние в
каждом из слоев. Метод проиллюстрирован двумя примерами для сплошного и полого
двухслойных цилиндров.
Ключевые слова: упругий многослойный цилиндр, сплошной или полый, осевая сим-
метрия, кручение, рекуррентные формулы.

Protserov Yu. S. Axisymmetric torsion problem for the finite length multi-

layered cylinder. The exact solution of the axysimmetric elasticity problem on the torsion

of the multilayered massive and hollow cylinder under an influence of the torsion loading at

the lateral cylinder’ surface. The layers are in the conditions of the ideal mechanical contact

and are difference from each other by the thickness and shear’s module. The lower base is

fixed unmovable, the upper one is free from stress. With the Fourier’s finite integral trans-

formation the problem is reduced to the system of the one dimensional boundary problems
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with the conditions of the layer’s conjugation. The matrix view of the conjugation condi-

tions allows to obtain the comfortable recurrent formulas for the searching of the integration

constants of the layers. In comparing with the traditional methods, the proposed method

gives opportunity to reduce sufficiently the calculation volume and easy estimate the stress

state in each layer. The method is illustrated on the examples of the massive and hollow two

layered cylinders.

Key words: elastic multilayered cylinder, massive and hollow, axisymmetric, torsion, re-

current formulas.

Введение. Осесимметричным задачам кручения упругих многослойных
цилиндров посвящено значительное число работ, что обусловлено их широким
применением в инженерной практике. Традиционный метод решения задач кру-
чения – это сведение их к краевым задачам относительно функции напряже-
ния или функции смещения [1, 3, 6]. Однако он имеет тот недостаток, что при
его применении к слоистым средам возникает необходимость решения систем
большой размерности относительно постоянных интегрирования. В настоящей
работе реализуется подход, предложенный Г. Я. Поповым [4, 5] к решению за-
дач для слоистых сред. Суть его в применении интегрального преобразования
непосредственно к уравнения Ламе (в данном случае к уравнению относительно
углового смещения 𝑢𝜙) и условиям сопряжения слоев (в данной задаче предпола-
гается, что между ними имеет место идеальный механический контакт). После
получения одномерной задачи условия сопряжения записываются в матрично-
векторной форме и путем последовательного исключения неизвестных получа-
ются рекуррентные формулы для нахождения постоянных интегрирования. Этот
подход значительно уменьшает объем вычислений и позволяет эффективно на-
ходить смещение и напряжения в каждом из любого числа слоев. Кроме того,
положив равным нулю модуль сдвига самого внутреннего слоя, получим решение
задачи о кручении многослойного полого цилиндра.

Основные результаты
1. Постановка задачи. Рассмотрим упругий цилиндр, заданный в цилин-

дрической системе координат соотношениями 0 6 𝑟 6 𝑎, −𝜋 6 𝜙 6 𝜋, 0 6 𝑧 6 ℎ.
Цилиндр состоит из 𝑛 слоев: 𝑟𝑗−1 6 𝑟 6 𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛; 𝑟0 = 0, 𝑟𝑛 = 𝑎,
каждый из которых характеризуется своим модулем сдвига 𝐺𝑗 . Между слоя-
ми выполняются условия идеального механического контакта, заключающиеся в
непрерывности смещений и напряжений при переходе от слоя к слою. Нижнее
основание цилиндра неподвижно закреплено, а верхнее свободно от напряжений.
К боковой поверхности цилиндра приложено осесимметричное касательное на-
пряжение, вызывающее кручение цилиндра.

В такой постановке в каждом из слоев отлично от нуля только смещение
𝑢𝑗𝜙 (𝑟, 𝑧) , которое должно удовлетворять уравнению Ламе [3]

𝜕

𝜕𝑟

(︃
𝑟
𝜕𝑢𝑗𝜙
𝜕𝑟

)︃
− 1

𝑟
𝑢𝑗𝜙 + 𝑟

𝜕2𝑢𝑗𝜙
𝜕𝑧2

= 0, 𝑟𝑗−1 < 𝑟 < 𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛, 0 < 𝑧 < ℎ.

Отличными от нуля будут только два касательных напряжения

𝜏 𝑗𝑟𝜙 (𝑟, 𝑧) = 𝐺𝑗

(︃
𝜕𝑢𝑗𝜙
𝜕𝑟

− 1

𝑟
𝑢𝑗𝜙

)︃
, 𝜏 𝑗𝑧𝜙 (𝑟, 𝑧) = 𝐺𝑗

𝜕𝑢𝑗𝜙
𝜕𝑧

, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛.
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Краевые условия имеют вид

𝑢𝑗𝜙 (𝑟, 0) = 0, 𝜏 𝑗𝑧𝜙 (𝑟, ℎ) = 0, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛,
𝜏𝑛𝑟𝜙 (𝑎, 𝑧) = 𝑝 (𝑧) ,

а условия сопряжения будут следующими

𝑢𝑗𝜙 (𝑟𝑗 , 𝑧) = 𝑢𝑗+1
𝜙 (𝑟𝑗 , 𝑧) , 𝜏

𝑗
𝑧𝜙 (𝑟𝑗 , 𝑧) = 𝜏 𝑗+1

𝑧𝜙 (𝑟𝑗 , 𝜙) , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛− 1.

Перейдем к безразмерным координатам 𝜌 = 𝑟𝑎−1, 𝜁 = 𝑧ℎ−1 и обозначим
𝑢𝑗 (𝜌, 𝜁) = 𝑢𝑗𝜙 (𝑎𝜌, ℎ𝜁) , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛. Требуется найти решения уравнений

𝜕
𝜕𝜌

(︁
𝜌
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝜌

)︁
− 1

𝜌𝑢𝑗 + 𝛼2𝜌
𝜕2𝑢𝑗

𝜕𝜁2 = 0,

𝑐𝑗−1 < 𝜌 < 𝑐𝑗 , 0 < 𝜁 < 1, 𝑐𝑗 = 𝑟𝑗ℎ
−1, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛, 𝛼 = 𝑎ℎ−1,

(1)

удовлетворяющие краевым условиям

𝑢𝑗 (𝜌, 0) = 0,
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝜁

⃒⃒⃒⃒
𝜁=1

= 0, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛, (2)

𝐺𝑛

(︂
𝜕𝑢𝑛
𝜕𝜌

− 𝑢𝑛

)︂⃒⃒⃒⃒
𝜌=1

= 𝑎𝑃 (𝜁) , 𝑃 (𝜁) = 𝑝 (ℎ𝜁) (3)

и условиям сопряжения

𝑢𝑗 (𝑐𝑗 , 𝜁) = 𝑢𝑗+1 (𝑐𝑗 , 𝜁) ,

𝐺𝑗

(︁
𝜌
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝜌 − 𝑢𝑗

)︁⃒⃒⃒
𝜌=𝑐𝑗

= 𝐺𝑗+1

(︁
𝜌
𝜕𝑢𝑗+1

𝜕𝜌 − 𝑢𝑗+1

)︁⃒⃒⃒
𝜌=𝑐𝑗

, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛− 1. (4)

2. Сведение краевой задачи к одномерной. Для сведения поставленной
краевой задачи к одномерной воспользуемся конечным интегральным преобра-
зованием Фурье по переменной 𝜁

𝑢𝑗𝑘 (𝜌) =
∫︀ 1

0
𝑢𝑗 (𝜌, 𝜁) sin𝛽𝑘𝜁𝑑𝜁,

𝑢𝑗 (𝜌, 𝜁) = 2
∞∑︀
𝑘=1

𝑢𝑗𝑘 (𝜌) sin𝛽𝑘𝜁, 𝛽𝑘 =
𝜋

2
(2𝑘 − 1) .

(5)

Применив его к уравнениям (1) и условиям (3) и (4) (краевые условия (2) при
этом будут удовлетворены), приходим к одномерной краевой задаче

(︀
𝜌𝑢′𝑗𝑘

)︀′
−
(︂
1

𝜌
+ 𝛼2𝛽2

𝑘𝜌

)︂
𝑢𝑗𝑘 = 0, 𝑐𝑗−1 < 𝜌 < 𝑐𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛, (6)

𝐺𝑛 [𝑢
′
𝑛𝑘 (1)− 𝑢𝑛𝑘 (1)] = 𝑎𝑃𝑘, 𝑃𝑘 =

∫︁ 1

0

𝑃 (𝜁) sin𝛽𝑘𝜁𝑑𝜁. (7)

с условиями сопряжения

𝑢𝑗𝑘 (𝑐𝑗) = 𝑢𝑗+1𝑘 (𝑐𝑗) ,

𝐺𝑗

[︁
𝑐𝑗𝑢

′
𝑗𝑘 (𝑐𝑗)− 𝑢𝑗𝑘 (𝑐𝑗)

]︁
= 𝐺𝑗+1

[︁
𝑐𝑗𝑢

′
𝑗+1𝑘 (𝑐𝑗)− 𝑢𝑗+1𝑘 (𝑐𝑗)

]︁
,

𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛− 1.

(8)
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3. Решение полученной одномерной задачи. Общее решение уравнений
(6) имеет вид

𝑢1𝑘 (𝜌) = 𝐴1𝑘𝐼1 (𝛼𝛽𝑘𝜌) , 0 < 𝜌 < 𝑐1,

𝑢𝑗𝑘 (𝜌) = 𝐴𝑗𝑘𝐼1 (𝛼𝛽𝑘𝜌) +𝐵𝑗𝑘𝐾1 (𝛼𝛽𝑘𝜌) , 𝑐𝑗−1 < 𝜌 < 𝑐𝑗 , 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛,

где 𝐼1 (𝑥) и 𝐾1 (𝑥) модифицированные функции Бесселя.
Условия сопряжения (8) и оставшееся краевое условие (7) приводит нас к

системе уравнений относительно неизвестных постоянных 𝐴𝑗𝑘 и 𝐵𝑗𝑘

𝐴1𝑘𝐼1 (𝑡1𝑘) = 𝐴2𝑘𝐼1 (𝑡1𝑘) +𝐵2𝑘𝐾1 (𝑡1𝑘) ,

𝐺1𝐴1𝑘𝐼2 (𝑡1𝑘) = 𝐺2 [𝐴2𝑘𝐼2 (𝑡1𝑘)−𝐵2𝑘𝐾2 (𝑡1𝑘)] ,

𝐴𝑗𝑘𝐼1 (𝑡𝑗𝑘) +𝐵𝑗𝑘𝐾1 (𝑡𝑗𝑘) = 𝐴𝑗+1𝑘𝐼1 (𝑡𝑗𝑘) +𝐵𝑗+1𝑘𝐾1 (𝑡𝑗𝑘) , (9)

𝐺𝑗 [𝐴𝑗𝑘𝐼2 (𝑡𝑗𝑘)−𝐵𝑗𝑘𝐾2 (𝑡𝑗𝑘)] = 𝐺𝑗+1 [𝐴𝑗+1𝑘𝐼2 (𝑡𝑗𝑘)−𝐵𝑗+1𝑘𝐾2 (𝑡𝑗𝑘)] ,

𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛− 1,

где 𝑡𝑗𝑘 = 𝛼𝛽𝑘𝑐𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛 и

𝐺𝑛𝑡𝑛𝑘 [𝐴𝑛𝑘𝐼2 (𝑡𝑛𝑘)−𝐵𝑛𝑘𝐾2 (𝑡𝑛𝑘)] = 𝑎𝑃𝑘. (10)

При их записи были учтены формулы [2]

𝑥 𝐼 ′1 (𝑥)− 𝐼1 (𝑥) = 𝑥 𝐼2 (𝑥) , 𝑥𝐾 ′
1 (𝑥)−𝐾1 (𝑥) = −𝑥𝐾2 (𝑥) .

Для эффективного решения полученной системы введем вектора

𝑋̄1𝑘 =

(︂
𝐴1𝑘

0

)︂
, 𝑋̄𝑗𝑘 =

(︂
𝐴𝑗𝑘

𝐵𝑗𝑘

)︂
, 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛 и матрицы

𝑔𝑗 =

(︂
1 0
0 𝐺𝑗

)︂
, 𝑗 = 1, 2, ..., 𝑛, 𝑅0

1𝑘 =

(︂
𝐼1 (𝑡1𝑘) 0
𝐼2 (𝑡1𝑘) 0

)︂
,

𝑅𝑗𝑘 =

(︂
𝐼1 (𝑡𝑗𝑘) 𝐾1 (𝑡𝑗𝑘)
𝐼2 (𝑡𝑗𝑘) −𝐾2 (𝑡𝑗𝑘)

)︂
, 𝑗 = 1− 1, 2, ..., 𝑛− 1.

Тогда систему (9) можно записать в матричном виде

𝑔1𝑅
0
1𝑘𝑋̄1𝑘 = 𝑔2𝑅1𝑘𝑋̄2𝑘,

𝑔𝑗𝑅𝑗𝑘𝑋̄𝑗𝑘 = 𝑔𝑗+1𝑅𝑗𝑘𝑋̄𝑗+1𝑘, 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛− 1.

Отсюда находим, что

𝑋̄2𝑘 = 𝑅−1
1𝑘 𝑔

−1
2 𝑔1𝑅

0
1𝑘𝑋̄1𝑘,

𝑋̄𝑗+1𝑘 = 𝑅−1
𝑗𝑘 𝑔

−1
𝑗+1𝑔𝑗𝑅𝑗𝑘𝑋̄𝑗𝑘, 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛− 1.

(11)

Используя соотношение 7.11.39 из [2] 𝐼1 (𝑥)𝐾2 (𝑥)+ 𝐼2 (𝑥)𝐾1 (𝑥) = 𝑥−1, несложно
получить, что

𝑅−1
𝑗𝑘 = 𝑡𝑗𝑘

(︂
𝐾2 (𝑡𝑗𝑘) 𝐾1 (𝑡𝑗𝑘)
𝐼2 (𝑡𝑗𝑘) −𝐼1 (𝑡𝑗𝑘)

)︂
.
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Введем матрицы

𝑈𝑗𝑘 = 𝑅−1
𝑗𝑘 𝑔

−1
𝑗+1𝑔𝑗 = 𝑡𝑗𝑘

(︂
𝐾2 (𝑡𝑗𝑘) 𝐺*

𝑗𝐾1 (𝑡𝑗𝑘)
𝐼2 (𝑡𝑗𝑘) −𝐺*

𝑗𝐼1 (𝑡𝑗𝑘)

)︂
, 𝐺*

𝑗 =
𝐺𝑗

𝐺𝑗+1
,

𝑉𝑗𝑘=𝑈𝑗𝑘𝑅𝑗𝑘=

(︂
1−
(︀
1−𝐺*

𝑗

)︀
𝑡𝑗𝑘𝐾1 (𝑡𝑗𝑘) 𝐼2 (𝑡𝑗𝑘)

(︀
1−𝐺*

𝑗

)︀
𝑡𝑗𝑘𝐾1 (𝑡𝑗𝑘)𝐾2 (𝑡𝑗𝑘)(︀

1−𝐺*
𝑗

)︀
𝑡𝑗𝑘𝐼1 (𝑡𝑗𝑘) 𝐼2 (𝑡𝑗𝑘) 1−

(︀
1−𝐺*

𝑗

)︀
𝑡𝑗𝑘𝐼1 (𝑡𝑗𝑘)𝐾2 (𝑡𝑗𝑘)

)︂
.

Тогда соотношения (11) можно записать в виде

𝑋̄2𝑘 = 𝑈1𝑘𝑅
0
1𝑘𝑋̄1𝑘, 𝑋̄𝑗+1𝑘 = 𝑉𝑗𝑘𝑋̄𝑗𝑘, 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛− 1. (12)

Отсюда последовательно находим 𝑋̄𝑛𝑘 = 𝑉𝑛−1𝑘𝑋̄𝑛−1𝑘 = 𝑉𝑛−1𝑘𝑉𝑛−2𝑘𝑋̄𝑛−2𝑘 = ... =
𝑉𝑛−1𝑘𝑉𝑛−2𝑘...𝑉2𝑘𝑋̄2𝑘 = 𝑉𝑛−1𝑘𝑉𝑛−2𝑘...𝑉2𝑘𝑈1𝑘𝑅

0
1𝑘𝑋̄1𝑘.

Если теперь ввести матрицу

Φ (𝑘) = 𝑉𝑛−1𝑘𝑉𝑛−2𝑘...𝑉2𝑘𝑈1𝑘 =

(︂
Φ11 (𝑘) Φ12 (𝑘)
Φ21 (𝑘) Φ22 (𝑘)

)︂
,

то мы выразим вектор коэффициентов для 𝑛-го слоя через вектор коэффициен-
тов первого слоя

𝑋̄𝑛𝑘 =

(︂
𝐴𝑛𝑘

𝐵𝑛𝑘

)︂
= Φ(𝑘)𝑅0

1𝑘𝑋1𝑘 = 𝐴1𝑘

(︂
Φ11 (𝑘) 𝐼1 (𝑡1𝑘) + Φ12 (𝑘) 𝐼2 (𝑡1𝑘)
Φ21 (𝑘) 𝐼1 (𝑡1𝑘) + Φ22 (𝑘) 𝐼2 (𝑡1𝑘)

)︂
.

Подставив найденные значения 𝐴𝑛𝑘 и 𝐵𝑛𝑘 в краевое условие (10), найдем 𝐴1𝑘 =
𝑎𝑃𝑘

𝐺𝑛𝑡𝑛𝑘Δ𝑛(𝑘)
, где

Δ𝑛 (𝑘) = 𝐼2 (𝑡𝑛𝑘) [Φ11 (𝑘) 𝐼1 (𝑡1𝑘) + Φ12 (𝑘) 𝐼2 (𝑡1𝑘)]−

−𝐾2 (𝑡𝑛𝑘) [Φ21 (𝑘) 𝐼1 (𝑡1𝑘) + Φ22 (𝑘) 𝐼2 (𝑡1𝑘)] .

Теперь при помощи формул (12) мы можем последовательно вычислить коэф-
фициенты 𝑋̄2𝑘, 𝑋̄3𝑘 и так далее.

Используя формулу обращения (5), находим смещения в каждом из слоев

𝑢1 (𝜌, 𝜁) = 2
∞∑︀
𝑘=1

𝐴1𝑘𝐼1 (𝛼𝛽𝑘𝜌) sin𝛽𝑘𝜁, 0 < 𝜌 < 𝑐1,

𝑢𝑗 (𝜌, 𝜁) = 2
∞∑︀
𝑘=1

[𝐴𝑗𝑘𝐼1 (𝛼𝛽𝑘𝜌) +𝐵𝑗𝑘𝐾1 (𝛼𝛽𝑘𝜌)] sin𝛽𝑘𝜁,

𝑐𝑗−1 < 𝜌 < 𝑐𝑗 , 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛.

Зная смещения, можно определить касательные напряжения в каждом из слоев,
например,

𝜏1𝜌𝜙 (𝜌, 𝜁) = 2𝛼𝐺1

∞∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘1𝛽𝑘𝐼2 (𝛼𝛽𝑘𝜌) sin𝛽𝑘𝜁, 0 < 𝜌 < 𝑐1,

𝜏 𝑗𝜌𝜙 (𝜌, 𝜁) = 2𝛼𝐺𝑗

∞∑︀
𝑘=1

[𝐴𝑗𝑘𝐼2 (𝛼𝛽𝑘𝜌)−𝐵𝑗𝑘𝐾2 (𝛼𝛽𝑘𝜌)]𝛽𝑘 sin𝛽𝑘𝜁,

𝑐𝑗−1 < 𝜌 < 𝑐𝑗 , 𝑗 = 2, 3, ..., 𝑛.
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Таким образом, построено точное решение задачи о кручении многослойного
цилиндра, при этом получены простые рекуррентные соотношения для нахож-
дения постоянных интегрирования, что значительно упрощает проведение рас-
четов.

Если в построенном решении принять 𝐺1 = 0, то мы получим решение задачи
о кручении полого многослойного цилиндра.

4. Частные случаи и численные результаты. Рассмотрим сначала двух-
слойный цилиндр. В этом случае выражения для коэффициентов принимают вид

𝐴1𝑘 =
𝑎𝑃𝑘

𝐺2𝑡2𝑘Δ2 (𝑘)
,

𝐴2𝑘 =
𝑎𝑃𝑘

𝐺2𝑡2𝑘Δ2 (𝑘)
[1− (1−𝐺*

1) 𝑡1𝑘𝐾1 (𝑡1𝑘) 𝐼2 (𝑡1𝑘)] ,

𝐵2𝑘 =
𝑎𝑃𝑘𝑡1𝑘

𝐺2𝑡2𝑘Δ2 (𝑘)
(1−𝐺*

1) 𝐼1 (𝑡1𝑘) 𝐼2 (𝑡1𝑘) ,

Δ2 (𝑘) = 𝐼2 (𝑡2𝑘)− (1−𝐺*
1) 𝑡1𝑘𝐼2 (𝑡1𝑘) [𝐾1 (𝑡1𝑘) 𝐼2 (𝑡2𝑘) + 𝐼1 (𝑡1𝑘)𝐾2 (𝑡2𝑘)] .

Возьмем внешнюю нагрузку в виде равномерно распределенной нагрузки интен-
сивности 𝑃 * на участке 𝑏 < 𝜁 < 1 боковой поверхности цилиндра

𝑃 (𝜁) =

{︂
𝑃 *, 𝑏 < 𝜁 < 1,
0, 0 < 𝜁 < 𝑏,

для которой 𝑃𝑘 = 𝑃 *𝛽−1
𝑘 cos𝛽𝑘𝑏.

Вычислим для нее касательное напряжение

𝜏1𝜌𝜙 (𝜌, 𝜁) = 2𝑃 *𝐺*
1

∞∑︁
𝑘=1

cos𝛽𝑘𝑏 sin𝛽𝑘𝜁

𝛽𝑘Δ2 (𝑘)
𝐼2 (𝛼𝛽𝑘𝜌)

на линии 𝜌 = 𝑐1 сопряжения слоев.
Для цилиндра с соотношением радиуса к высоте 𝑎 : ℎ = 1 : 4 и 𝑐1 = 0.5; 𝑏 =

0.8 значения величины 𝜏 = 𝜏1𝜌𝜙 (𝑐1, 𝜁) : 𝑃 * приведены на рисунке 1. Кривые 1,
2 и 3 отвечают соответственно отношению модулей сдвига слоев 𝐺1 : 𝐺2 = 2 :
1, 𝐺1 : 𝐺2 = 1 : 1, 𝐺1 : 𝐺2 = 1 : 2. Из результатов счета следует, что касательные
напряжения существенны только вблизи участка приложения нагрузки и тем
больше, чем больше модуль сдвига внутреннего слоя по отношению к модулю
сдвига внешнего слоя.

Рассмотрим теперь двухслойный полый цилиндр. Как уже отмечалось выше,
для этого достаточно рассмотреть решение для трехслойного цилиндра с 𝐺1 = 0.
В этом случае выражения для коэффициентов следующие

𝐴2𝑘 =
𝑎𝑃𝑘

𝐺3𝑡3𝑘Δ3 (𝑘)
𝐾2 (𝑡1𝑘) , 𝐵2𝑘 =

𝑎𝑃𝑘

𝐺3𝑡3𝑘Δ3 (𝑘)
𝐼2 (𝑡1𝑘) ,

𝐴3𝑘 = 𝑎𝑃𝑘

𝐺3𝑡3𝑘Δ3(𝑘)
[𝐾2 (𝑡1𝑘) + (1−𝐺*

2) 𝑡2𝑘𝐾1 (𝑡2𝑘)×
× [𝐼2 (𝑡1𝑘)𝐾2 (𝑡2𝑘)− 𝐼2 (𝑡2𝑘)𝐾2 (𝑡1𝑘)]]

𝐵3𝑘 = 𝑎𝑃𝑘

𝐺3𝑡3𝑘Δ3(𝑘)
[𝐼2 (𝑡1𝑘) + (1−𝐺*

2) 𝑡2𝑘𝐼1 (𝑡2𝑘)×
× [𝐼2 (𝑡2𝑘)𝐾2 (𝑡1𝑘)− 𝐼2 (𝑡1𝑘)𝐾2 (𝑡2𝑘)]]

,
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Δ3 (𝑘) = 𝐼2 (𝑡3𝑘)𝐾2 (𝑡1𝑘)− 𝐼2 (𝑡1𝑘)𝐾2 (𝑡3𝑘) + (1−𝐺*
2) 𝑡2𝑘×

× [𝐼2 (𝑡1𝑘)𝐾2 (𝑡2𝑘)− 𝐼2 (𝑡2𝑘)𝐾2 (𝑡1𝑘)] [𝐼2 (𝑡3𝑘)𝐾1 (𝑡2𝑘) + 𝐼1 (𝑡2𝑘)𝐾2 (𝑡3𝑘)] .

При той же внешней нагрузке, что и в предыдущем примере, вычислим каса-
тельное напряжение

𝜏2𝜌𝜙 (𝜌, 𝜁) = 2𝑃 *𝐺*
2

∞∑︁
𝑘=1

cos𝛽𝑘𝑏 sin𝛽𝑘𝜁

𝛽𝑘Δ3 (𝑘)
[𝐾2 (𝑡1𝑘) 𝐼2 (𝛼𝛽𝑘𝜌)− 𝐼2 (𝑡1𝑘)𝐾2 (𝛼𝛽𝑘𝜌)]

на линии 𝜌 = 𝑐2 сопряжения слоев.
Для цилиндра с параметрами 𝑎 : ℎ = 1 : 4, 𝑐1 = 0.5; 𝑐2 = 0.75 и 𝑏 = 0.8

значения величины 𝜏 = 𝜏2𝜌𝜙 (𝑐2, 𝜁) : 𝑃
* приведены на рисунке 2. Кривые 1, 2 и 3

отвечают соответственно отношению модулей сдвига слоев 𝐺1 : 𝐺2 = 2 : 1, 𝐺1 :
𝐺2 = 1 : 1, 𝐺1 : 𝐺2 = 1 : 2. Из приведенных результатов видно, что касательное
напряжение здесь существенно больше, чем в сплошном двухслойном цилиндре,
но в целом характер его распределения аналогичен первому примеру.

Заключение. Для решения осесимметричной задачи о кручении много-
слойного цилиндра использован новый подход, заключающийся в применении
конечного интегрального преобразования Фурье непосредственно к уравнению
Ламе относительно смещения. В результате решения полученной одномерной за-
дачи выведены рекуррентные соотношения для определения неизвестных посто-
янных интегрирования для каждого из слоев, что позволяет быстро и эффектив-
но их вычислять. Приведены формулы для определения смещения и напряжения
в каждом из слоев. Из построенного решения для сплошного многослойного ци-
линдра, взяв равным нулю модуль сдвига самого внутреннего слоя, получено
решение для полого многослойного цилиндра.

Изложенный метод решения проиллюстрирован двумя примерами — найдено
напряженное состояние в сплошном и полом двухслойных цилиндрах. Результа-
ты счета представлены в виде графиков.
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