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ПОПЕРЕЧНИЙ ЗГИН ПЛАСТИНИ, ПОСЛАБЛЕНОЇ РОЗРIЗОМ З
КОНТАКТУЮЧИМИ БЕРЕГАМИ

Шацький I. П. Поперечний згин пластини, послабленої розрiзом з контак-
туючими берегами. У двовимiрнiй постановцi розглядаються задачi про контактну
взаємодiю берегiв наскрiзних трiщин пiд час поперечного згину iзотропних пластин.
Явище закриття трiщини, зумовлене деформацiєю згину, враховується на пiдставi мо-
делi контакту вздовж лiнiї. За припущенням розмiри та розташування дефектiв є таки-
ми, що можна проiгнорувати їх взаємодiю з межею пластини. Закрiплення зовнiшнього
контура враховано у функцiях основного напруженого стану бездефектної пластини.
Детально розглянуто задачi про закриття короткої прямолiнiйної трiщини у круглiй та
трикутнiй пластинах пiд дiєю сталого тиску чи зосередженої сили.
Ключовi слова: пластина, закриття трiщини, поперечний згин.

Шацкий И. П. Поперечный изгиб пластины, ослабленной разрезом с
контактирующими кромками. В двумерной постановке рассмотрены задачи кон-
тактного взаимодействия кромок сквозных трещин при поперечном изгибе изотропных
пластин. Явление закрытия трещины, вызванное деформацией изгиба, учитывается на
основании модели контакта вдоль линии. По предположению размеры и положение де-
фектов такие, что можно пренебречь их взаимодействием с краем пластины. Закрепле-
ние внешнего контура учтено в функциях основного напряженного состояния пластины.
Подробно рассмотрены задачи о закрытии короткой прямолинейной трещины в круго-
вой и треугольной пластинах при действии постоянного давления либо сосредоточенной
силы.
Ключевые слова: пластина, закрытие трещины, поперечный изгиб.

Shatsky I. P. Transverse bending of plate weakened by the cut with contact-

ing edges. The problems of contact interaction of through cracks edges under transverse

bending of isotropic plates are considered in two-dimensional statement. The crack closure

phenomenon caused by bending deformation is taken into account on the basis of the model

of contact along the line. By assumption, the size and location of the faults allow to ignore

their interaction with the plate edges. Outer contour fixing has been accounted for in the

basic stress state functions of the plate. The problems concerning short rectilinear crack

closure in circular and triangular plates under the influence of constant pressure or concen-

trated force have been examined in depth.

Key words: plate, crack closure, transverse bending.

Вступ. Ефективним засобом дослiдження контактної взаємодiї берегiв трi-
щин за згину тонких пластин є аналiз закриття трiщини в рамках гiпотез прямої
нормалi на пiдставi моделi контакту вздовж лiнiї [1–6]. Цiй моделi вiдповiда-
ють крайовi задачi для пари бiгармонiчних рiвнянь плоского напруженого ста-
ну та згину (за Кiрхгофом) iз взаємопов’язаними крайовими умовами контакту
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на розрiзах. У працях [5, 6] засобами теорiї варiацiйних нерiвностей висвiтле-
но загальнотеоретичнi аспекти iснування, єдиностi та гладкостi розв’язкiв таких
задач. Конкретнi аналiтичнi результати для прямолiнiйної трiщини в безмежнiй
пластинi побудовано для випадку рiвномiрного згину [1, 3] та для довiльного зги-
нального навантаження, знакосталого на розрiзi [2, 4]. В разi поперечного згину
надтрiснутої пластини несамозрiвноваженим поперечним навантаженням вини-
кає потреба задовольнити додатковим крайовим умовам на контурi закрiплення,
що, зазвичай, унеможливлює побудови аналiтичних розв’язкiв.

Метою цього повiдомлення є побудова головних членiв асимптотичних розв’яз-
кiв задач поперечного згину обмежених пластин з вiддаленими вiд краю корот-
кими наскрiзними трiщинами, береги яких контактують у лицьовiй поверхнi.

Основнi результати
1. Постановка задачi. Нехай тонка iзотропна пластина, що займає в де-

картових координатах область (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Ω × [−ℎ, ℎ], послаблена прямолiнiйною
трiщиною завдовжки 2𝑙, розташованою вздовж вiдрiзка осi абсцис: 𝑦 = 0, 𝑥 ∈
(−𝑙, 𝑙). На лицьових поверхнях 𝑧 = ±ℎ пластини задано поперечне навантаження
𝜎𝑧(𝑥, 𝑦, ℎ)− 𝜎𝑧(𝑥, 𝑦, −ℎ) = 𝑞(𝑥, 𝑦), її край довiльним чином закрiплений, береги
розрiзу вiльнi вiд зовнiшньої дiї. Слiд визначити напружений стан пластини з
урахуванням контакту берегiв трiщини, спричиненого деформацiєю згину.

Аналiз закриття трiщини проводили у двовимiрнiй постановцi в рамках гi-
потез прямої нормалi на пiдставi моделi контакту вздовж лiнiї [1–6]. Цiй моделi
вiдповiдають крайовi задачi для пари бiгармонiчних рiвнянь теорiй плоского на-
пруженого стану та згину iз взаємопов’язаними крайовими умовами гладкого
контакту на розрiзi:

ΔΔ𝜙 = 0, 𝐷ΔΔ𝑤 = 𝑞(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω∖{𝑦 = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑙)}; (1)

[𝑢𝑦] = ℎ|[𝜗𝑦]| > 0,𝑀𝑦 = ℎ𝑁𝑦𝑠𝑔𝑛[𝜗𝑦], 𝑁𝑦 6 0, 𝑦 = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑙); (2)

𝑁𝑥𝑦 = 0, 𝑃𝑥𝑦 = 𝐶, 𝑦 = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑙). (3)

Тут 𝜙 – функцiя Ерi, 𝑤 – прогин пластини, Δ – оператор Лапласа; [𝑢𝑥], [𝑢𝑦],
[𝜗𝑥], [𝜗𝑦] – стрибки перемiщень та кутiв повороту нормалi на розрiзi; 𝑁𝑦, 𝑁𝑥𝑦 –
нормальне та дотичне мембраннi зусилля; 𝑀𝑦, 𝑃𝑥𝑦 – згинальний та узагальнений
крутний моменти (𝑃𝑥𝑦 = 𝜕−1𝑄𝑦/𝜕𝑥 +𝑀𝑥𝑦, 𝑄𝑦 – перерiзувальна сила); 𝐶 – до-
вiльна стала; 𝐷 = 2𝐸ℎ3/(3(1− 𝜈2)), 𝐸 i 𝜈 – модуль Юнга та коефiцiєнт Пуассона
матерiалу пластини.

Пiд значеннями функцiй 𝑁𝑦, 𝑁𝑥𝑦, 𝑀𝑦, 𝑃𝑥𝑦 на (−𝑙, 𝑙) розумiємо пiвсуми їхнiх
граничних значень на берегах розрiзу. Самi ж функцiї при переходi через розрiз
змiнюються неперервно:

[𝑁𝑦] = 0, [𝑁𝑥𝑦] = 0, [𝑀𝑦] = 0, [𝑃𝑥𝑦] = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑙).

На зовнiшнiй межi 𝜕Ω слiд задати iще певнi умови закрiплення. Ця обставина
не дає можливостi побудувати аналiтичний розв’язок задачi; у разi використання
методу iнтегральних рiвнянь необхiдним є знання функцiй Ґрiна бiгармонiчних
рiвнянь для областi Ω з однорiдними крайовими умовами на 𝜕Ω або ж побудова
чотирьох додаткових рiвнянь на зовнiшньому контурi.
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2. Побудова наближеного розв’язку. Нехай розмiри та розташування де-
фекту є такими, що можна проiгнорувати його взаємодiю з межею пластини. Це
означає, що виконується сильна нерiвнiсть: 𝑙 << 𝑎min, де 𝑎min – найкоротша вiд-
даль вiд центра розрiзу до краю пластини. Вiдтак, для побудови iнтегральних
рiвнянь задач плоского напруженого стану та згину iз взаємопов’язаними умова-
ми на розрiзi використаємо фундаментальнi розв’язки бiгармонiчних рiвнянь у
безмежнiй площинi. Закрiплення зовнiшнього контура, яке забезпечує глобальну
рiвновагу об’єкта, врахуємо у функцiях основного напруженого стану бездефект-
ної пластини. Iнтегральнi подання зусиль та моментiв на розрiзi через похiднi вiд
функцiй стрибка будуть [7–9]:

𝑁𝑦(𝑥, 0) =
𝐵

4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝑢𝑦]
′
(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉, 𝑀𝑦(𝑥, 0) =𝑀0

𝑦 (𝑥, 0)−
𝐷𝑎0
4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝜗𝑦]
′
(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉,

𝑁𝑥𝑦(𝑥, 0) =
𝐵

4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝑢𝑥]
′
(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉, 𝑃𝑥𝑦(𝑥, 0) = 𝑃 0

𝑥𝑦(𝑥, 0)−
𝐷𝑎0
4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝜗𝑥]
′
(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉, (4)

де 𝑀0
𝑦 (𝑥, 0), 𝑃

0
𝑥𝑦(𝑥, 0) – вiдомi компоненти основного напруженого стану безде-

фектної пластини, навантаженої 𝑞(𝑥, 𝑦) та iдентично закрiпленої на 𝜕Ω; 𝐵 = 2𝐸ℎ,
𝑎0 = (3 + 𝜈)(1− 𝜈).

Нехай функцiя 𝑀0
𝑦 (𝑥, 0) – знакостала на (−𝑙, 𝑙). За такого припущення умо-

ви контакту вздовж лiнiї (2) виконуються на всьому розрiзi [3] (в iншому разi
слiд розглядати змiшану задачу з невiдомими пiдконтурами контакту та вiльного
краю). Пiдстановкою виразiв (4) в умови (2), (3) дiстали систему сингулярних iн-
тегральних рiвнянь, що розпадається на двi незалежнi системи, якi вiдповiдають
симетричному та антисиметричному вiдносно осi абсцис розподiлам напружень:

[𝑢𝑦]
′
(𝑥) = ℎ[𝜗𝑦]

′
(𝑥)𝑠𝑔𝑛[𝜗𝑦](𝑥),

𝐷𝑎0
4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝜗𝑦]
′
(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉 +

𝐵ℎ

4𝜋
𝑠𝑔𝑛[𝜗𝑦](𝑥)

𝑙∫︁
−𝑙

[𝑢𝑦]
′
(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉 =𝑀0

𝑦 (𝑥, 0), 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑙); (5)

𝐵

4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝑢𝑥]
′
(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉 = 0,

𝐷𝑎0
4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝜗𝑥]
′
(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉 = 𝑃 0

𝑥𝑦(𝑥, 0) + 𝐶, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑙). (6)

Рiвняння (5), (6) за додаткових умов

[𝑢𝑦](±𝑙) = 0, [𝑢𝑥](±𝑙) = 0, [𝜗𝑦](±𝑙) = 0, [𝜗𝑥](±𝑙) = 0, [𝑤](±𝑙) = 0

мають замкнутий розв’язок:

[𝑢𝑦](𝑥) =
4𝜅 |𝑚(𝑥)|
𝐵ℎ(1 + 𝜅)

, [𝜗𝑦](𝑥) = − 4𝑚(𝑥)

𝐷𝑎0(1 + 𝜅)
;

[𝑢𝑥](𝑥) = 0, [𝜗𝑥](𝑥) = −4𝑝(𝑥)

𝐷𝑎0
; (7)
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𝑚(𝑥) =
1

2𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

Γ0(𝑥, 𝜉)𝑀
0
𝑦 (𝜉, 0)𝑑𝜉,

𝑝(𝑥) =
1

2𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

Γ0(𝑥, 𝜉) (𝑃
0
𝑥𝑦(𝜉, 0) + 𝐶) 𝑑𝜉; (8)

𝐶 = −
𝑙∫︁

−𝑙

√︀
𝑙2 − 𝜉2 𝑃 0

𝑥𝑦(𝜉, 0) 𝑑𝜉, Γ0(𝑥, 𝜉) = ln
𝑙2 − 𝜉𝑥+

√︀
𝑙2 − 𝜉2

√
𝑙2 − 𝑥2

𝑙2 − 𝜉𝑥−
√︀
𝑙2 − 𝜉2

√
𝑙2 − 𝑥2

,

𝜅 =
𝐵ℎ2

𝐷𝑎0
=

3(1 + 𝜈)

3 + 𝜈
.

Пiдставляючи стрибки перемiщень у вирази (4), знаходимо контактну реак-
цiю мiж зiмкнутими берегами розрiзу

𝑁𝑦(𝑥, 0) = − 𝜅

1 + 𝜅

|𝑀0
𝑦 (𝑥, 0)|
ℎ

, (9)

розподiл якої повторює профiль знакосталого моменту основного напруженного
стану.

Розв’язковi (7) вiдповiдають коефiцiєнти iнтенсивностi зусиль (𝐾𝑁 , 𝐾𝑆) та
моментiв (𝐾𝑀 , 𝐾𝐻):

𝐾±
𝑁 =

√
𝑙

ℎ

𝜅

1 + 𝜅
|𝐼∓𝑚|, 𝐾±

𝑀 =

√
𝑙

1 + 𝜅
𝐼∓𝑚, 𝐾

±
𝑆 = 0, 𝐾±

𝐻 =
√
𝑙𝐼∓𝑝 ; (10)

𝐼±𝑚 =
1

𝜋
√
𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

√︃
𝑙 ± 𝜉

𝑙 ∓ 𝜉
𝑀0

𝑦 (𝜉, 0)𝑑𝜉, 𝐼
±
𝑝 =

1

𝜋
√
𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

√︃
𝑙 ± 𝜉

𝑙 ∓ 𝜉
(𝑃 0

𝑦𝑥(𝜉, 0) + 𝐶) 𝑑𝜉. (11)

При побудовi iнтегральних рiвнянь задачi знехтували регулярними ядра-
ми завбiльшки 𝑂((𝑙/𝑎min)

2). Щоби зберегти прийнятий рiвень точностi, у фун-
кцiях 𝑀0

𝑦 (𝑥, 0), 𝑃
0
𝑥𝑦(𝑥, 0) теж доцiльно зберiгати лише величини, бiльшi, нiж

𝑂((𝑙/𝑎min)
2). Тодi вирази (7)–(11) трактуємо як головнi члени асимптотичного

розв’язку задачi поперечного згину.
3. Приклади. Розглянутi нижче приклади стосуються випадкiв симетрiї

областi Ω та навантаження 𝑞 вiдносно лiнiї розташування трiщини, для яких
𝑃 0
𝑥𝑦(𝑥, 0) = 0, а отже 𝑝(𝑥) = 0, 𝐼±𝑝 = 0. Пiдраховуючи квадратури (8) i (11),

у виразах для 𝑀0
𝑦 (𝑥, 0), взятих iз книги [10], зберiгали члени, не меншi, нiж

𝑂((𝑙/𝑎min)).
Нехай кругова пластина з радiусом 𝑎 послаблена центральною трiщиною зав-

довжки 2𝑙 << 𝑎 i навантажена рiвномiрно розподiленим тиском 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑞 =
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Для жорстко затиснутого краю

𝑀0
𝑦 (𝑥, 0) = 𝑞𝑎2

1 + 𝜈

16
;
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𝑚(𝑥) = 𝑞𝑎2
1 + 𝜈

16

√︀
𝑙2 − 𝑥2, 𝐼±𝑚 = 𝑞𝑎2

1 + 𝜈

16
;

для шарнiрно опертого краю

𝑀0
𝑦 (𝑥, 0) = 𝑞𝑎2

3 + 𝜈

16
;

𝑚(𝑥) = 𝑞𝑎2
3 + 𝜈

16

√︀
𝑙2 − 𝑥2, 𝐼±𝑚 = 𝑞𝑎2

3 + 𝜈

16
.

У разi навантаження кругової пластини зосередженою силою 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑄𝛿(𝑥, 𝑦),
прикладеною в початку координат, для затиснутого краю

𝑀0
𝑦 (𝑥, 0) =

𝑃

4𝜋

(︂
(1 + 𝜈) ln

𝑎

|𝑥|
− 𝜈

)︂
;

𝑚(𝑥) =
𝑃

4𝜋

(︂(︂
1 + (1 + 𝜈) ln

2𝑎

𝑙

)︂√︀
𝑙2 − 𝑥2 − (1 + 𝜈)

(︁𝜋
2
|𝑥| − 𝑥 arcsin

𝑥

𝑙

)︁)︂
,

𝐼±𝑚 =
𝑃

4𝜋

(︂
(1 + 𝜈) ln

2𝑎

𝑙
− 𝜈

)︂
;

для шарнiрно опертого краю

𝑀0
𝑦 (𝑥, 0) =

𝑃

4𝜋

(︂
(1 + 𝜈) ln

𝑎

|𝑥|
+ 1− 𝜈

)︂
;

𝑚(𝑥) =
𝑃

4𝜋

(︂(︂
2 + (1 + 𝜈) ln

2𝑎

𝑙

)︂√︀
𝑙2 − 𝑥2 − (1 + 𝜈)

(︁𝜋
2
|𝑥| − 𝑥 arcsin

𝑥

𝑙

)︁)︂
,

𝐼±𝑚 =
𝑃

4𝜋

(︂
(1 + 𝜈) ln

2𝑎

𝑙
+ 1− 𝜈

)︂
.

Нехай трикутна пластина з шарнiрно опертим краєм навантажена сталим за
координатами тиском 𝑞. Розрiз (−𝑙, 𝑙) розташований на бiсектрисi [−𝑎/3, 2𝑎/3]
рiвнобiчного трикутника заввишки 𝑎. Тодi

𝑀0
𝑦 (𝑥, 0) = 𝑞𝑎2

(︂
1 + 𝜈

54
+

1− 𝜈

24

𝑥

𝑎

)︂
;

𝑚(𝑥) = 𝑞𝑎2
(︂
1 + 𝜈

54
+

1− 𝜈

48

𝑥

𝑎

)︂√︀
𝑙2 − 𝑥2, 𝐼±𝑚 = 𝑞𝑎2

(︂
1 + 𝜈

54
∓ 1− 𝜈

48

𝑙

𝑎

)︂
.

Формальною пiдстановкою 𝜅 = 0 iз виразiв (7)–(11) можна дiстати наближенi
розв’язки, якi вiдповiдають класичнiй постановцi без урахування контакту бере-
гiв [8, 11].

Висновки. Таким чином, побудовано головнi члени асимптотичного роз-
в’язку задачi поперечного згину пластини Кiрхгофа з прямолiнiйною контактною
трiщиною, якi рекомендуємо для наближеної (з точнiстю 𝑂((𝑙/𝑎min)

2)) експрес-
оцiнки пружної та граничної рiвноваги пластинчастих конструкцiй з дефектами.
Число прикладiв, подiбних до наведених, можна без значних зусиль збiльшити,
оскiльки в лiтературi є багато готових розв’язкiв для суцiльних пластин пiд по-
перечним навантаженням з рiзноманiтним закрiпленням криволiнiйних границь.
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