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ВИПАДКОВИХ ВЕЛИЧИН

Ємець О. О., Барболiна Т. М. Про адитивну операцiю на множинi дискре-
тних випадкових величин. Розглядається пiдхiд до визначення адитивної операцiї
на множинi дискретних випадкових величин, у результатi якої зберiгається кiлькiсть
можливих значень випадкових величин. Встановлюються умови, за яких операцiя є ко-
мутативною та асоцiативною.
Ключовi слова: дискретна випадкова величина, адитивна операцiя, комутативнiсть,
асоцiативнiсть.

Емец О. А., Барболiна Т. Н. Об аддитивной операции на множестве дис-
кретных случайных величин. Рассматривается подход к определению аддитивной
операции на множестве дискретных случайных величин, в результате которой сохраня-
ется количество возможных значений случайных величин. Устанавливаются условия,
при которых операция является коммутативной и ассоциативной.
Ключевые слова: дискретная случайная величини, аддитивная операция, коммута-
тивность, ассоциативность.

Iemets O. O., Barbolina T. M. About additive operation on set of discrete

random variable. Authors propose an approach to determine an additive operation on set

of discrete random variables. Result of this operation has as much possible values, how many

operands. Conditions under which operation is commutative and associative are determined.

Key words: discrete random variable, additive operation, commutative, associative.

Вступ. Iмовiрнiсний характер початкових даних, що має мiсце у багатьох
практичних задачах, звертає увагу дослiдникiв на розвиток моделей i методiв
теорiї ймовiрностей та стохастичного програмування (див., наприклад: [1–6]).

При побудовi моделей задач стохастичної оптимiзацiї виникає питання про
те, що вважати допустимим розв’язком i як визначати кращий розв’язок. Один
iз пiдходiв до вирiшення зазначеної проблеми ґрунтується на введеннi вiдношен-
ня порядка на множинi дискретних випадкових величин, наприклад, так, як це
було зроблено в [6]. Мiнiмум на скiнченнiй множинi дискретних випадкових ве-
личин розумiється як дискретна випадкова величина, що є першою у порядку
випадкових величин, пронумерованих згiдно з лiнiйним порядком.

Одна iз запропонованих у [6] постановок задач полягає у пошуку мiнiмуму
функцiї

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗𝑥𝑗
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в областi

𝑆 = {(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)|
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 ⪯ 𝑏𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚}.

Тут принаймнi деякi з величин 𝑥𝑗 , 𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖, 𝑐𝑗 є дискретними випадковими ве-
личинами, ⪯ – символ вiдношення порядку на множинi дискретних випадкових
величин, який встановлюється на основi порiвняння математичних сподiвань,
дисперсiй, а у випадку їх рiвностi — можливих значень випадкових величин та
їх iмовiрностей.

Слiд вiдзначити, що при виконаннi арифметичних операцiй над дискретними
випадковими величинами кiлькiсть можливих значень результату збiльшується
у порiвняннi з операндами. Зокрема, як вiдомо, множина значень дискретної ви-
падкової величини 𝑍 = 𝑋+𝑌 (𝑋, 𝑌 — незалежнi дискретнi випадковi величини)
є множина рiзних значень сум вигляду 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 , де 𝑥𝑖 i 𝑦𝑗 — можливi значення
випадкових величин 𝑋 i 𝑌 . Це означає, що коли 𝑋 i 𝑌 мають вiдповiдно 𝑘 i 𝑚
значень, то сума 𝑋+𝑌 може мати до 𝑛𝑚 значень. Отже, якщо кожний iз 𝑛 додан-
кiв має 𝑘 можливих значень, то сума у найгiршому з точки зору обчислювальної
складностi випадку матиме 𝑘𝑛 значень. Цей факт створює суттєвi обчислювальнi
складностi при значнiй кiлькостi доданкiв.

Аналогiчнi труднощi виникають також i при виконаннi операцiй над нечiтки-
ми числами. Один iз алгоритмiв зменшення кiлькостi елементiв носiя дискрет-
ного нечiткого числа розглянуто в [7]. Однак цей пiдхiд не може бути використа-
ний для випадкових величин, оскiльки застосування запропонованих в [7] пере-
творень до ряду розподiлу дискретної випадкової величини веде до порушення
умови, що сума iмовiрностей повинна дорiвнювати одиницi.

Дана стаття присвячена розгляду питання про можливiсть введення адитив-
ної бiнарної операцiї, у результатi якої зберiгається кiлькiсть можливих значень
дискретних випадкових величин.

Основнi результати. Для простоти викладу розглядатимемо дискретнi
випадковi величини, якi мають три можливих значення. Дискретнi випадковi
величини позначатимемо великими латинськими лiтерами (𝑋, 𝑌 ), їх можливi
значення — малими (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), а вiдповiднi ймовiрностi через 𝑝𝑋1 , 𝑝𝑋2 , 𝑝𝑋3 , 𝑝𝑌1 , 𝑝𝑌2 , 𝑝𝑌3 .

Визначимо операцiю ⊕ таким рядом розподiлу

Значення 𝑋 ⊕ 𝑌 𝑥1 + 𝑦1 𝑥2 + 𝑦2 𝑥3 + 𝑦3

Їх ймовiрностi 𝑝𝑋⊕𝑌
1 𝑝𝑋⊕𝑌

2 𝑝𝑋⊕𝑌
3

де iмовiрностi визначаються так (𝛼𝑡
𝑖𝑗 — деякi невiд’ємнi дiйснi коефiцiєнти):

𝑝𝑋⊕𝑌
𝑡 =

3∑︁
𝑖=1

3∑︁
𝑗=1

𝛼𝑡
𝑖𝑗𝑝

𝑋
𝑖 𝑝

𝑌
𝑗 𝑡 = 1, 2, 3. (1)

Зауважимо, що сума величин (1) повинна дорiвнювати одиницi:

𝑝𝑋⊕𝑌
1 + 𝑝𝑋⊕𝑌

2 + 𝑝𝑋⊕𝑌
3 =

3∑︁
𝑡=1

3∑︁
𝑖=1

3∑︁
𝑗=1

𝛼𝑡
𝑖𝑗𝑝

𝑋
𝑖 𝑝

𝑌
𝑗 = 1.
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З точки зору потреб моделювання цiлком природно вимагати, щоб уведе-
на операцiя була комутативною й асоцiативною. Наприклад, знаходження суми
дискретних випадкових величин виникає в деяких задачах упакування прямоку-
тникiв зi стохастичними параметрами (можливi пiдходи до побудови вiдповiдних
моделей див. в [8]). Зрозумiло, що при цьому результат повинен визначатися ли-
ше розмiщенням прямокутникiв i не залежати вiд порядку обчислення суми.

З’ясуємо, якi умови повиннi задовольняти коефiцiєнти 𝛼𝑡
𝑖𝑗 , щоб операцiя ⊕

була комутативною й асоцiативною. Оскiльки значення величин 𝑋⊕𝑌 i 𝑌 ⊕𝑋, а
також (𝑋 ⊕ 𝑌 )⊕𝑍 i 𝑋⊕ (𝑌 ⊕ 𝑍), очевидно, однаковi, то залишається перевiрити
рiвнiсть iмовiрностей.

Розглянемо спочатку виконання комутативностi. Для цього обчислимо рiзни-
цi (𝑡 = 1, 2, 3)

𝑝𝑋⊕𝑌
𝑡 − 𝑝𝑌⊕𝑋

𝑡 =
3∑︀

𝑖=1

3∑︀
𝑗=1

𝛼𝑡
𝑖𝑗𝑝

𝑋
𝑖 𝑝

𝑌
𝑗 −

3∑︀
𝑖=1

3∑︀
𝑗=1

𝛼𝑡
𝑖𝑗𝑝

𝑌
𝑖 𝑝

𝑋
𝑗 =

=
3∑︀

𝑖=1

3∑︀
𝑗=1

𝛼𝑡
𝑖𝑗

(︀
𝑝𝑋𝑖 𝑝

𝑌
𝑗 − 𝑝𝑌𝑖 𝑝

𝑋
𝑗

)︀
= 𝛼𝑡

12

(︀
𝑝𝑋1 𝑝

𝑌
2 − 𝑝𝑌1 𝑝

𝑋
2

)︀
+

+𝛼𝑡
21

(︀
𝑝𝑋2 𝑝

𝑌
1 − 𝑝𝑌2 𝑝

𝑋
1

)︀
+ 𝛼𝑡

13

(︀
𝑝𝑋1 𝑝

𝑌
3 − 𝑝𝑌1 𝑝

𝑋
3

)︀
+ 𝛼𝑡

31

(︀
𝑝𝑋3 𝑝

𝑌
1 − 𝑝𝑌3 𝑝

𝑋
1

)︀
+

+𝛼𝑡
23

(︀
𝑝𝑋2 𝑝

𝑌
3 − 𝑝𝑌2 𝑝

𝑋
3

)︀
+ 𝛼𝑡

32

(︀
𝑝𝑋3 𝑝

𝑌
2 − 𝑝𝑌3 𝑝

𝑋
2

)︀
=
(︀
𝑝𝑋1 𝑝

𝑌
2 − 𝑝𝑌1 𝑝

𝑋
2

)︀
(𝛼𝑡

12 − 𝛼𝑡
21)+

+
(︀
𝑝𝑋1 𝑝

𝑌
3 − 𝑝𝑌1 𝑝

𝑋
3

)︀
(𝛼𝑡

13 − 𝛼𝑡
31) + +

(︀
𝑝𝑋2 𝑝

𝑌
3 − 𝑝𝑌2 𝑝

𝑋
3

)︀
(𝛼𝑡

23 − 𝛼𝑡
32) .

Уведена операцiя ⊕ є комутативною тодi i лише тодi, коли при будь-яких
значеннях iмовiрностей 𝑝𝑋1 , 𝑝𝑋2 , 𝑝𝑋3 , 𝑝𝑌1 , 𝑝𝑌2 , 𝑝𝑌3 рiзницi 𝑝𝑋⊕𝑌

𝑡 −𝑝𝑌⊕𝑋
𝑡 дорiвнюють

нулю (𝑡 = 1, 2, 3).
Зокрема, для 𝑝𝑋1 = 1

3 , 𝑝𝑋2 = 0, 𝑝𝑋3 = 2
3 , 𝑝𝑌1 = 3

4 , 𝑝𝑌2 = 0, 𝑝𝑌3 = 1
4 маємо(︂

1

3
· 1
4
− 3

4
· 2
3

)︂(︀
𝛼𝑡
13 − 𝛼𝑡

31

)︀
= 0,

звiдки 𝛼𝑡
13 = 𝛼𝑡

31. Аналогiчно при 𝑝𝑋1 = 0, 𝑝𝑋2 = 1
3 , 𝑝𝑋3 = 2

3 , 𝑝𝑌1 = 0, 𝑝𝑌2 = 3
4 ,

𝑝𝑌3 = 1
4 маємо 𝛼𝑡

23 = 𝛼𝑡
32, а з 𝑝𝑋1 = 1

3 , 𝑝𝑋2 = 2
3 , 𝑝𝑋3 = 0, 𝑝𝑌1 = 3

4 , 𝑝𝑌2 = 1
4 , 𝑝𝑌3 = 0

отримуємо 𝛼𝑡
12 = 𝛼𝑡

21.
Якщо виконуються рiвностi 𝛼𝑡

12 = 𝛼𝑡
21, 𝛼𝑡

13 = 𝛼𝑡
31, 𝛼𝑡

23 = 𝛼𝑡
32 (𝑡 = 1, 2, 3), то

𝑝𝑋⊕𝑌
𝑡 − 𝑝𝑌⊕𝑋

𝑡 =
(︀
𝑝𝑋1 𝑝

𝑌
2 − 𝑝𝑌1 𝑝

𝑋
2

)︀
· 0 +

(︀
𝑝𝑋1 𝑝

𝑌
3 − 𝑝𝑌1 𝑝

𝑋
3

)︀
· 0+

+
(︀
𝑝𝑋2 𝑝

𝑌
3 − 𝑝𝑌2 𝑝

𝑋
3

)︀
· 0 = 0

незалежно вiд значень iмовiрностей 𝑝𝑋1 , 𝑝𝑋2 , 𝑝𝑋3 , 𝑝𝑌1 , 𝑝𝑌2 , 𝑝𝑌3 . Таким чином, необхiд-
ною й достатньо умовою комутативностi операцiї ⊕ є виконання умов 𝛼𝑡

𝑖𝑗 = 𝛼𝑡
𝑗𝑖

(𝑖 = 1, 2, 3; 𝑗 = 1, 2, 3).
Розглянемо тепер умови, при яких введена операцiя буде асоцiативною. Об-

числимо вiдповiднi ймовiрностi:

𝑝
(𝐴⊕𝐵)⊕𝐶
𝑡 =

3∑︀
𝑘=1

3∑︀
𝑙=1

𝛼𝑡
𝑘𝑙𝑝

𝐴⊕𝐵
𝑘 𝑝𝐶𝑙 =

3∑︀
𝑙=1

3∑︀
𝑘=1

𝛼𝑡
𝑘𝑙𝑝

𝐶
𝑙

(︃
3∑︀

𝑖=1

3∑︀
𝑗=1

𝛼𝑘
𝑖𝑗𝑝

𝐴
𝑖 𝑝

𝐵
𝑗

)︃
=

=
3∑︀

𝑖=1

3∑︀
𝑗=1

3∑︀
𝑘=1

3∑︀
𝑙=1

𝛼𝑡
𝑘𝑙𝛼

𝑘
𝑖𝑗𝑝

𝐴
𝑖 𝑝

𝐵
𝑗 𝑝

𝐶
𝑙 ,
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𝑝
𝐴⊕(𝐵⊕𝐶)
𝑡 =

3∑︀
𝑖=1

3∑︀
𝑘=1

𝛼𝑡
𝑖𝑘𝑝

𝐴
𝑖 𝑝

𝐵⊕𝐶
𝑘 =

3∑︀
𝑖=1

3∑︀
𝑘=1

𝛼𝑡
𝑖𝑘𝑝

𝐴
𝑖

(︃
3∑︀

𝑗=1

3∑︀
𝑙=1

𝛼𝑘
𝑗𝑙𝑝

𝐵
𝑗 𝑝

𝐶
𝑙

)︃
=

=
3∑︀

𝑖=1

3∑︀
𝑗=1

3∑︀
𝑘=1

3∑︀
𝑙=1

𝛼𝑡
𝑖𝑘𝛼

𝑘
𝑗𝑙𝑝

𝐴
𝑖 𝑝

𝐵
𝑗 𝑝

𝐶
𝑙 .

Розглянемо спочатку доволi сильну достатню умову асоцiативностi: рiвнiсть
коефiцiєнтiв у сумах при однакових значеннях iндексiв 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙:

𝛼𝑘
𝑖𝑗𝛼

𝑡
𝑘𝑙 = 𝛼𝑡

𝑖𝑘𝛼
𝑘
𝑗𝑙 ∀𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑡 = 1, 2, 3 (2)

або
𝛼𝑘
𝑖𝑗

𝛼𝑘
𝑗𝑙

=
𝛼𝑡
𝑖𝑘

𝛼𝑡
𝑘𝑙

∀𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙, 𝑡 = 1, 2, 3.

Звiдси
𝛼𝑘
𝑖1

𝛼𝑘
𝑗1

=
𝛼𝑘
𝑖2

𝛼𝑘
𝑗2

=
𝛼𝑘
𝑖3

𝛼𝑘
𝑗3

=
𝛼𝑡
𝑖𝑘

𝛼𝑡
𝑘𝑙

∀𝑖, 𝑘, 𝑙, 𝑡 = 1, 2, 3.

Зокрема, 𝛼𝑘
11

𝛼𝑘
21

=
𝛼𝑘

12

𝛼𝑘
22

, звiдки 𝛼𝑘
12 =

√︀
𝛼𝑘
11𝛼

𝑘
22 для всiх 𝑘 = 1, 2, 3. Аналогiчно

для всiх 𝑘 = 1, 2, 3 маємо 𝛼𝑘
13 =

√︀
𝛼𝑘
11𝛼

𝑘
33, 𝛼

𝑘
23 =

√︀
𝛼𝑘
22𝛼

𝑘
33.

Тодi

𝑝𝐴⊕𝐵
𝑡 = 𝛼𝑡

11𝑝
𝐴
1 𝑝

𝐵
1 +

√︀
𝛼𝑡
11𝛼

𝑡
22𝑝

𝐴
1 𝑝

𝐵
2 +

√︀
𝛼𝑡
11𝛼

𝑡
33𝑝

𝐴
1 𝑝

𝐵
3 +

√︀
𝛼𝑡
11𝛼

𝑡
22𝑝

𝐴
2 𝑝

𝐵
1 +

+𝛼𝑡
22𝑝

𝐴
2 𝑝

𝐵
2 +

√︀
𝛼𝑡
22𝛼

𝑡
33𝑝

𝐴
2 𝑝

𝐵
3 +

√︀
𝛼𝑡
11𝛼

𝑡
33𝑝

𝐴
3 𝑝

𝐵
1 +

√︀
𝛼𝑡
22𝛼

𝑡
33𝑝

𝐴
3 𝑝

𝐵
3 + 𝛼𝑡

33𝑝
𝐴
3 𝑝

𝐵
3 =

= 𝛼𝑡
11

(︁
𝑝𝐴1 +

√︁
𝛼𝑡

22

𝛼𝑡
11
𝑝𝐴2 +

√︁
𝛼𝑡

33

𝛼𝑡
11
𝑝𝐴3

)︁(︁
𝑝𝐵1 +

√︁
𝛼𝑡

22

𝛼𝑡
11
𝑝𝐵2 +

√︁
𝛼𝑡

33

𝛼𝑡
11
𝑝𝐵3

)︁
.

При 𝑖 = 1, 𝑗 = 1, 𝑘 = 2, 𝑙 = 2, 𝑡 = 1 з (2) маємо 𝛼2
11𝛼

1
22 = 𝛼1

12𝛼
2
12, звiдки

𝛼2
12 =

𝛼2
11𝛼

1
22

𝛼1
12

, а при 𝑖 = 1, 𝑗 = 2, 𝑘 = 2, 𝑙 = 2, 𝑡 = 1 отримаємо 𝛼2
12𝛼

1
22 = 𝛼1

12𝛼
2
22.

Отже, 𝛼2
11𝛼

1
22

𝛼1
12

𝛼1
22 = 𝛼1

12𝛼
2
22, звiдки 𝛼2

11

𝛼2
22

=
(𝛼1

12)
2

(𝛼1
22)

2 =
𝛼1

11𝛼
1
22

(𝛼1
22)

2 =
𝛼1

11

𝛼1
22

.

Аналогiчно отримуємо, що 𝛼3
11

𝛼3
22

=
𝛼1

11

𝛼1
22

та 𝛼𝑘
11

𝛼𝑘
33

=
𝛼1

11

𝛼1
33

(𝑘 = 1, 2). Позначимо
𝛼𝑡

22

𝛼𝑡
11

= 𝜆, 𝛼𝑡
33

𝛼𝑡
11

= 𝜇 (𝑘 = 1, 2, 3). Тодi

𝑝𝐴⊕𝐵
𝑡 = 𝛼𝑡

11

(︀
𝑝𝐴1 + 𝜆𝑝𝐴2 + 𝜇𝑝𝐴3

)︀ (︀
𝑝𝐵1 + 𝜆𝑝𝐵2 + 𝜇𝑝𝐵3

)︀
.

З умови 𝑝𝐴⊕𝐵
1 + 𝑝𝐴⊕𝐵

2 + 𝑝𝐴⊕𝐵
3 = 1, отримуємо, що незалежно вiд значень

𝑝𝐴1 , 𝑝
𝐴
2 , 𝑝

𝐴
3 , 𝑝

𝐵
1 , 𝑝

𝐵
2 , 𝑝

𝐵
3 повинна виконуватися рiвнiсть(︀

𝛼1
11 + 𝛼2

11 + 𝛼3
11

)︀ (︀
𝑝𝐴1 + 𝜆𝑝𝐴2 + 𝜇𝑝𝐴3

)︀ (︀
𝑝𝐵1 + 𝜆𝑝𝐵2 + 𝜇𝑝𝐵3

)︀
= 1.

Зокрема, для 𝑝𝐴1 = 1, 𝑝𝐴2 = 𝑝𝐴3 = 0, 𝑝𝐵1 = 1, 𝑝𝐵2 = 𝑝𝐵3 = 0 маємо

𝛼1
11 + 𝛼2

11 + 𝛼3
11 = 1,
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а тодi також
(︀
𝑝𝐴1 + 𝜆𝑝𝐴2 + 𝜇𝑝𝐴3

)︀ (︀
𝑝𝐵1 + 𝜆𝑝𝐵2 + 𝜇𝑝𝐵3

)︀
= 1. При 𝑝𝐴1 = 𝑝𝐴3 = 0, 𝑝𝐴2 = 1.

𝑝𝐵1 = 𝑝𝐵3 = 0, 𝑝𝐵2 = 1 одержимо 𝜆 = 1, а при 𝑝𝐴1 = 𝑝𝐴2 = 0, 𝑝𝐴3 = 1, 𝑝𝐵1 = 𝑝𝐵2 = 0,
𝑝𝐵3 = 1 отримуємо 𝜇 = 1. Таким чином, 𝛼𝑡

22 = 𝛼𝑡
33 = 𝛼𝑡

11 ∀𝑡 = 1, 2, 3. Тодi також
𝛼𝑡
12 = 𝛼𝑡

21 =
√︀
𝛼𝑡
11𝛼

𝑡
11 = 𝛼𝑡

11, 𝛼𝑡
13 = 𝛼𝑡

31 = 𝛼𝑡
11, 𝛼𝑡

23 = 𝛼𝑡
32 = 𝛼𝑡

11. За таких умов

𝑝𝐴⊕𝐵
𝑡 = 𝛼𝑡

11

(︀
𝑝𝐴1 + 𝑝𝐴2 + 𝑝𝐴3

)︀ (︀
𝑝𝐵1 + 𝑝𝐵2 + 𝑝𝐵3

)︀
= 𝛼𝑡

11.

Але це означає, що ймовiрностi ряду розподiлу результату операцiї ⊕ не за-
лежать вiд iмовiрностей у рядах розподiлу операндiв. Тому такий пiдхiд до ви-
значення операцiї недоцiльний. Послабимо тепер достатню умову i вимагатимемо
рiвностi коефiцiєнтiв при однакових добутках 𝑝𝐴𝑖 𝑝𝐵𝑗 𝑝𝐶𝑙 , тобто

3∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘
𝑖𝑗𝛼

𝑡
𝑘𝑙 =

3∑︁
𝑘=1

𝛼𝑡
𝑖𝑘𝛼

𝑘
𝑗𝑙 ∀𝑖, 𝑗, 𝑙, 𝑡 = 1, 2, 3. (3)

Система мiстить 81 рiвняння з 27 невiдомими. Проте кiлькiсть рiвнянь можна
зменшити, якщо врахувати, що при перестановцi мiсцями значень 𝑖 та 𝑙 у рiвно-
стi (2) отримується така сама рiвнiсть. Дiйсно, при такiй перестановцi рiвнiсть
𝛼𝑘
𝑖𝑗𝛼

𝑡
𝑘𝑙 = 𝛼𝑡

𝑖𝑘𝛼
𝑘
𝑗𝑙 набуде вигляду 𝛼𝑘

𝑙𝑗𝛼
𝑡
𝑘𝑖 = 𝛼𝑡

𝑙𝑘𝛼
𝑘
𝑗𝑖. Оскiльки 𝛼𝑘

𝑖𝑗 = 𝛼𝑘
𝑗𝑖, 𝛼𝑘

𝑙𝑗 = 𝛼𝑘
𝑗𝑙,

𝛼𝑡
𝑘𝑖 = 𝛼𝑡

𝑖𝑘, 𝛼
𝑡
𝑘𝑙 = 𝛼𝑡

𝑙𝑘, то ця рiвнiсть, очевидно, збiгається з початковою. А тодi
однаковими при такiй перестановцi є i рiвностi вигляду (3). Отже, немає сенсу
розглядати рiвняння, якi вiдповiдають тим наборам iндексiв, у яких 𝑖 > 𝑙. Та-
кож при 𝑖 = 𝑙 вiдповiдна рiвнiсть перетворюється на тотожнiсть: 𝛼𝑘

𝑖𝑗𝛼
𝑡
𝑘𝑖 = 𝛼𝑡

𝑖𝑘𝛼
𝑘
𝑗𝑖.

Таким чином, у системi (3) можна розглядати лише тi iндекси, для яких викону-
ється умова 𝑖 < 𝑙. Таких рiвнянь буде 27:

𝛼1
11𝛼

1
12 + 𝛼2

11𝛼
1
22 + 𝛼3

11𝛼
1
32 = 𝛼1

11𝛼
1
12 + 𝛼1

12𝛼
2
12 + 𝛼1

13𝛼
3
12,

𝛼1
11𝛼

1
13 + 𝛼2

11𝛼
1
23 + 𝛼3

11𝛼
1
33 = 𝛼1

11𝛼
1
13 + 𝛼1

12𝛼
2
13 + 𝛼1

13𝛼
3
13,

𝛼1
12𝛼

1
12 + 𝛼2

12𝛼
1
22 + 𝛼3

12𝛼
1
32 = 𝛼1

11𝛼
1
22 + 𝛼1

12𝛼
2
22 + 𝛼1

13𝛼
3
22,

𝛼1
12𝛼

1
13 + 𝛼2

12𝛼
1
23 + 𝛼3

12𝛼
1
33 = 𝛼1

11𝛼
1
23 + 𝛼1

12𝛼
2
23 + 𝛼1

13𝛼
3
23,

𝛼1
13𝛼

1
12 + 𝛼2

13𝛼
1
22 + 𝛼3

13𝛼
1
32 = 𝛼1

11𝛼
1
32 + 𝛼1

12𝛼
2
32 + 𝛼1

13𝛼
3
32,

𝛼1
13𝛼

1
13 + 𝛼2

13𝛼
1
23 + 𝛼3

13𝛼
1
33 = 𝛼1

11𝛼
1
33 + 𝛼1

12𝛼
2
33 + 𝛼1

13𝛼
3
33,

𝛼1
21𝛼

1
13 + 𝛼2

21𝛼
1
23 + 𝛼3

21𝛼
1
33 = 𝛼1

21𝛼
1
13 + 𝛼1

22𝛼
2
13 + 𝛼1

23𝛼
3
13,

𝛼1
22𝛼

1
13 + 𝛼2

22𝛼
1
23 + 𝛼3

22𝛼
1
33 = 𝛼1

21𝛼
1
23 + 𝛼1

22𝛼
2
23 + 𝛼1

23𝛼
3
23,

𝛼1
23𝛼

1
13 + 𝛼2

23𝛼
1
23 + 𝛼3

23𝛼
1
33 = 𝛼1

21𝛼
1
33 + 𝛼1

22𝛼
2
33 + 𝛼1

23𝛼
3
33,

𝛼1
11𝛼

2
12 + 𝛼2

11𝛼
2
22 + 𝛼3

11𝛼
2
32 = 𝛼2

11𝛼
1
12 + 𝛼2

12𝛼
2
12 + 𝛼2

13𝛼
3
12,

𝛼1
11𝛼

2
13 + 𝛼2

11𝛼
2
23 + 𝛼3

11𝛼
2
33 = 𝛼2

11𝛼
1
13 + 𝛼2

12𝛼
2
13 + 𝛼2

13𝛼
3
13,

𝛼1
12𝛼

2
12 + 𝛼2

12𝛼
2
22 + 𝛼3

12𝛼
2
32 = 𝛼2

11𝛼
1
22 + 𝛼2

12𝛼
2
22 + 𝛼2

13𝛼
3
22,

𝛼1
12𝛼

2
13 + 𝛼2

12𝛼
2
23 + 𝛼3

12𝛼
2
33 = 𝛼2

11𝛼
1
23 + 𝛼2

12𝛼
2
23 + 𝛼2

13𝛼
3
23,

𝛼1
13𝛼

2
12 + 𝛼2

13𝛼
2
22 + 𝛼3

13𝛼
2
32 = 𝛼2

11𝛼
1
32 + 𝛼2

12𝛼
2
32 + 𝛼2

13𝛼
3
32,

𝛼1
13𝛼

2
13 + 𝛼2

13𝛼
2
23 + 𝛼3

13𝛼
2
33 = 𝛼2

11𝛼
1
33 + 𝛼2

12𝛼
2
33 + 𝛼2

13𝛼
3
33,

𝛼1
21𝛼

2
13 + 𝛼2

21𝛼
2
23 + 𝛼3

21𝛼
2
33 = 𝛼2

21𝛼
1
13 + 𝛼2

22𝛼
2
13 + 𝛼2

23𝛼
3
13,

𝛼1
22𝛼

2
13 + 𝛼2

22𝛼
2
23 + 𝛼3

22𝛼
2
33 = 𝛼2

21𝛼
1
23 + 𝛼2

22𝛼
2
23 + 𝛼2

23𝛼
3
23,

𝛼1
23𝛼

2
13 + 𝛼2

23𝛼
2
23 + 𝛼3

23𝛼
2
33 = 𝛼2

21𝛼
1
33 + 𝛼2

22𝛼
2
33 + 𝛼2

23𝛼
3
33,

𝛼1
11𝛼

3
12 + 𝛼2

11𝛼
3
22 + 𝛼3

11𝛼
3
32 = 𝛼3

11𝛼
1
12 + 𝛼3

12𝛼
2
12 + 𝛼3

13𝛼
3
12,

𝛼1
11𝛼

3
13 + 𝛼2

11𝛼
3
23 + 𝛼3

11𝛼
3
33 = 𝛼3

11𝛼
1
13 + 𝛼3

12𝛼
2
13 + 𝛼3

13𝛼
3
13,

𝛼1
12𝛼

3
12 + 𝛼2

12𝛼
3
22 + 𝛼3

12𝛼
3
32 = 𝛼3

11𝛼
1
22 + 𝛼3

12𝛼
2
22 + 𝛼3

13𝛼
3
22,

𝛼1
12𝛼

3
13 + 𝛼2

12𝛼
3
23 + 𝛼3

12𝛼
3
33 = 𝛼3

11𝛼
1
23 + 𝛼3

12𝛼
2
23 + 𝛼3

13𝛼
3
23,

𝛼1
13𝛼

3
12 + 𝛼2

13𝛼
3
22 + 𝛼3

13𝛼
3
32 = 𝛼3

11𝛼
1
32 + 𝛼3

12𝛼
2
32 + 𝛼3

13𝛼
3
32,
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𝛼1
13𝛼

3
13 + 𝛼2

13𝛼
3
23 + 𝛼3

13𝛼
3
33 = 𝛼3

11𝛼
1
33 + 𝛼3

12𝛼
2
33 + 𝛼3

13𝛼
3
33,

𝛼1
21𝛼

3
13 + 𝛼2

21𝛼
3
23 + 𝛼3

21𝛼
3
33 = 𝛼3

21𝛼
1
13 + 𝛼3

22𝛼
2
13 + 𝛼3

23𝛼
3
13,

𝛼1
22𝛼

3
13 + 𝛼2

22𝛼
3
23 + 𝛼3

22𝛼
3
33 = 𝛼3

21𝛼
1
23 + 𝛼3

22𝛼
2
23 + 𝛼3

23𝛼
3
23,

𝛼1
23𝛼

3
13 + 𝛼2

23𝛼
3
23 + 𝛼3

23𝛼
3
33 = 𝛼3

21𝛼
1
33 + 𝛼3

22𝛼
2
33 + 𝛼3

23𝛼
3
33.

Розв’язування даної системи досить складне i громiздке, проте можемо вказати
деякi її розв’язки. Одним iз розв’язкiв цiєї системи буде розв’язок, одержаний
вище за бiльш сильних умов: 𝛼𝑡

𝑖𝑗 = 𝛼𝑡
11 ∀𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. Iншим розв’язком є такий:

𝛼1
11 = 𝑥 (𝑥 ∈ [0; 1]), 𝛼1

12 = 𝛼1
21 = 𝛼1

13 = 𝛼1
31 = 1, 𝛼2

11 = 1 − 𝑥, 𝛼2
22 = 𝛼2

23 = 𝛼2
32 = 1,

𝛼2
33 = 𝑧 (𝑧 ∈ [0; 1]), 𝛼3

33 = 1−𝑧, решта величин дорiвнюють нулю. У цьому випадку

𝑝𝑋⊕𝑌
1 = 𝑥𝑝𝑋1 𝑝

𝑌
1 + 𝑝𝑋1 𝑝

𝑌
2 + 𝑝𝑋2 𝑝

𝑌
1 + 𝑝𝑋1 𝑝

𝑌
3 + 𝑝𝑋3 𝑝

𝑌
1 ,

𝑝𝑋⊕𝑌
2 = (1− 𝑥) 𝑝𝑋1 𝑝

𝑌
1 + 𝑝𝑋2 𝑝

𝑌
2 + 𝑝𝑋2 𝑝

𝑌
3 + 𝑝𝑋3 𝑝

𝑌
2 + 𝑧𝑝𝑋3 𝑝

𝑌
3 ,

𝑝𝑋⊕𝑌
3 = (1− 𝑧) 𝑝𝑋3 𝑝

𝑌
3 .

Висновки. У статтi розглянуто властивостi бiнарної адитивної операцiї
на множинi дискретних випадкових величин, яка має властивiсть незростання
кiлькостi можливих значень у результатi. Така характеристика введеної опе-
рацiї робить її привабливою з обчислювальної точки зору, зокрема, в задачах
стохастичного програмування. Актуальним напрямком подальших дослiджень є
встановлення взаємозв’язку мiж класичною операцiєю додавання дискретних ви-
падкових величин та операцiєю, запропонованою у данiй статтi, з урахуванням
вiдношень порядку.
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