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Novikov O. A., Rovenska O. G. Approximation of classes of Poisson integrals
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bounds of the deviations of trigonometric polynomials, generated by repeated de la Vallee

Poussin methods of summation, taken over classes of Poisson integrals.
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Введение. Целью работы является решение одной из экстремальных за-
дач теории приближения классов периодических функций линейными методами.
Изучены вопросы асимптотического поведения верхних граней уклонений линей-
ных операторов, порождаемых повторным применением методов суммирования
Валле Пуссена на классах периодических функций, представимых в виде инте-
гралов Пуассона. В работе применены методы исследования интегральных пред-
ставлений уклонений полиномов на классах функций, возникшие и получившие
свое развитие благодаря работам С. М. Никольского, С. Б. Стечкина, Н. П. Кор-
нейчука, В. К. Дзядика, А. И. Степанца и других.

Следуя А. И. Степанцу [1], обозначим 𝐶𝑞
𝛽,∞ и 𝐶𝑞

𝛽𝐻𝜔 — классы непрерывных
2𝜋-периодических функций 𝑓(𝑥), которые можно представить в виде свертки

𝑓(𝑥) = 𝐴0 +
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝜙(𝑥+ 𝑡)𝑃 𝑞
𝛽 (𝑡) 𝑑𝑡,

в которой

𝑃 𝑞
𝛽 (𝑡) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘 cos

(︂
𝑘𝑡+

𝛽𝜋

2

)︂
, 𝑞 ∈ (0; 1), 𝛽 ∈ R

c○Новиков О. А., Ровенская О. Г., 2014
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— ядро Пуассона, а функция 𝜙(𝑡), соответственно, такая, что выполняется усло-
вие esssup|𝜙(𝑡)| 6 1 или

|𝜙(𝑡′)− 𝜙(𝑡′′)| 6 𝜔(|𝑡′ − 𝑡′′|),∀𝑡′, 𝑡′′ ∈ R,

где 𝜔(𝑡) — произвольный фиксированный модуль непрерывности.
Известно (см., например, [2, с. 31]), что классы 𝐶𝑞

𝛽,∞ и 𝐶𝑞
𝛽𝐻𝜔, которые приня-

то называть классами интегралов Пуассона, состоят из функций 𝑓(𝑥), которые
являются сужениями на действительную ось функций 𝐹 (𝑧), аналитических в по-
лосе |Im𝑧| 6 ln 1

𝑞 .
Обозначим через 𝑆𝑛(𝑓 ;𝑥) частичные суммы ряда Фурье функции 𝑓 ∈ 𝐿

𝑆𝑛(𝑓 ;𝑥) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥.

Суммы Валле Пуссена функции 𝑓 ∈ 𝐿 (см. [2, с. 47]) определяются соотношением

𝑉𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) =
1

𝑝

𝑛−1∑︁
𝑘=𝑛−𝑝

𝑆𝑘(𝑓 ;𝑥).

Пусть 𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝑟 — произвольные натуральные числа, удовлетворяющие

условию
𝑟∑︀

𝑘=1

𝑝𝑘 < 𝑛. Функции 𝑓 ∈ 𝐿 поставим в соответствие последовательность
тригонометрических многочленов

𝑉
(𝑟)
𝑛,𝑝 (𝑓 ;𝑥) =

1

𝑝1

𝑛−1∑︁
𝑘1=𝑛−𝑝1

1

𝑝2

𝑘1∑︁
𝑘2=𝑘1−𝑝2+1

...
1

𝑝𝑟

𝑘𝑟−1∑︁
𝑘𝑟=𝑘𝑟−1−𝑝𝑟+1

𝑆𝑘𝑟
(𝑓 ;𝑥), (1)

которые будем называть 𝑟-повторними суммами Валле Пуссена (при 𝑟 = 2 см.
[3]).

Задача приближения классов интегралов Пуассона тригонометрическими по-
линомами имеет свою историю. В 1946 году С.М. Никольский [4] показал, что
для верхних граней уклонений частичных сумм Фурье, взятых по классам 𝐶𝑞

𝛽,∞,
имеет место асимптотическое равенство

ℰ𝑛
(︁
𝐶𝑞

𝛽,∞

)︁
df
= sup

𝑓∈𝐶𝑞
𝛽,∞

||𝑓(𝑥)− 𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥)||𝐶 =
8𝑞𝑛

𝜋2

𝜋
2∫︁

0

𝑑𝑢√︀
1− 𝑞2 sin2 𝑢

+𝑂(1)
𝑞𝑛

𝑛
,

где величина 𝑂(1) не зависит от 𝑛. В 1980 году С. Б. Стечкин [5] показал, что
остаточный член в этой формуле можно записать в виде 𝑂(1) 𝑞𝑛+1

(1−𝑞)𝑛 , где величина
𝑂(1) равномерно ограничена по 𝑛 и по 𝑞.

Аналогичная задача для классов 𝐶𝑞
𝛽𝐻𝜔 была решена в 2001 году А. И. Сте-

панцом. В работе [1] было показано, что при 𝑛→ ∞ справедлива формула

ℰ𝑛
(︁
𝐶𝑞

𝛽𝐻𝜔

)︁
df
= sup

𝑓∈𝐶𝑞
𝛽𝐻𝜔

||𝑓(𝑥)− 𝑆𝑛−1(𝑓 ;𝑥)||𝐶 =
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=
4𝑞𝑛𝜃𝑛(𝜔)

𝜋2

𝜋
2∫︁

0

𝑑𝑢√︀
1− 𝑞2 sin2 𝑢

𝜋
2∫︁

0

𝜔

(︂
2𝑡

𝑛

)︂
sin 𝑡 𝑑𝑡+

𝑂(1)𝑞𝑛

(1− 𝑞)2𝑛
𝜔(1/𝑛),

где 𝜃𝑛(𝜔) ∈ [1/2; 1], причем 𝜃𝑛(𝜔) = 1, если 𝜔(𝑡) — выпуклый модуль непрерыв-
ности.

В работе [6] (см. также [7, с. 218]) для верхних граней уклонений сумм Валле
Пуссена получены асимптотические формулы

ℰ
(︁
𝐶𝑞

𝛽𝐻𝜔;𝑉𝑛,𝑝

)︁
df
= sup

𝑓∈𝐶𝑞
𝛽𝐻𝜔

||𝑓(𝑥)− 𝑉𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥)||𝐶 =
2𝜃𝑛(𝜔)𝑞

𝑛−𝑝+1

𝜋𝑝(1− 𝑞2)
×

×

𝜋
2∫︁

0

𝜔

(︂
2𝑡

𝑛− 𝑝

)︂
sin 𝑡𝑑𝑡+𝑂(1)𝜔

(︂
1

𝑛− 𝑝

)︂(︂
𝑞𝑛−𝑝+1

𝑝(𝑛− 𝑝)(1− 𝑞)3
+

𝑞𝑛

𝑝(1− 𝑞2)

)︂
, (2)

ℰ
(︁
𝐶𝑞

𝛽,∞;𝑉𝑛,𝑝

)︁
df
= sup

𝑓∈𝐶𝑞
𝛽,∞

||𝑓(𝑥)− 𝑉𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥)||𝐶 =

=
4𝑞𝑛−𝑝+1

𝜋𝑝(1− 𝑞2)
+𝑂(1)

(︂
𝑞𝑛−𝑝+1

𝑝(𝑛− 𝑝)(1− 𝑞)3
+

𝑞𝑛

𝑝(1− 𝑞2)

)︂
, 1 < 𝑝 < 𝑛. (3)

А. С. Сердюком [8] также было показано, что имеет место более общий ре-
зультат, чем формула (3):

ℰ
(︁
𝐶𝑞

𝛽,∞;𝑉𝑛,𝑝

)︁
=
𝑞𝑛−𝑝+1

𝑝

(︂
4

𝜋2
𝐾𝑝,𝑞 +𝑂(1)

(︂
𝑞

(𝑛− 𝑝+ 1)(1− 𝑞)𝑠

)︂)︂
,

где

𝐾𝑝,𝑞 =

𝜋∫︁
0

√︀
1− 2𝑞𝑝 cos 𝑝𝑡+ 𝑞2𝑝

1− 2𝑞 cos 𝑝𝑡+ 𝑞2
𝑑𝑡, 𝑠 = 𝑠(𝑝) =

{︃
1, 𝑝 = 1

3, 𝑝 = 2, 3, ....

Асимптотические формулы для верхних граней уклонений 𝑟-повторных сумм
Валле Пуссена при 𝑟 = 2 на классах интегралов Пуассона получены в работе [3].

Основные результаты. В данной работе исследуется асимптотическое
поведение при 𝑛→ ∞ величины

ℰ
(︁
𝐶𝑞

𝛽𝐻𝜔;𝑉
(𝑟)
𝑛,𝑝

)︁
= sup

𝑓∈𝐶𝑞
𝛽𝐻𝜔

||𝑓(𝑥)− 𝑉
(𝑟)
𝑛,𝑝 (𝑓 ;𝑥)||𝐶 .

Нами доказано следующее утверждение.

Теорема. Пусть 𝑞 ∈ (0; 1), 𝛽 ∈ R, 𝑝𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑟, такие, что
𝑟∑︀

𝑖=1

𝑝𝑖 =

Σ𝑝 < 𝑛 и 𝜔(𝑡) — произвольный модуль непрерывности. Тогда при 𝑛 − Σ𝑝 → ∞
справедлива асимптотическая формула

ℰ(𝐶𝑞
𝛽𝐻𝜔;𝑉

(𝑟)
𝑛,𝑝 ) =

2𝑞𝑛−Σ𝑝+𝑟

𝜋2
𝑟∏︀

𝑖=1

𝑝𝑖

𝑒𝑛−Σ𝑝
(𝜔)

𝜋∫︁
0

𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑥)𝑑𝑥+
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+𝑂(1)
𝑞𝑛−Σ𝑝+𝑟∏︀𝑟

𝑖=1 𝑝𝑖

𝜔
(︀
[𝑛− Σ𝑝]

−1
)︀

(𝑛− Σ𝑝)

[︂
1

(1− 𝑞)𝑟+3
+

1

(1− 𝑞)2𝑟

]︂
+

+𝑂(1)
1∏︀𝑟

𝑖=1 𝑝𝑖

⎛⎝ ∑︁
𝛼(𝑟−1)⊂𝑟

𝑞(𝑛−Σ𝛼(𝑟−1)
𝑝 +𝑟)

(1− 𝑞)𝑟+1
𝜔

(︂[︁
𝑛− Σ𝛼(𝑟−1)

𝑝

]︁−1
)︂⎞⎠ , (4)

где 𝑟 = {1; 2; ...; 𝑟}, Σ𝛼
𝑝 =

∑︀
𝑗∈𝛼

𝑝𝑗 , 𝛼(𝑖) – множество, содержащее 𝑖 элементов,

𝑍𝑞(𝑥) =
1√︀

1− 2𝑞 cos𝑥+ 𝑞2
, 𝑒𝑛−Σ𝑝(𝜔) = 𝜃𝑛(𝜔)

𝜋
2∫︁

0

𝜔(2𝑡(𝑛− Σ𝑝)
−1) sin 𝑡𝑑𝑡,

𝜃𝑛(𝜔) ∈ [1/2; 1], причем 𝜃𝑛(𝜔) = 1, если 𝜔(𝑡) – выпуклый модуль непрерывности,
𝑂(1) – величина равномерно ограниченная по 𝑛, 𝑞, 𝛽, 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑟.

Для 𝑟 = 2𝜈 − 1, 𝜈 ∈ N,

𝜋∫︁
0

𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑥)𝑑𝑥 =

𝜋∫︁
0

𝑑𝑡

(1 + 𝑞2 − 2𝑞 cos 𝑡)𝜈
=

𝜋

(1− 𝑞2)2𝜈−1

𝜈−1∑︁
𝑘=0

(︀
𝐶𝑘

𝜈−1

)︀2
𝑞2𝑘, (5)

где 𝐶𝑘
𝑛 = 𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)! – коэффициенты биномиального разложения.

Доказательство. Найдем удобные интегральные представления для вели-
чин

𝛿
(𝑟)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) = 𝑓(𝑥)− 𝑉

(𝑟)
𝑛,𝑝 (𝑓 ;𝑥).

Применяя метод математической индукции и формулы Эйлера, можно показать,
что для любого 𝑟 ∈ N

𝛿
(𝑟)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) =

1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓𝑞𝛽(𝑥+ 𝑡)

(︂
𝜎
(𝑟)
1 cos

𝛽𝜋

2
− 𝜎

(𝑟)
2 sin

𝛽𝜋

2

)︂
𝑑𝑡, (6)

где величины 𝜎
(𝑟)
1 = 𝜎

(𝑟)
1 (𝑡, 𝑞, 𝑛), 𝜎(𝑟)

2 = 𝜎
(𝑟)
2 (𝑡, 𝑞, 𝑛) заданы соотношениями

𝜎
(𝑟)
1 =

𝑍
2(𝑟+1)
𝑞 (𝑡)∏︀𝑟

𝑖=1 𝑝𝑖

∑︁
𝛼⊂𝑟

(−1)(𝑟−|𝛼|)
𝑟+1∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝐶𝜈
𝑟+1𝑞

𝑛−Σ𝛼
𝑝+𝑟+𝜈 cos(𝑛− Σ𝛼

𝑝 + 𝑟 − 𝜈)𝑡,

𝜎
(𝑟)
2 =

𝑍
2(𝑟+1)
𝑞 (𝑡)∏︀𝑟

𝑖=1 𝑝𝑖

∑︁
𝛼⊂𝑟

(−1)(𝑟−|𝛼|)
𝑟+1∑︁
𝜈=0

(−1)𝜈𝐶𝜈
𝑟+1𝑞

𝑛−Σ𝛼
𝑝+𝑟+𝜈 sin(𝑛− Σ𝛼

𝑝 + 𝑟 − 𝜈)𝑡,

|𝛼| – количество элементов множества 𝛼.
Поэтому, выполняя элементарные преобразования и применяя обозначение

𝑏𝑞,𝛽𝑚 (𝑡) =
𝑟+1∑︀
𝜈=0

(−1)𝜈𝐶𝜈
𝑟+1𝑞

𝜈 cos 𝜈𝑡

(1−2𝑞 cos 𝑡+𝑞2)𝑟+1 cos(𝑚𝑡+ 𝛽𝜋
2 ) +

𝑟+1∑︀
𝜈=1

(−1)𝜈𝐶𝜈
𝑟+1𝑞

𝜈 sin 𝜈𝑡

(1−2𝑞 cos 𝑡+𝑞2)𝑟+1 sin(𝑚𝑡+ 𝛽𝜋
2 ),
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находим

𝛿
(𝑟)
𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥) =

𝑞𝑛−Σ𝑝+𝑟

𝜋
𝑟∏︀

𝑖=1
𝑝𝑖

𝜋∫︀
−𝜋

𝑓𝑞𝛽(𝑥+ 𝑡)𝑏𝑞,𝛽𝑛−Σ𝑝+𝑟(𝑡)𝑑𝑡+

+𝑂(1) 1
𝑟∏︀

𝑖=1
𝑝𝑖

(︃
𝑟−1∑︀
𝑚=0

∑︀
𝛼(𝑚)⊂𝑟

𝑞(𝑛−Σ𝛼(𝑚)
𝑝 +𝑟)

𝜋∫︀
−𝜋

⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑞𝛽(𝑥+ 𝑡)𝑏𝑞,𝛽

𝑛−Σ
𝛼(𝑚)
𝑝 +𝑟

(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑡

)︃
.

(7)

Для изучения функции 𝑏𝑞,𝛽𝑚 (𝑡) воспользуемся известной формулой

𝐴 cos𝑥+𝐵 sin𝑥 =
√︀
𝐴2 +𝐵2 cos(𝑥− 𝜃),

где sin 𝜃 = 𝐵/
√
𝐴2 +𝐵2; cos 𝜃 = 𝐴/

√
𝐴2 +𝐵2. Применяя формулы Эйлера, полу-

чаем(︃
𝑟∑︁

𝜈=0

𝐶𝜈
𝑟 (−1)𝜈𝑞𝜈 cos 𝜈𝑡

)︃2

+

(︃
𝑟∑︁

𝜈=0

𝐶𝜈
𝑟 (−1)𝜈𝑞𝜈 sin 𝜈𝑡

)︃2

=
(︀
1− 2𝑞 cos 𝑡+ 𝑞2

)︀𝑟
.

Обозначим 𝜉(𝑡) = arctg 𝑞 sin 𝑡
1−𝑞 cos 𝑡 . Применяя метод математической индукции, мож-

но показать, что для всякого 𝑛 ∈ N

arctg

(︂
−
∑︀𝑛

𝜈=1(−1)𝜈𝐶𝜈
𝑛𝑞

𝜈 sin 𝜈𝑡∑︀𝑛
𝜈=0(−1)𝜈𝐶𝜈

𝑛𝑞
𝜈 cos 𝜈𝑡

)︂
= 𝑛arctg

𝑞 sin 𝑡

1− 𝑞 cos 𝑡
.

Поэтому получаем

𝑏𝑞,𝛽𝑚 (𝑡) = 𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑡) cos

(︂
𝑚𝑡+

𝛽𝜋

2
+ (𝑟 + 1)𝜉(𝑡)

)︂
,𝑚 ∈ N.

Для множеств 𝛼 ⊂ 𝑟 обозначим

𝐽𝛼
𝑛,𝑝(𝑓) =

2𝜋∫︁
0

𝑓(𝑡)𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑡) cos

(︂
(𝑛− Σ𝛼

𝑝 + 𝑟)𝑡+
𝛽𝜋

2
+ (𝑟 + 1)𝜉(𝑡)

)︂
𝑑𝑡 (8)

и положим 𝐽𝛼
𝑛,𝑝(𝑓) = 𝐽𝑛,𝑝(𝑓) для случая 𝛼 = 𝑟.

Так как классы 𝐶𝑞
𝛽𝐻𝜔 инвариантны относительно сдвига аргумента, то в силу

соотношения (7) в принятых обозначениях имеем

ℰ(𝐶𝑞
𝛽𝐻𝜔;𝑉

(𝑟)
𝑛,𝑝 ) =

=
𝑞𝑛−Σ𝑝+𝑟

𝜋
𝑟∏︀

𝑖=1

𝑝𝑖

sup
𝑓∈𝐻𝜔

‖𝐽𝑛,𝑝(𝑓)‖+𝑂(1)
1

𝑟∏︀
𝑖=1

𝑝𝑖

𝑟−1∑︁
𝑖=0

∑︁
𝛼(𝑖)⊂𝑟

𝑞𝑛−Σ𝛼(𝑖)
𝑝 +𝑟 sup

𝑓∈𝐻𝜔

⃦⃦⃦
𝐽
𝛼(𝑖)
𝑛,𝑝 (𝑓)

⃦⃦⃦
. (9)

Изучим величины 𝐽𝑛,𝑝(𝑓). Положим

𝜏 = 𝑦(𝑡) = 𝑡+ 1
𝑛−Σ𝑝

(︁
(𝑟 + 1)𝜉(𝑡) + 𝑟𝑡+ 𝛽𝜋

2

)︁
,

𝑍𝑞,𝑛,𝑝(𝑡) =
(︁

𝑛−Σ𝑝+𝑟
𝑛−Σ𝑝

− 2(𝑛−Σ𝑝)+𝑟−1
𝑛−Σ𝑝

𝑞 cos 𝑡+
𝑛−Σ𝑝−1
𝑛−Σ𝑝

𝑞2
)︁−1/2

.
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Тогда выполняя преобразования, получаем 𝑦′(𝑡) = 𝑍2
𝑞 (𝑡)𝑍

−2
𝑞,𝑛,𝑝(𝑡). Так как для

любых 𝑡 ∈ R и 𝑞 ∈ (0; 1) выполнено 𝑍2
𝑞 (𝑡) > 𝑍2

𝑞,𝑛,𝑝(𝑡), то 𝑦′(𝑡) > 1. Следовательно,
функция 𝑦(𝑡) имеет обратную функцию 𝑡 = 𝑦(𝜏) = 𝑦−1(𝜏), 𝜏 ∈ R, для которой
выполнено 𝑦′(𝜏) = 𝑍2

𝑞,𝑛,𝑝(𝑦(𝜏))𝑍
−2
𝑞 (𝑦(𝜏)) и 0 < 𝑦′(𝜏) < 1.

Выполняя замену переменной 𝑡 = 𝑦(𝜏), получаем

𝐽𝑛,𝑝(𝑓) =

𝑦(2𝜋)∫︁
𝑦(0)

𝑓(𝑦(𝜏))𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑦(𝜏)) cos ([𝑛− Σ𝑝]𝜏) 𝑑𝜏 +𝑅

(1)
𝑛,𝑝(𝑓), (10)

где

𝑅
(1)
𝑛,𝑝(𝑓) =

𝑦(2𝜋)∫︀
𝑦(0)

𝑓(𝑦(𝜏))𝑟
(1)
𝑛,𝑝(𝜏) cos([𝑛− Σ𝑝]𝜏)𝑑𝜏,

𝑟
(1)
𝑛,𝑝(𝜏) = 𝑍𝑟+1

𝑞 (𝑦(𝜏))[𝑍2
𝑞,𝑛,𝑝(𝑦(𝜏))− 𝑍2

𝑞 (𝑦(𝜏))].

Покажем, что ∀𝑓 ∈ 𝐻𝜔 при 𝑛→ ∞

|𝑅(1)
𝑛,𝑝(𝑓)| = 𝑂(1)𝜔

(︀
[𝑛− Σ𝑝]

−1
)︀
(1− 𝑞)−2𝑟(𝑛− Σ𝑝)

−1, (11)

где 𝑂(1) – величина, равномерно ограниченная по всем параметрам.
Заметим, что функция 𝐹 (𝜏) = 𝑓(𝑦(𝜏)) ∈ 𝐻𝜔[𝑦(0); 𝑦(2𝜋)]. Изучим нули функ-

ции 𝜙(𝑡) = 𝑟
(1)
𝑛,𝑝(𝑡) cos([𝑛−Σ𝑝]𝑡). Выполнив элементарные преобразования, получа-

ем, что sign
(︁
𝑟
(1)
𝑛,𝑝(𝜏)

)︁′
= sign(sin 𝑦(𝜏)), 𝜏 ∈ [𝑦(0); 𝑦(2𝜋)]. Так как для любых 𝑡 ∈ R

и 𝑞 ∈ (0; 1) выполнено 𝑍𝑞(𝑡) > 𝑍𝑞,𝑛,𝑝(𝑡), то 𝑟(1)𝑛,𝑝(𝜏) на промежутке [𝑦(0); 𝑦(2𝜋)] при-
нимает отрицательные значения, на промежутке [𝑦(0); 𝑦(𝜋)] строго возрастает, а
на промежутке [𝑦(𝜋); 𝑦(2𝜋)] строго убывает.

Пусть 𝑥𝑘 = 𝑘𝜋
𝑛−Σ𝑝

и 𝜏𝑘 = 𝑥𝑘 +
𝜋

2(𝑛−Σ𝑝)
. Не нарушая общности, можно считать,

что 0 6 𝛽 < 4. Тогда справедливы неравенства: 0 6 𝑦(0) 6 𝑥2; 𝑥𝑛−Σ𝑝+𝑟 6 𝑦(𝜋) <
𝑥𝑛−Σ𝑝+𝑟+2;𝑥2(𝑛−Σ𝑝+𝑟) 6 𝑦(2𝜋) 6 𝑥2(𝑛−Σ𝑝+𝑟+1).

На каждом промежутке [𝜏𝑘; 𝜏𝑘+1], 𝑘 = 2, 3, ..., 2(𝑛 − Σ𝑝 + 𝑟 − 1) функция
cos(𝑛−Σ𝑝)𝜏 сохраняет знак (−1)𝑘+1. Учитывая, кроме того, что функция 𝑟(1)𝑛,𝑝(𝜏)
на промежутке [𝑦(0); 𝑦(𝜋)] отрицательна и строго возрастает, а на промежутке
[𝑦(𝜋); 𝑦(2𝜋)] отрицательна и строго убывает, заключаем, что числа

𝛼𝑘 =

𝜏𝑘+1∫︁
𝜏𝑘

𝑟
(1)
𝑛,𝑝(𝜏) cos([𝑛− Σ𝑝]𝜏)𝑑𝜏

таковы, что для 𝑘 ∈ {2, 3, ..., 𝑛 − Σ𝑝 + 𝑟 − 2} числа |𝛼𝑘| убывают, а для 𝑘 ∈
{𝑛−Σ𝑝+𝑟+2, 𝑛−Σ𝑝+𝑟+3, ..., 2(𝑛−Σ𝑝+𝑟−1)} числа |𝛼𝑘| возрастают, и кроме того,

выполняется условие sign(𝛼𝑘) = (−1)𝑘. Следовательно, sign

(︃
𝑛−Σ𝑝+𝑟−2∑︀

𝑘=𝑚

𝛼𝑘

)︃
=

(−1)𝑚, ∀𝑚 ∈ {2, 3, ..., 𝑛− Σ𝑝 + 𝑟 − 2}. Поэтому для функций

𝑟
(+)
𝑛,𝑝 (𝑡) =

𝜏𝑛−Σ𝑝+𝑟−1∫︁
𝑡

𝑟
(1)
𝑛,𝑝(𝜏) cos([𝑛− Σ𝑝]𝜏)𝑑𝜏
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для таких 𝑚 выполнено условие sign
(︁
𝑟
(+)
𝑛,𝑝 (𝜏𝑚)

)︁
= (−1)𝑚. Это значит, что на

концах каждого отрезка [𝜏𝑘; 𝜏𝑘+1], 𝑘 ∈ {2, 3, ..., 𝑛 − Σ𝑝 + 𝑟 − 2} функция 𝑟
(+)
𝑛,𝑝 (𝑡)

принимает значения различные по знаку. Поэтому она на каждом из этих проме-
жутков [𝜏𝑘; 𝜏𝑘+1] имеет единственный простой нуль 𝜏𝑘 и для таких 𝑘 выполнено

𝜏𝑘+1∫︁
𝜏𝑘

𝑟
(1)
𝑛,𝑝(𝜏) cos([𝑛− Σ𝑝]𝜏)𝑑𝜏 = 0. (12)

Аналогично функция

𝑟
(−)
𝑛,𝑝 (𝑡) =

𝑡∫︁
𝜏𝑛−Σ𝑝+𝑟+1

𝑟
(1)
𝑛,𝑝(𝜏) cos([𝑛− Σ𝑝]𝜏)𝑑𝜏

на каждом промежутке [𝜏𝑘; 𝜏𝑘+1], 𝑘 ∈ {𝑛−Σ𝑝 + 𝑟+2, . . . , 2(𝑛−Σ𝑝 + 𝑟− 1)} имеет
единственный простой нуль 𝜏𝑘.

Это значит, что для 𝑘 ∈ {𝑛−Σ𝑝+𝑟+2, ..., 2(𝑛−Σ𝑝+𝑟−1)} также имеет место
соотношение (12), то есть выполнены требования леммы 5.1.3 работы [9, c. 206].
Применяя эту лемму, получаем, что ∀ 𝑓 ∈ 𝐻𝜔 имеет место оценка (11).

Следующий шаг состоит в дальнейшем упрощении интеграла в соотноше-
нии (10). С этой целью определим функцию 𝑙𝑛,𝑝(𝜏), положив

𝑙𝑛,𝑝(𝜏) =

{︂
𝑍𝑞(𝑦(𝜏𝑘)), 𝜏 ∈ [𝑥𝑘;𝑥𝑘+1], 𝑘 = 2, 3, ..., 2(𝑛− Σ𝑝 + 𝑟)− 3;
0, 𝜏 ∈ [𝑦(0), 𝑥2] ∪ (𝑥2(𝑛−Σ𝑝+𝑟−1), 𝑦(2𝜋)).

(13)

Тогда

𝐽𝑛,𝑝(𝑓) =

𝑥2(𝑛−
∑︀

𝑝 +𝑟−1)∫︁
𝑥2

𝑓(𝑦(𝜏))𝑙𝑟+1
𝑛,𝑝 (𝜏) cos([𝑛− Σ𝑝]𝜏)𝑑𝜏 +𝑅

(1)
𝑛,𝑝(𝑓) +𝑅

(2)
𝑛,𝑝(𝑓), (14)

где

𝑅
(2)
𝑛,𝑝(𝑓) =

𝑦(2𝜋)∫︁
𝑦(0)

𝑓(𝑦(𝜏))𝑟
(2)
𝑛,𝑝(𝜏) cos([𝑛−Σ𝑝]𝜏)𝑑𝜏, 𝑟

(2)
𝑛,𝑝(𝜏) = 𝑍𝑟+1

𝑞 (𝑦(𝜏))− 𝑙𝑟+1
𝑛,𝑝 (𝜏). (15)

Для изучения величины 𝑅
(2)
𝑛,𝑝(𝑓) снова будет использована лемма 5.1.3 рабо-

ты [9, c. 206]. Покажем, что функция 𝜙(𝜏) = 𝑟
(2)
𝑛,𝑝(𝜏) cos([𝑛−Σ𝑝]𝜏) удовлетворяет

требованиям этой леммы. Для этого найдем промежутки, на которых функция
𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑦(𝜏)) сохраняет характер монотонности и выпуклости. Выполняя элемен-

тарные преобразования, получаем

𝑑
𝑑𝜏𝑍

𝑟+1
𝑞 (𝑦(𝜏)) = −𝑟𝑞 sin 𝑦(𝜏)𝑍𝑟+1

𝑞 (𝑦(𝜏))𝑍2
𝑞,𝑛,𝑝(𝑦(𝜏)),

𝑑2

𝑑𝜏2𝑍
𝑟+1
𝑞 (𝑦(𝜏)) = (𝑟 + 1)𝑞𝑦′(𝜏)𝑍𝑟+1

𝑞 (𝑦(𝜏))𝑍2
𝑞,𝑛,𝑝(𝑦(𝜏))×

×
[︁{︁

(𝑟 + 1)𝑍2
𝑞 (𝑦(𝜏)) +

2(𝑛−Σ𝑝)+(𝑟−1)
𝑛−Σ𝑝

𝑍2
𝑞,𝑛,𝑝(𝑦(𝜏))

}︁
𝑞 sin2(𝑦(𝜏))− cos(𝑦(𝜏))

]︁
.



Приближение 𝑟-повторными суммами Валле Пуссена 21

Это значит, что функция 𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑦(𝜏)) строго убывает на отрезке [𝑦(0); 𝑦(𝜋)], строго

возрастает на промежутке [𝑦(𝜋); 𝑦(2𝜋)] и имеет ровно по одной точке перегиба на
каждом из промежутков [𝑦(0); 𝑦(𝜋)] и [𝑦(𝜋); 𝑦(2𝜋)].

Следовательно для функции 𝑔(𝜏) = 𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑦(𝜏)) выполнены требования леммы

5.18.2 работы [9, c. 323]. Обозначим через 𝜏* точку перегиба функции 𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑦(𝜏)),

находящуюся на промежутке [𝑦(0); 𝑦(𝜋)]. Тогда на промежутке (𝑦(0); 𝜏*) функция
𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑦(𝜏)) выпукла вверх и строго убывает, а на промежутке (𝜏*; 𝑦(𝜋)) функция

𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑦(𝜏)) выпукла вниз и строго убывает. Пусть числа 𝑘1 и 𝑘2 такие, что точка

𝑥𝑘1 есть ближайшая слева, а 𝑥𝑘2 ближайшая справа от точки 𝜏* и пусть

𝛼
(2)
𝑘 =

𝑥𝑘+1∫︁
𝑥𝑘

𝑟
(2)
𝑛,𝑝(𝜏) cos([𝑛− Σ𝑝]𝜏)𝑑𝜏.

Учитывая свойства функции 𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑦(𝜏)), получаем для 𝑘 = 2, 3, ..., 𝑛−Σ𝑝 + 𝑟− 3

sign𝛼
(2)
𝑘 = (−1)𝑘.

Применяя теперь лемму 5.18.2 работы [9, c. 323], можно показать, что для
𝑘 = 2, 3, ..., 𝑘1 − 1 числа |𝛼(2)

𝑘 | не убывают, а для 𝑘 = 𝑘2, 𝑘2 + 1, ..., 𝑛 − Σ𝑝 + 𝑟 − 3

числа |𝛼(2)
𝑘 | не возрастают. Тогда для функций

Φ1(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑥2

𝑟
(2)
𝑛,𝑝(𝜏) cos([𝑛− Σ𝑝]𝜏)𝑑𝜏 ; Φ2(𝑥) =

𝑥𝑛−Σ𝑝+𝑟−2∫︁
𝑥

𝑟
(2)
𝑛,𝑝(𝜏) cos([𝑛− Σ𝑝]𝜏)𝑑𝜏

получаем, что функция Φ1(𝑥) на каждом промежутке [𝑥𝑘;𝑥𝑘+1] для 𝑘 ∈ {2, 3, ...,
𝑘1 − 1} имеет единственный простой нуль 𝑥𝑘, а функция Φ2(𝑥) на каждом про-
межутке [𝑥𝑘;𝑥𝑘+1], 𝑘 ∈ {𝑘2, 𝑘2 + 1, ..., 𝑛 − Σ𝑝 + 𝑟 − 3} также имеет единствен-
ный простой нуль 𝑥𝑘. Аналогичные рассуждения справедливы и для промежутка
[𝑦(𝜋); 𝑦(2𝜋)]. Принимая во внимание эти построения, и полагая

𝐺(𝜏) = 𝑓(𝑦(𝜏))𝑟
(2)
𝑛,𝑝(𝜏) cos([𝑛− Σ𝑝]𝜏),

на основании (15) можем записать

𝑅
(2)
𝑛,𝑝(𝑓) =

𝑦(𝜋)∫︁
𝑦(0)

𝐺(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑦(2𝜋)∫︁
𝑦(𝜋)

𝐺(𝜏)𝑑𝜏
df
= 𝒥 (1)

𝑛,𝑝(𝑓) + 𝒥 (2)
𝑛,𝑝(𝑓). (16)

Изучим слагаемое 𝒥 (1)
𝑛,𝑝(𝑓). Имеем

𝒥 (1)
𝑛,𝑝(𝑓) =

𝑥2∫︁
𝑦(0)

𝐺(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑥𝑘1−1∫︁
𝑥2

𝐺(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑥𝑘2∫︁
𝑥𝑘1−1

𝐺(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑥𝑛−Σ𝑝+𝑟−2∫︁
𝑥𝑘2

𝐺(𝜏)𝑑𝜏+

+

𝑦(𝜋)∫︁
𝑥𝑛−Σ𝑝+𝑟−2

𝐺(𝜏)𝑑𝜏
df
=

5∑︁
𝑗=1

𝑖𝑗(𝑓). (17)
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Учитывая, что 0 6 𝑦(0) 6 𝑥2 = 2𝜋
𝑛−Σ𝑝

, получаем

|𝑖1(𝑓)| = 𝑂(1)𝜔([𝑛− Σ𝑝]
−1)

1

(1− 𝑞)𝑟+1(𝑛− Σ𝑝)
. (18)

Учитывая, что

|𝑟(2)𝑛,𝑝(𝜏)| 6 max
26𝑘≤𝑛−Σ𝑝+𝑟−3

𝑥𝑘+1∫︁
𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑑

𝑑𝜏
𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑦(𝜏))

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝜏 6

𝑟𝑞𝜋

(𝑛− Σ𝑝)(1− 𝑞)𝑟+3
, (19)

и применяя лемму 5.1.3 работы [9, c. 206], получаем

|𝑖2(𝑓)|+ |𝑖4(𝑓)| = 𝑂(1)
𝑞𝜔([𝑛− Σ𝑝]

−1)

(𝑛− Σ𝑝)(1− 𝑞)𝑟+3
. (20)

Имея в виду оценку (19), получаем

|𝑖3(𝑓)|+ |𝑖5(𝑓)| = 𝑂(1)
𝑞

(𝑛− Σ𝑝)2(1− 𝑞)𝑟+3
. (21)

Объединяя соотношения (17) – (21), находим

|𝒥 (1)
𝑛,𝑝 | = 𝑂(1)

𝜔
(︀
[𝑛− Σ𝑝]

−1
)︀

(𝑛− Σ𝑝)(1− 𝑞)𝑟+3
.

Рассуждая по аналогии, получаем, что для величины |𝒥 (2)
𝑛,𝑝 | имеет место такая

же оценка, поэтому применяя (9), (14), (21) и обозначение

𝑖𝑞𝑛,𝑝(𝑓) =

𝑥2(𝑛−Σ𝑝+𝑟−1)∫︁
𝑥2

𝑓(𝑦(𝜏))𝑙𝑟+1
𝑛,𝑝 (𝜏) cos([𝑛− Σ𝑝]𝜏)𝑑𝜏,

получаем

ℰ(𝐶𝑞
𝛽𝐻𝜔;𝑉

(𝑟)
𝑛,𝑝 ) =

𝑞𝑛−Σ𝑝+𝑟

𝜋
∏︀𝑟

𝑖=1 𝑝𝑖

[︂
sup
𝑓∈𝐻𝜔

⃒⃒⃒
𝑖𝑞𝑛,𝑝(𝑓)

⃒⃒⃒
+𝑂(1)

𝑟−1∑︁
𝑖=0

∑︁
𝛼(𝑖)⊂𝑟

𝑞

∑︀
𝑗∈𝑟∖𝛼

𝑝𝑗

×

× sup
𝑓∈𝐻𝜔

⃦⃦
𝐽𝛼
𝑛,𝑝(𝑓)

⃦⃦
+𝑂(1)

𝜔
(︀
[𝑛− Σ𝑝]

−1
)︀

(𝑛− Σ𝑝)

(︂
1

(1− 𝑞)𝑟+3
+

1

(1− 𝑞)2𝑟

)︂]︂
, (22)

где величины 𝐽𝛼
𝑛,𝑝(𝑓) заданы соотношением (8).

Выполняя замену переменных, получаем

𝑖𝑞𝑛,𝑝(𝑓) =

2(𝑛−Σ𝑝+𝑟)−3∑︁
𝑘=2

𝑍𝑟+1
𝑞 (𝜏𝑘)

𝑡𝑘+1∫︁
𝑡𝑘

𝑓(𝑡) cos([𝑛− Σ𝑝]𝑦(𝑡))𝑦
′(𝑡)𝑑𝑡.

Поэтому

sup
𝑓∈𝐻𝜔0

⃒⃒⃒
𝑖𝑞𝑛,𝑝(𝑓)

⃒⃒⃒
6

2(𝑛−Σ𝑝+𝑟)−3∑︁
𝑘=2

𝑍𝑟+1
𝑞 (𝜏𝑘)𝑆𝑘(𝜔), (23)



Приближение 𝑟-повторными суммами Валле Пуссена 23

где 𝐻𝜔0
– множество функций из 𝐻𝜔 со средним значением на периоде равным

нулю и

𝑆𝑘(𝜔) = sup
𝑓∈𝐻𝜔0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡𝑘+1∫︁
𝑡𝑘

𝑓(𝑡) cos([𝑛− Σ𝑝]𝑦(𝑡))𝑦
′(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ . (24)

Функция 𝜓(𝑡) = cos([𝑛 − Σ𝑝]𝑦(𝑡))𝑦
′(𝑡) на каждом промежутке [𝑡𝑘; 𝑡𝑘+1], 𝑘 =

2, 3, ..., 2(𝑛 − Σ𝑝 + 𝑟) − 3 меняет свой знак в единственной точке 𝑐𝑘 = 𝑦(𝜏𝑘) и
имеет среднее значение на этом промежутке равное нулю. Пусть 𝜌𝑘(𝑡) – функция
определенная на промежутке [𝑡𝑘; 𝑐𝑘] равенством

𝑡∫︁
𝑡𝑘

𝜓(𝑡)𝑑𝑡 =

𝜌𝑘(𝑡)∫︁
𝑡𝑘

𝜓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑡𝑘 6 𝑡 6 𝑐𝑘 ≤ 𝜌𝑘(𝑡) 6 𝑡𝑘+1.

Тогда в силу леммы Корнейчука—Стечкина (см., например, лемму 5.1.4 работы
[9, c. 208]) для любого модуля непрерывности 𝜔(𝑡)

𝑆𝑘(𝜔) ≤
𝑐𝑘∫︁

𝑡𝑘

|𝜓(𝑡)|𝜔(𝜌𝑘(𝑡)− 𝑡)𝑑𝑡. (25)

Если при этом 𝜔(𝑡) – выпуклый модуль непрерывности, то в (25) имеет место знак
равенства и верхнюю грань в соотношении (24) реализует функция из класса 𝐻𝜔

вида 𝑠𝑘 ± 𝑓𝑘(𝑡), где 𝑠𝑘 – произвольные постоянные,

𝑓𝑘(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−

𝑐𝑘∫︀
𝑡

𝜔′(𝜌𝑘(𝑣)− 𝑣)𝑑𝑣, 𝑡 ∈ [𝑡𝑘; 𝑐𝑘];
𝑡∫︀

𝑐𝑘

𝜔′(𝑣 − 𝜌−1
𝑘 (𝑣))𝑑𝑣, 𝑡 ∈ [𝑐𝑘; 𝑡𝑘+1],

𝜌−1
𝑘 (𝑣) – функция, обратная к 𝜌𝑘(𝑣).

Объединяя соотношения (23), (24), (25), для любого модуля непрерывности
𝜔(𝑡) получаем

sup
𝑓∈𝐻𝜔0

|𝑖𝑞𝑛,𝑝(𝑓)| ≤
2(𝑛−Σ𝑝+𝑟)−3∑︁

𝑘=2

𝑍𝑟+1
𝑞 (𝜏𝑘)

𝑐𝑘∫︁
𝑡𝑘

|𝜓(𝑡)|𝜔(𝜌𝑘(𝑡)− 𝑡)𝑑𝑡. (26)

Пусть теперь 𝜔(𝑡) – выпуклый модуль непрерывности. Руководствуясь снова
леммой Корнейчука—Стечкина, построим функцию 𝑓* ∈ 𝐻𝜔, для которой будет
выполняться равенство

𝑖𝑞𝑛,𝑝(𝑓
*) =

2(𝑛−Σ𝑝+𝑟)−3∑︁
𝑘=2

𝑍𝑟+1
𝑞 (𝜏𝑘)

𝑐𝑘∫︁
𝑡𝑘

|𝜓(𝑡)|𝜔(𝜌𝑘(𝑡)− 𝑡)𝑑𝑡+
𝑂(1)𝜔

(︀
[𝑛− Σ𝑝]

−1
)︀

(𝑛− Σ𝑝)(1− 𝑞)𝑟+3
. (27)

Функцию 𝑓*(𝑡) будем строить на основе функций 𝑓𝑘(𝑡). Так как на участке
(𝑦(0); 𝑦(𝜋)) функция 𝑦′(𝜏) возрастает, а на интервале (𝑦(𝜋); 𝑦(2𝜋)) – убывает, то
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величины 𝑑𝑘 = 𝑡𝑘+1− 𝑡𝑘, 𝑡𝑘 = 𝑦(𝑥𝑘), c увеличением номера 𝑘 сначала возрастают,
а затем убывают. Пусть 𝑘 – значение номера, при котором характер указанной
монотонности изменяется. Несложно заметить, что 𝑛−Σ𝑝 + 𝑟− 3 < 𝑘 < 𝑛−Σ𝑝 +
𝑟 + 2.

Отметив это, положим

𝑓0(𝑡) =

{︂
(−1)𝑘𝑓𝑘(𝑡) + 𝛾𝑘, 𝑡 ∈ [𝑡𝑘; 𝑡𝑘+1), 𝑘 = 2, 3, ..., 𝑘;
(−1)𝑘𝑓𝑘(𝑡) + 𝛿𝑘, 𝑡 ∈ (𝑡𝑘; 𝑡𝑘+1], 𝑘 = 𝑘 + 1, ..., 2(𝑛− Σ𝑝 + 𝑟)− 3,

где 𝛾2 = 𝛿2(𝑛−Σ𝑝+𝑟)−3 = 0, а остальные 𝛾𝑘 и 𝛿𝑘 подобраны так, чтобы функция
𝑓0(𝑡) была непрерывной на промежутках (𝑡2; 𝑡𝑘+1), (𝑡𝑘+1; 𝑡2(𝑛−Σ𝑝+𝑟)−3).

Вычислим величину 𝑖𝑞𝑛,𝑝(𝑓0). В силу леммы Корнейчука—Стечкина для 𝑘 =
2, 3, ..., 2(𝑛− Σ𝑝 + 𝑟)− 3⃒⃒⃒⃒

⃒⃒
𝑡𝑘+1∫︁
𝑡𝑘

𝑓0(𝑡) cos((𝑛− Σ𝑝)𝑦(𝑡))𝑦
′(𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

𝑐𝑘∫︁
𝑡𝑘

|𝜓(𝑡)|𝜔(𝜌𝑘(𝑡)− 𝑡)𝑑𝑡.

Поэтому

𝑖𝑞𝑛,𝑝(𝑓0) =

2(𝑛−Σ𝑝+𝑟)−3∑︁
𝑘=2

𝑍𝑟+1
𝑞 (𝜏𝑘)

𝑐𝑘∫︁
𝑡𝑘

|𝜓(𝑡)|𝜔(𝜌𝑘(𝑡)− 𝑡)𝑑𝑡. (28)

Через 𝑓*(𝑡) обозначим 2𝜋-периодическую функцию, которая на периоде [0; 2𝜋]
определяется равенством

𝑓*(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0, 𝑡 ∈ [0, 𝑐2] ∪ [𝑐2(𝑛−Σ𝑝+𝑟)−3, 2𝜋];
𝑓0(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑐2, 𝑡𝑘] ∪ [𝑡𝑘+2, 𝑐2(𝑛−Σ𝑝+𝑟)−3];
𝑚(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+2]; 𝑓0(𝑡𝑘+1 − 0) > 0;
𝑀(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+2]; 𝑓0(𝑡𝑘+1 − 0) < 0,

(29)

где
𝑚(𝑡) = min{𝑓0(𝑡), 𝑓0(𝑡𝑘+1 − 0), 𝑓0(𝑡𝑘+1 + 0)},
𝑀(𝑡) = max{𝑓0(𝑡), 𝑓0(𝑡𝑘+1 − 0), 𝑓0(𝑡𝑘+1 + 0)}.

Так как функции 𝑓*(𝑡) и 𝑓0(𝑡) отличаются только на промежутках [0, 𝑐2], [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+2],
[𝑐2(𝑛−Σ𝑝+𝑟)−3, 2𝜋], сумма длин которых величина 𝑂(1)(𝑛− Σ𝑝)

−1, то

|𝑖𝑞𝑛,𝑝(𝑓0)− 𝑖𝑞𝑛,𝑝(𝑓
*)| = 𝑂(1)

𝜔([𝑛− Σ𝑝]
−1)

(𝑛− Σ𝑝)(1− 𝑞)𝑟+1
.

Это значит, что в силу (28) для функции 𝑓*(𝑡) выполняется соотношение (27).
Применяя рассуждения работы [1], несложно показать, что 𝑓* ∈ 𝐻𝜔0 . Следова-
тельно, в силу (26) и (27), справедливо равенство

sup𝑓∈𝐻𝜔0
|𝑖𝑞𝑛,𝑝(𝑓)| =

=
2(𝑛−Σ𝑝+𝑟)−3∑︀

𝑘=2

𝑍𝑟+1
𝑞 (𝜏𝑘)

𝑐𝑘∫︀
𝑡𝑘

|𝜓(𝑡)|𝜔(𝜌𝑘(𝑡)− 𝑡)𝑑𝑡+𝑂(1)
𝜔([𝑛−Σ𝑝]

−1)
(𝑛−Σ𝑝)(1−𝑞)𝑟+1

для любого выпуклого модуля непрерывности 𝜔(𝑡).
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Применяя рассуждения работы [9, с. 332, 335], получаем

𝑐𝑘∫︀
𝑡𝑘

|𝜓(𝑡)|𝜔(𝜌𝑘(𝑡)− 𝑡)𝑑𝑡 = 1
𝑛−Σ𝑝

𝜋
2∫︀
0

𝜔
(︁

2𝜏
𝑛−Σ𝑝

)︁
sin 𝜏𝑑𝜏 +𝑂(1)

𝜔([𝑛−Σ𝑝]
−1)

(𝑛−Σ𝑝)2(1−𝑞)𝑟−1 ;

𝜋
𝑛−Σ𝑝

2(𝑛−Σ𝑝+𝑟)−3∑︀
𝑘=2

𝑍𝑟+1
𝑞 (𝜏𝑘) =

=
𝜋∫︀
0

2

(1−2𝑞 cos 𝑡+𝑞2)
𝑟+1
2

𝑑𝑡+𝑂(1)
𝜔([𝑛−Σ𝑝]

−1)
(𝑛−Σ𝑝)

[︁
1

(1−𝑞)𝑟+3 + 1
(1−𝑞)2𝑟

]︁
.

Поэтому для произвольного выпуклого модуля непрерывности 𝜔(𝑡) получаем

ℰ(𝐶𝑞
𝛽𝐻𝜔;𝑉

(𝑟)
𝑛,𝑝 ) =

2𝑞𝑛−Σ𝑝+𝑟

𝜋2
∏︀𝑟

𝑖=1 𝑝𝑖

𝜋
2∫︀
0

𝜔(2𝜏 [𝑛− Σ𝑝]
−1) sin 𝜏𝑑𝜏

𝜋∫︀
0

𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑡)𝑑𝑡+

+𝑂(1) 𝑞
𝑛−Σ𝑝+𝑟∏︀𝑟

𝑖=1 𝑝𝑖

𝜔([𝑛−Σ𝑝]
−1)

(𝑛−Σ𝑝)

[︁
1

(1−𝑞)𝑟+3 + 1
(1−𝑞)2𝑟

]︁
+

+𝑂(1) 1∏︀𝑟
𝑖=1 𝑝𝑖

(︂∑︀𝑟−1
𝑚=0

∑︀
𝛼(𝑚)⊂𝑟

𝑞(𝑛−Σ
𝛼(𝑚)
𝑝 +𝑟)

(1−𝑞)𝑟+1 𝜔

(︂[︁
𝑛− Σ

𝛼(𝑚)
𝑝

]︁−1
)︂)︂

.

(30)

Отправляясь от формулы (30) и применяя лемму о выпуклой мажоранте
произвольного модуля непрерывности [9, с. 117], можно показать, что существует
величина 𝜃𝑛(𝜔), такая, что справедлива формула (4).

Для 𝑟 = 2𝜈−1, 𝜈 ∈ N, применяя универсальную тригонометрическую подста-
новку и методы интегрирования рациональных функций, находим

𝜋∫︁
0

𝑍𝑟+1
𝑞 (𝑥)𝑑𝑥 =

𝜋

22(𝜈−1)(1− 𝑞)2𝜈−1(1 + 𝑞)

𝜈−1∑︁
𝑘=0

[︃
𝐶𝑘

2𝑘𝐶
(𝜈−𝑘−1)
2(𝜈−𝑘−1)

(︂
1− 𝑞

1 + 𝑞

)︂2𝑘
]︃
.

Учитывая, что в силу соотношения (1.2.7.38) работы [10, c. 627]

𝜈−1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
2𝑘𝐶

(𝜈−1−𝑘)
2(𝜈−1−𝑘)

(︂
1− 𝑞

1 + 𝑞

)︂2𝑘

= 22(𝜈−1)

(︂
1− 𝑞

1 + 𝑞

)︂𝜈−1

𝑃𝜈−1

(︂
1 + 𝑞2

1− 𝑞2

)︂
,

где 𝑃𝑛(𝑧) – полином Лежандра, и что в силу соотношения (1.2.7.6) работы [10,
c. 625]

(1− 𝑞2)𝜈−1𝑃𝜈−1

(︂
1 + 𝑞2

1− 𝑞2

)︂
=

𝜈−1∑︁
𝑘=0

(𝐶𝑘
𝜈−1)

2𝑞2𝑘,

получаем формулу (5).

Заключение. Решение задачи Колмогорова—Никольского формула (4)
обеспечивает, если кроме 𝑛− Σ𝑝 → ∞, выполняются условия 𝑝𝑖 → ∞, ∀𝑖 ∈ 𝑟.

Если сравнивать обычные суммы Валле Пуссена и повторные, у которых из-

меняется одинаковое количество гармоник, то есть когда 𝑝 =
𝑟∑︀

𝑖=1

𝑝𝑖, то несложно

заметить, что повторные суммы Валле Пуссена на классе 𝐶𝑞
𝛽𝐻𝜔 обеспечивают

более высокий порядок приближения (при 𝑛 → ∞), чем обычные суммы Валле
Пуссена. Имея в виду формулы (2) и (4), например, в случае 𝑝𝑖 = 𝑝

𝑟 видим, что по-
рядок приближения суммами 𝑉 (𝑟)

𝑛,𝑝 (𝑓 ;𝑥) составляет 𝑞𝑛−𝑝+𝑟

𝑝𝑟 𝜔(1/(𝑛−𝑝)), что в 𝑝𝑟−1

раз лучше, чем порядок приближения соответствующими суммами 𝑉𝑛,𝑝(𝑓 ;𝑥).
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