
ISSN 2304-1579.Вiсник Од. нац. ун-ту. Мат. i мех.–2014 .–Т.19, вип. 3(23).–С. 27–39

Mathematical Subject Classification: 34B37, 34K10
УДК 517.9

С. М. Чуйко, О. Д. Кичмаренко, А. С. Чуйко
Донбасский государственный педагогический университет

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ С ИМПУЛЬСНЫМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ ТИПА
“INTERFACE CONDITIONS” С СОСРЕДОТОЧЕННЫМ

ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Работа выполнена при финансовой поддержке Фонда фундаментальных
исследований Германии (DFG; номер регистрации GZ:436UKR 13/103/0-1) и
Государственного Фонда фундаментальных исследований Украины (номер

государственной регистрации 0109U000381).

Чуйко С. М., Кiчмаренко О. Д., Чуйко О. С. Крайовi задачi з iмпуль-
сним впливом типу “interface conditions” iз зосередженим запiзненням. Роз-
глядається лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння зi змiнним зосередженим за-
пiзненням i iмпульсним впливом типу «interface conditions» при вiдомiй крайовiй умовi.
Встановлюються умови iснування та єдиностi розв’язку вiдповiдної однорiдної задачi,
будується узагальнений оператор Грiна i формулюються умови розв’язностi початкової
задачi Кошi.
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менным сосредоточенным запаздыванием и импульсным воздействием типа «interface
conditions» при известном краевом условии. Устанавливаются условия существования
и единственности решения соответствующей однородной задачи, строится обобщенный
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Введение. Существует группа прикладных задач, в которых на систему
действуют не длительные по времени, но существенные по величине силы внеш-
ние воздействия, приводящие к почти мгновенному изменению состояния систе-
мы. Часто продолжительностью возмущения удобно пренебречь и считать, что
эти возмущения носят мгновенный, импульсный характер. Дифференциальные
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уравнения с импульсным воздействием широко используются в математическом
моделировании такого рода динамических систем. Исследованию дифференци-
альных уравнений с импульсным воздействием посвящено множество публика-
ций, например: [2, 8–11,14,16–19].

В то же время существует множество систем, на текущее состояние кото-
рых влияет информация о состоянии системы в некоторый предыдущий момент
времени — это так называемые системы с последействием. Математической мо-
делью таких систем является дифференциальное уравнение с запаздыванием, их
исследованию посвящены работы [3–7,13,20–24].

В данной статье рассматривается линейное неоднородное дифференциальное
уравнение с переменным сосредоточенным запаздыванием и импульсным воздей-
ствием типа «interface conditions» при известном краевом условии, устанавлива-
ются условия существования и единственности решения соответствующей одно-
родной задачи, строится обобщенный оператор Грина и формулируются условия
разрешимости неоднородной задачи Коши.

Основные результаты
1. Постановка задачи. Исследована задача о построении решения [1,2]

𝑧(𝑡) ∈ 𝐶1

{︂
[𝑎, 𝑏] ∖ {𝜏𝑖}𝐼

}︂
, 𝑖 = 1, 2, ... , 𝑝

системы дифференциальных уравнений [3–7]

𝑑𝑧(𝑡)/𝑑𝑡 = 𝐴𝑖(𝑡)𝑧(ℎ𝑖(𝑡)) + 𝑓𝑖(𝑡), 𝑡 ̸= 𝜏𝑖 (1)

с импульсным воздействием типа «interface conditions» [8–11]

ℓ𝑖𝑧(·) = 𝑎𝑖, 𝑎𝑖 ∈ R𝑘 (2)

и краевым условием
ℓ𝑧(·) = 𝛼, 𝛼 ∈ R𝑚. (3)

Здесь 𝐴𝑖(𝑡)− (𝑛×𝑛)-мерные матрицы, 𝑓𝑖(𝑡)− вектор-функции и ℎ𝑖(𝑡)− скалярные
функции, непрерывные на отрезках

[𝑎; 𝜏1], [𝜏1; 𝜏2], ... , [𝜏𝑝; 𝑏], 𝑎 ≤ ℎ𝑖(𝑡) ≤ 𝑡 ≤ 𝑏,

ℓ𝑖𝑧(·)− линейные ограниченные векторные функционалы

ℓ𝑖𝑧(·) : 𝐶
{︂
[𝑎, 𝜏𝑖+1 [∖{𝜏1, ... , 𝜏𝑖}𝐼

}︂
→ R𝑘

вида

ℓ𝑖𝑧(·) =
𝑖∑︁

𝑗=0

ℓ
(𝑗)
𝑖 𝑧(·), 𝑖 = 1, 2, ... , 𝑝,

где

ℓ
(0)
𝑖 𝑧(·) : 𝐶[𝑎, 𝜏1[→ R𝑘, ... , ℓ

(𝑖)
𝑖 𝑧(·) : 𝐶[𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1 [ → R𝑘, 𝑖 = 1, ... , 𝑝− 1, ... ,

ℓ(0)𝑝 𝑧(·) : 𝐶 [𝑎, 𝜏1 [→ R𝑘, ... , ℓ(𝑝)𝑝 𝑧(·) : 𝐶[𝜏𝑝, 𝑏] → R𝑘
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— линейные функционалы. Рассмотрим однородную часть

𝑑𝑧0(𝑡)/𝑑𝑡 = 𝐴𝑖(𝑡)𝑧0(ℎ𝑖(𝑡)), 𝑡 ∈ [𝜏𝑖; 𝜏𝑖+1], 𝑖 = 0, 1, ... , 𝑝, 𝜏0 := 𝑎, 𝜏𝑝+1 := 𝑏 (4)

системы дифференциальных уравнений с запаздыванием (1). Общее решение

𝑧0(𝑡, 𝑐) = 𝑋0(𝑡)𝑐, 𝑐 ∈ R𝑛

системы (4) определяет нормальная (𝑋0(𝑎) = 𝐼𝑛) фундаментальная матрица
𝑋0(𝑡). Существенной особенностью системы дифференциальных уравнений с пе-
реключениями и сосредоточенным запаздыванием (4) является тот факт, что
фундаментальная матрица 𝑋0(𝑡), вообще говоря, является вырожденной [11];
это обстоятельство не позволяет построение нормальной фундаментальной мат-
рицы 𝑋0(𝑡), непрерывной на всем отрезке [𝑎, 𝑏]; для определенности положим
𝑋0(𝜏𝑖 + 0) := 𝐼𝑛.

Пример 1. Нормальная (𝑋0(𝜏𝑖 + 0) = 𝐼2) фундаментальная матрица

𝑋0(𝑡) ∈ 𝐶1

{︂
[0, 2𝜋] ∖ {𝜏𝑖}𝐼

}︂
, 𝑖 = 0, 1, 2, 𝜏0 := 0, 𝜏1 :=

𝜋

2
, 𝜏2 :=

3𝜋

2

системы с переключениями⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑𝑧(𝑡)/𝑑𝑡 = 𝐴0(𝑡) · 𝑧(ℎ1(𝑡)), ℎ0(𝑡) := 𝑡, 𝑡 ∈ [0; 𝜋

2 ],

𝑑𝑧(𝑡)/𝑑𝑡 = 𝐴1(𝑡) · 𝑧(ℎ2(𝑡)), ℎ1(𝑡) :=
𝜋
2 , 𝑡 ∈ [𝜋2 ;

3𝜋
2 ],

𝑑𝑧(𝑡)/𝑑𝑡 = 𝐴2(𝑡) · 𝑧(ℎ3(𝑡)), ℎ2(𝑡) := 𝑡, 𝑡 ∈ [ 3𝜋2 ; 2𝜋]

(5)

имеет вид

𝑋0(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ [0; 𝜋

2 ];

(𝑡+ 1− 𝜋
2 ) · 𝐽2, 𝑡 ∈ [𝜋2 ;

3𝜋
2 ];

𝐽2 ·𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ [ 3𝜋2 ; 2𝜋],

где

𝑋2(𝑡) :=

(︂
cos 𝑡 sin 𝑡
− sin 𝑡 cos 𝑡

)︂
, 𝐴0(𝑡) = 𝐴2(𝑡) = 𝐽2, 𝐴1(𝑡) = 𝐼2, 𝐽2 :=

(︂
0 1
−1 0

)︂
.

Построение нормальной (𝑋0(𝑎) = 𝐼𝑛) фундаментальной матрицы𝑋0(𝑡), непре-
рывной на всем отрезке [𝑎, 𝑏], возможно [11] при дополнительных требованиях на
правую часть системы (4).

Пример 2. Нормальная (𝑋0(0) = 𝐼2) фундаментальная матрица

𝑋0(𝑡) ∈ 𝐶1

{︂
[0, 2𝜋] ∖ {𝜏𝑖}𝐼

}︂
, 𝑋0(𝑡) ∈ 𝐶[0, 2𝜋], 𝑖 = 0, 1, 2

системы с переключениями (5) имеет вид

𝑋0(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ [0; 𝜋

2 ];

(𝑡+ 1− 𝜋
2 ) · 𝐽2, 𝑡 ∈ [𝜋2 ;

3𝜋
2 ];

−(1 + 𝜋) ·𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ [ 3𝜋2 ; 2𝜋].
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Фундаментальную матрицу системы (4) с импульсным воздействием

ℓ𝑖𝑧(·) = 0 (6)

ищем в виде

𝑋(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑋0(𝑡)𝑌0, 𝑡 ∈ [𝑎; 𝜏1[,

𝑋0(𝑡)𝑌1, 𝑡 ∈ [𝜏1; 𝜏2[,

............ ............. ,

𝑋0(𝑡)𝑌𝑝, 𝑡 ∈ [𝜏𝑝; 𝑏],

где 𝑌0, ... , 𝑌𝑝− неизвестные постоянные (𝑛× 𝑛)-матрицы. Для нахождения мат-
рицы 𝑌1 приходим к уравнению

𝑄1𝑌1 = ℓ
(0)
1 𝑋0(·)𝑌0, 𝑄1 := −ℓ(1)1 𝑋0(·) ∈ R𝑚×𝑛,

разрешимому тогда и только тогда, когда

𝑃𝑄*
1
ℓ
(0)
1 𝑋0(·)𝑌0 = 0;

в этом случае существует по меньшей мере одна фундаментальная матрица вида

𝑋(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝑄
+
1 ℓ

(0)
1 𝑋0(·)𝑌0, 𝑡 ∈ [𝜏1, 𝜏2[.

Для нахождения матрицы 𝑌2 приходим к уравнению

𝑄2𝑌2 = ℓ
(0)
2 𝑋0(·) + ℓ

(1)
2 𝑋0(·)𝑌1, 𝑄2 := −ℓ(2)2 𝑋0(·) ∈ R𝑚×𝑛,

разрешимому тогда и только тогда, когда

𝑃𝑄*
2

{︂
ℓ
(0)
2 𝑋0(·) + ℓ

(1)
2 𝑋(·)𝑌1

}︂
= 0;

в этом случае существует по меньшей мере одна фундаментальная матрица вида

𝑋(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝑄
+
2

{︂
ℓ
(0)
2 𝑋(·) + ℓ

(1)
2 𝑋(·)𝑌1

}︂
, 𝑡 ∈ [𝜏2, 𝜏3[.

Продолжая рассуждения, для нахождения матрицы 𝑌𝑝 приходим к уравнению

𝑄𝑝𝑌𝑝 =

𝑝−1∑︁
𝑗=0

ℓ(𝑗)𝑝 𝑋(·)𝑌𝑗 , 𝑄𝑝 := −ℓ(𝑝)𝑝 𝑋0(·) ∈ R𝑚×𝑛,

разрешимому тогда и только тогда, когда

𝑃𝑄*
𝑝

𝑝−1∑︁
𝑗=0

ℓ(𝑗)𝑝 𝑋0(·)𝑌𝑗 = 0;

в этом случае существует по меньшей мере одна фундаментальная матрица вида

𝑋(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝑄
+
𝑝

𝑝−1∑︁
𝑗=1

ℓ(𝑗)𝑝 𝑋(·)𝑌𝑗 , 𝑡 ∈ [𝜏𝑝; 𝑏].



Краевые задачи с импульсным воздействием и сосредоточенным запаздыванием 31

Предположим, что 𝑌0 := 𝐼𝑛; если при этом выполнены условия

𝑃𝑄*
1
ℓ
(0)
1 𝑋0(·) = 0, 𝑃𝑄*

2

{︂
ℓ
(0)
2 𝑋0(·) + ℓ

(1)
2 𝑋(·)𝑌1

}︂
= 0, ... , 𝑃𝑄*

𝑝

𝑝−1∑︁
𝑗=0

ℓ(𝑗)𝑝 𝑋0(·)𝑌𝑗 = 0,

(7)
то существует по меньшей мере одно решение однородной задачи (4), (6), пред-
ставимое нормальной (𝑋(𝑎) = 𝐼𝑛) фундаментальной матрицей 𝑋(𝑡). Если по
меньшей мере одно из условий (7) не выполнено, то 𝑌0 := 0, при этом существует
единственное решение однородной системы с импульсным воздействием (4), (6)
является тривиальным. Таким образом, доказана следующая лемма.

Лемма. При условиях (7) существует по меньшей мере одно решение од-
нородной системы с импульсным воздействием (4), (6) вида

𝑧0(𝑡, 𝑐) = 𝑋(𝑡)𝑐, 𝑐𝑟 ∈ R𝑛,

где

𝑋(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑋0(𝑡), 𝑌0 = 𝐼𝑛, 𝑡 ∈ [𝑎; 𝜏1[,

𝑋0(𝑡)𝑌1, 𝑌1 = 𝑄+
1 ℓ

(0)
1 𝑋0(·), 𝑡 ∈ [𝜏1; 𝜏2[,

𝑋0(𝑡)𝑌2, 𝑌2 = 𝑄+
2

{︂
ℓ
(0)
2 𝑋0(·) + ℓ

(1)
2 𝑋0(·)𝑌1

}︂
, 𝑡 ∈ [𝜏2; 𝜏3[,

.............. ................................................. ................

𝑋0(𝑡)𝑌𝑝, 𝑌𝑝 = 𝑄+
𝑝

𝑝−1∑︀
𝑗=1

ℓ
(𝑗)
𝑝 𝑋0(·)𝑌𝑗 , 𝑡 ∈ [𝜏𝑝; 𝑏]

нормальная (𝑋(𝑎) = 𝐼𝑛) матрица задачи (4), (6). Если по меньшей мере од-
но из условий (7) не выполнено, то единственное решение однородной задачи с
импульсным воздействием (4), (6) является тривиальным.

Пример 3. Нормальная (𝑋(0) = 𝐼2) фундаментальная матрица

𝑋(𝑡) ∈ 𝐶1

{︂
[0, 2𝜋] ∖ {𝜏𝑖}𝐼

}︂
, 𝑖 = 0, 1, 2, 𝜏1 :=

𝜋

2
, 𝜏2 :=

3𝜋

2

краевой задачи с импульсным воздействием

𝑧

(︂
𝜋

2
+ 0

)︂
− 𝑧

(︂
3𝜋

2
− 0

)︂
= 0, 𝑧(+0)− 𝑧(2𝜋 − 0) = 0

для системы с переключениями (5) имеет вид

𝑋(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ [0; 𝜋

2 [;

0, 𝑡 ∈ [𝜋2 ;
3𝜋
2 [;

𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ [ 3𝜋2 ; 2𝜋].

Для построения нормальной (𝑋(0) = 𝐼2) фундаментальной матрицы постав-
ленной задачи используем матрицу 𝑋0(𝑡), найденную ранее в примере 2. Матри-
цы 𝑄1 = 𝜋𝐽2 и 𝑄2 = −𝐽2 невырождены, следовательно 𝑃𝑄*

1
= 𝑃𝑄*

2
= 0, при этом
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условие (7) выполнено. Поскольку ℓ(0)1 𝑧(·) ≡ 0, постольку 𝑋(𝑡) ≡ 0 при 𝑡 ∈ [𝜋2 ;
3𝜋
2 [.

Аналогично 𝑋(𝑡) = 𝑋2(𝑡) при 𝑡 ∈ [ 3𝜋2 ; 2𝜋].
Пример 4. Краевая задача с импульсным воздействием

𝑧

(︂
𝜋

2
− 0

)︂
− 𝑧(+0) = 0, 𝑧

(︂
𝜋

2
+ 0

)︂
− 𝑧

(︂
3𝜋

2
− 0

)︂
= 0

для системы с переключениями (5) не имеет решений

𝑧(𝑡) ∈ 𝐶1

{︂
[0, 2𝜋] ∖ {𝜏𝑖}𝐼

}︂
, 𝑖 = 0, 1, 2, 𝜏0 := 0, 𝜏1 :=

𝜋

2
, 𝜏2 :=

3𝜋

2
,

отличных от тривиального.
2. Обобщенный оператор Грина задачи Коши для системы с за-

паздывающим аргументом и импульсным воздействием типа «interface
conditions». Предположим условия доказанной леммы выполненными. В силу
непрерывности на промежутке [𝑎, 𝜏1[ решение системы (1), (2) имеет вид

𝑧(𝑡, 𝑐) = 𝑋(𝑡)𝑐+ ℐ(𝑡), 𝑐 ∈ R𝑛,

где 𝑋(𝑡) = 𝑋0(𝑡), ℐ(𝑡)− некоторое частное решение системы (1), (2). Решение
системы (1), (2) на промежутке [𝜏1, 𝜏2[ ищем в виде

𝑧(𝑡, 𝛾1) = 𝑋0(𝑡)𝛾1 + ℐ(𝑡), 𝛾1 ∈ R𝑛.

Для нахождения неизвестной 𝛾1 получаем уравнение

𝑄1𝛾1 = ℓ
(0)
1 𝑋0(·)𝑐+ ℓ1ℐ(·)− 𝑎1 ,

для разрешимости которого необходимо и достаточно, чтобы

𝑃𝑄*
1

{︂
ℓ
(0)
1 𝑋0(·)𝑐+ ℓ1ℐ(·)− 𝑎1

}︂
= 0.

С учетом первого из равенств (7) последнее условие упрощается

𝑃𝑄*
1

{︂
ℓ1ℐ(·)− 𝑎1

}︂
= 0. (8)

При условии (8) находим

𝛾1 = 𝑌1𝑐+ 𝛾1, 𝛾1 = 𝑄+
1

{︂
ℓ1ℐ(·)− 𝑎1

}︂
.

Таким образом, при условии (7) и (8) решение системы (1), (2) на промежутке
[𝜏1, 𝜏2[ имеет вид

𝑧(𝑡, 𝑐) = 𝑋(𝑡)𝑐+𝐾

[︂
𝑓1(𝑠); 𝑎1

]︂
(𝑡),

где

𝐾

[︂
𝑓1(𝑠); 𝑎1

]︂
(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝛾1 + ℐ(𝑡), 𝜏 ∈ [𝜏1, 𝜏2[
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— обобщенный оператор Грина задачи Коши для системы с импульсным воздей-
ствием (1), (2). Решение системы (1), (2) на промежутке [𝜏2, 𝜏3[ ищем в виде

𝑧(𝑡, 𝛾1) = 𝑋0(𝑡)𝛾1 + ℐ(𝑡), 𝛾1 ∈ R𝑛.

При условии (7) для нахождения неизвестной 𝛾2 получаем уравнение

𝑄2𝛾2 = ℓ
(0)
2 𝑋0(·)𝑐+ ℓ

(1)
2 𝑋0(·)𝑌1𝑐+ ℓ

(1)
2 𝑋0(·)𝛾1 + ℓ2ℐ(·)− 𝑎2,

для разрешимости которого, с учетом равенств (7), необходимо и достаточно,
чтобы

𝑃𝑄*
2

{︂
ℓ
(1)
2 𝑋0(·)𝛾1 + ℓ2ℐ(·)− 𝑎2

}︂
= 0. (9)

При условии (9) находим

𝛾2 = 𝑌2𝑐+ 𝛾2, 𝛾2 = 𝑄+
2

{︂
ℓ
(1)
2 𝑋0(·)𝛾1 + ℓ2ℐ(·)− 𝑎2

}︂
.

Таким образом, при условиях (7), (8) и (9) решение 𝑇− периодической задачи
(1), (2) на промежутке [𝜏2, 𝜏3[ имеет вид

𝑧(𝑡, 𝑐𝑟) = 𝑋(𝑡)𝑐+𝐾

[︂
𝑓2(𝑠); 𝑎2

]︂
(𝑡),

где

𝐾

[︂
𝑓2(𝑠); 𝑎2

]︂
(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝛾2 + ℐ(𝑡), 𝜏 ∈ [𝜏2, 𝜏3[

— обобщенный оператор Грина задачи Коши для системы с импульсным воздей-
ствием (1), (2). Продолжая рассуждения, решение системы (1), (2) на отрезке
[𝜏𝑝, 𝑏] ищем в виде

𝑧(𝑡, 𝛾𝑝) = 𝑋0(𝑡)𝛾𝑝 + ℐ(𝑡), 𝛾𝑝 ∈ R𝑛.

При условиях (7), (8), (9), .... для нахождения неизвестной 𝛾𝑝 получаем уравнение

𝑄𝑝𝛾𝑝 =

{︂ 𝑝−1∑︁
𝑗=0

ℓ(𝑗)𝑝 𝑋0(·)𝑌𝑗
}︂
𝑐+

𝑝−1∑︁
𝑗=1

ℓ(𝑗)𝑝 𝑋0(·)𝛾𝑗 + ℓ𝑝ℐ(·)− 𝑎𝑝,

для разрешимости которого, с учетом равенств (7), необходимо и достаточно,
чтобы

𝑃𝑄*
𝑝

{︂ 𝑝−1∑︁
𝑗=1

ℓ(𝑗)𝑝 𝑋0(·)𝛾𝑗 + ℓ𝑝ℐ(·)− 𝑎𝑝

}︂
= 0. (10)

При условии (10) находим

𝛾𝑝 = 𝑌𝑝𝑐+ 𝛾𝑝, 𝛾𝑝 = 𝑄+
𝑝

{︂ 𝑝−1∑︁
𝑗=1

ℓ(𝑗)𝑝 𝑋0(·)𝛾𝑗 + ℓ𝑝ℐ(·)− 𝑎𝑝

}︂
.
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Таким образом, при условии (7), (8), (9), ... , (10) решение системы (1), (2) на
промежутке [𝜏𝑝, 𝑏] имеет вид

𝑧(𝑡, 𝑐) = 𝑋(𝑡)𝑐+𝐾

[︂
𝑓𝑝(𝑠); 𝑎𝑝

]︂
(𝑡),

где

𝐾

[︂
𝑓𝑝(𝑠); 𝑎𝑝

]︂
(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝛾𝑝 + ℐ(𝑡)

— обобщенный оператор Грина задачи Коши для системы с импульсным воздей-
ствием (1), (2). Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Предположим выполненными требования леммы. При условиях
(7), (8), (9), ... , (10) существует по меньшей мере одно решение системы (1),
(2) с импульсным воздействием типа «interface conditions» и запаздыванием
вида

𝑧(𝑡, 𝑐) = 𝑋(𝑡)𝑐+𝐾

[︂
𝑓𝑖(𝑠); 𝑎𝑖

]︂
(𝑡),

где

𝐾

[︂
𝑓𝑖(𝑠); 𝑎𝑖

]︂
(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ℐ(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝜏1[,

𝑋0(𝑡)𝑄
+
1

{︀
ℓ1ℐ(·)− 𝑎1

}︀
+ ℐ(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜏1, 𝜏2[,

𝑋0(𝑡)𝑄
+
2

{︀
ℓ
(1)
2 𝑋0(·)𝛾1 + ℓ2ℐ(·)− 𝑎2

}︀
+ ℐ(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜏2, 𝜏3[,

................................................................ , ................

𝑋0(𝑡)𝑄
+
𝑝

{︂
𝑝−1∑︀
𝑗=1

ℓ
(𝑗)
𝑝 𝑋0(·)𝛾𝑗 + ℓ𝑝ℐ(·)− 𝑎𝑝

}︂
+ ℐ(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜏𝑝, 𝑏]

— обобщенный оператор Грина задачи Коши для системы с импульсным воз-
действием (1), (2).

Если по меньшей мере одно из условий (7) не выполнено, то единственному
тривиальному решению однородной задачи с импульсным воздействием (4), (6)
соответствует по меньшей мере одно решение

𝑧(𝑡, 𝑐) = 𝐾

[︂
𝑓𝑖(𝑠); 𝑎𝑖

]︂
(𝑡)

неоднородной импульсной системы (1), (2) с запаздывающим аргументом.
Пример 5. Исследуем задачу о построении решений

𝑧(𝑡) ∈ 𝐶1

{︂
[0, 2𝜋] ∖ {𝜏𝑖}𝐼

}︂
, 𝑖 = 1, 2

системы дифференциальных уравнений с импульсным воздействием⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑑𝑧(𝑡)/𝑑𝑡 = 𝐽2 · 𝑧(ℎ1(𝑡)) + 𝑓(𝑡), ℎ0(𝑡) := 𝑡, 𝑡 ∈ [0; 𝜋

2 [,

𝑑𝑧(𝑡)/𝑑𝑡 = 𝐼2 · 𝑧(ℎ2(𝑡)) + 𝑓(𝑡), ℎ1(𝑡) :=
𝜋
2 , 𝑡 ∈ [𝜋2 ;

3𝜋
2 [,

𝑑𝑧(𝑡)/𝑑𝑡 = 𝐽2 · 𝑧(ℎ3(𝑡)) + 𝑓(𝑡), ℎ2(𝑡) := 𝑡, 𝑡 ∈ [ 3𝜋2 ; 2𝜋]

𝑧(𝜏1 + 0)− 𝑧(𝜏2 − 0) = 0, 𝑧(0)− 𝑧(2𝜋) = 0;

(11)
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здесь
𝑓(𝑡) =

(︂
sin 2𝑡
cos 2𝑡

)︂
, 𝜏1 :=

𝜋

2
, 𝜏2 :=

3𝜋

2
.

Однородная часть задачи (11) совпадает с задачей о построении решений систе-
мы (5) с импульсным воздействием (11), поэтому используем ранее найденные
матрицы

𝑋0(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ [0; 𝜋

2 ];

(𝑡+ 1− 𝜋
2 ) · 𝐽2, 𝑡 ∈ [𝜋2 ;

3𝜋
2 ];

−(1 + 𝜋) ·𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ [ 3𝜋2 ; 2𝜋];

𝑋(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ [0; 𝜋

2 [;

0, 𝑡 ∈ [𝜋2 ;
3𝜋
2 [;

𝑋2(𝑡), 𝑡 ∈ [ 3𝜋2 ; 2𝜋]

и функцию

ℐ(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
cos 𝑡− cos 2𝑡

− sin 𝑡+ sin 2𝑡

)︃
, 𝑡 ∈ [0; 𝜋

2 [;(︃
− cos2 𝑡

sin 𝑡 cos 𝑡

)︃
, 𝑡 ∈ [𝜋2 ;

3𝜋
2 [;(︃

− cos 2𝑡+ sin 𝑡

cos 𝑡+ sin 2𝑡

)︃
, 𝑡 ∈ [ 3𝜋2 ; 2𝜋].

Поскольку матрицы 𝑄1 = 𝜋𝐽2 и 𝑄2 = −𝐽2 невырождены, постольку 𝑃𝑄*
1
= 𝑃𝑄*

2
=

0, при этом условия (8) и (9) выполнены, следовательно поставленная задача для
системы (11) разрешима. В силу непрерывности на промежутке [0, 𝜋2 [ решение
системы (11) имеет вид

𝑧(𝑡, 𝑐) = 𝑋(𝑡)𝑐+ ℐ(𝑡), 𝑐 ∈ R2.

Решение системы (11) на промежутке [𝜋2 ;
3𝜋
2 [ имеет вид

𝑧(𝑡, 𝑐) = 𝑋(𝑡)𝑐+𝐾

[︂
𝑓(𝑠)

]︂
(𝑡), 𝐾

[︂
𝑓1(𝑠)

]︂
(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝛾1 + ℐ(𝑡) ≡ ℐ(𝑡),

поскольку

𝛾1 = 𝑄+
1 ℓ1ℐ(·) = 𝑄−1

1

[︂
ℐ
(︂
𝜋

2
+ 0

)︂
− ℐ

(︂
3𝜋

2
− 0

)︂]︂
= 0.

Решение системы (11) на промежутке [ 3𝜋2 ; 2𝜋] имеет вид

𝑧(𝑡, 𝑐) = 𝑋(𝑡)𝑐+𝐾

[︂
𝑓(𝑠)

]︂
(𝑡), 𝐾

[︂
𝑓(𝑠)

]︂
(𝑡) = 𝑋0(𝑡)𝛾2 + ℐ(𝑡),

где

𝛾2 =
1

1 + 𝜋

(︂
−1
1

)︂
.

Таким образом, решение системы (11) имеет вид

𝑧(𝑡, 𝑐) = 𝑋(𝑡)𝑐+𝐾

[︂
𝑓(𝑠)

]︂
(𝑡),
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где

𝐾

[︂
𝑓(𝑠)

]︂
(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︃
cos 𝑡− cos 2𝑡

− sin 𝑡+ sin 2𝑡

)︃
, 𝑡 ∈ [0; 𝜋

2 [;(︃
− cos2 𝑡

sin 𝑡 cos 𝑡

)︃
, 𝑡 ∈ [𝜋2 ;

3𝜋
2 [;(︃

cos 𝑡− cos 2𝑡

− sin 𝑡+ sin 2𝑡

)︃
, 𝑡 ∈ [ 3𝜋2 ; 2𝜋]

— обобщенный оператор Грина задачи Коши импульсной системы с состредото-
ченным запаздыванием (11).

3. Обобщенный оператор Грина импульсной краевой задачи для
системы с запаздывающим аргументом. Рассмотрим далее задачу о по-
строении решения

𝑧(𝑡) ∈ 𝐶1

{︂
[𝑎, 𝑏] ∖ {𝜏𝑖}𝐼

}︂
, 𝑖 = 1, 2, ... , 𝑝

импульсной краевой задачи для системы с запаздывающим аргументом (1), (2),
(3). Здесь

ℓ𝑧(·) : 𝐶1

{︂
[𝑎, 𝑏] ∖ {𝜏𝑖}𝐼

}︂
→ 𝑅𝑚

— линейный ограниченный функционал. Предположим выполненными условия
доказанной теоремы 1. Доказательство следующей теоремы аналогично [11].

Теорема 2. В критическом случае (𝑃𝑄* ̸= 0) импульсная краевая задача для
системы с запаздывающим аргументом (1), (2), (3) разрешима тогда и только
тогда, когда

𝑃𝑄*
𝑑

{︃
𝛼− ℓ𝐾

[︂
𝑓𝑖(𝑠); 𝑎𝑖

]︂
(·)

}︃
= 0. (12)

При условии (12) критическая (𝑃𝑄* ̸= 0) импульсная краевая задача (1), (2), (3)
имеет 𝑟− параметрическое семейство решений

𝑧(𝑡, 𝑐𝑟) = 𝑋𝑟(𝑡)𝑐𝑟 +𝐺

[︂
𝑓𝑖(𝑠); 𝑎𝑖

]︂
(𝑡);

здесь

𝐺

[︂
𝑓𝑖(𝑠); 𝑎𝑖

]︂
(𝑡) = 𝑋(𝑡)𝑄+

{︂
𝛼− ℓ𝐾

[︂
𝑓𝑖(𝑠); 𝑎𝑖

]︂
(·)
}︂
+𝐾

[︂
𝑓𝑖(𝑠); 𝑎𝑖

]︂
(𝑡)

— обобщенный оператор Грина задачи Коши для системы с импульсным воз-
действием типа «interface conditions» (1), (2), (3).

Здесь 𝑄 = ℓ𝑋(·) — (𝑚 × 𝑛)-матрица, rank 𝑄 = 𝑛1, 𝑛 − 𝑛1 = 𝑟, 𝑃𝑄* — (𝑚 ×
𝑚)-матрица-ортопроектор 𝑃𝑄* : R𝑚 → 𝑁(𝑄*), 𝑋(𝑡) — нормальная (𝑋(𝑎) = 𝐼𝑛)
фундаментальная матрица однородной системы с импульсным воздействием (4),
(6); 𝑋𝑟(𝑡) := 𝑋(𝑡)𝑃𝑄𝑟

— (𝑛 × 𝑟)-мерная фундаментальная матрица однородной
импульсной краевой задачи с запаздывающим аргументом

𝑑𝑧(𝑡)/𝑑𝑡 = 𝐴𝑖(𝑡)𝑧(ℎ𝑖(𝑡)), 𝑡 ̸= 𝜏𝑖, ℓ𝑖𝑧(·) = 0, ℓ𝑧(·) = 0.
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𝑃𝑄𝑟
— (𝑛×𝑟)-матрица, составленная из 𝑟 линейно-независимых столбцов (𝑛×𝑛)-

матрицы-ортопроектора 𝑃𝑄 : R𝑛 → 𝑁(𝑄); 𝑃𝑄*
𝑑

— (𝑑 ×𝑚)-мерная матрица 𝑃𝑄*
𝑑

составлена из 𝑑 = 𝑚 − 𝑛1 линейно-независимых строк матрицы-ортопроектора
𝑃𝑄* [1], 𝑄+ — псевдообратная матрица по Муру—Пенроузу.

Пример 6. Требованиям теоремы 2 удовлетворяет задача о построении
2𝜋-периодических решений

𝑧(𝑡) ∈ 𝐶1

{︂
[0, 2𝜋] ∖ {𝜏𝑖}𝐼

}︂
, 𝑖 = 1, 2

импульсной системы с запаздывающим аргументом (11).
Действительно, 𝑄 = 0, следовательно 𝑃𝑄* = 𝐼2 ̸= 0, при этом условие (12)

выполнено, поскольку

𝑃𝑄*
𝑑

{︃
𝛼− ℓ𝐾

[︂
𝑓𝑖(𝑠); 𝑎𝑖

]︂
(·)

}︃
= ℓ𝐾

[︂
𝑓(𝑠)

]︂
(·) = 𝐾

[︂
𝑓(𝑠)

]︂
(0)−𝐾

[︂
𝑓(𝑠)

]︂
(2𝜋) = 0.

Искомое 2𝜋-периодическое решение системы (11) имеет вид

𝑧(𝑡, 𝑐) = 𝑋(𝑡)𝑐+𝐾

[︂
𝑓(𝑠)

]︂
(𝑡);

обобщенный оператор Грина задачи Коши импульсной системы с состредоточен-
ным запаздыванием (11) и нормальная (𝑋(0) = 𝐼2) фундаментальная матрица
𝑋(𝑡) ранее найдены в примере 5.

Теорема 3. В некритическом случае (𝑃𝑄* = 0) импульсная краевая задача
для системы с запаздывающим аргументом (1), (2), (3) для любых неоднород-
ностей 𝑓𝑖(𝑡), 𝑎𝑖 и 𝛼 имеет по меньшей мере одно решение вида

𝑧(𝑡) = 𝐺

[︂
𝑓𝑖(𝑠); 𝑎𝑖

]︂
(𝑡).

Пример 7. Требованиям теоремы 3 удовлетворяет задача о построении
решений

𝑧(𝑡) ∈ 𝐶1

{︂
[0, 2𝜋] ∖ {𝜏𝑖}𝐼

}︂
, 𝑖 = 1, 2

импульсной системы с запаздывающим аргументом (11), подчиненных анти-
периодическому краевому условию 𝑧(0) + 𝑧(2𝜋) = 0.

Действительно, 𝑄 = 2𝐼2 ̸= 0, следовательно 𝑃𝑄* = 0, при этом имеет место
некритический случай. Решение импульсной системы с запаздывающим аргумен-
том (11), подчиненное условию 𝑧(0)− 𝑧(2𝜋) = 0, имеет вид

𝑧(𝑡) = 𝐺

[︂
𝑓𝑖(𝑠); 𝑎𝑖

]︂
(𝑡) = 𝐾

[︂
𝑓(𝑠)

]︂
(𝑡);

причем обобщенный оператор Грина антипериодической краевой задачи для им-
пульсной системы с состредоточенным запаздыванием (11) совпадает с ранее най-
денным в примере 5.

Заключение. Утверждения доказанной леммы и теорем 1–3 обобщают
соответствующие результаты из [1,2,8,9,14] на случай дифференциальных систем
с запаздывающим аргументом, а также соответствующие результаты из [3–7,15]
на случай дифференциальных систем с импульсным воздействием.
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