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ЗАКРИТТЯ ТРIЩИНИ, СПОЛУЧЕНОЇ ЗI ЩIЛИНОЮ,
В ПЛАСТИНI ЗА ЗГИНУ З РОЗТЯГОМ – СТИСКОМ

Шацький I. П. Закриття трiщини, сполученої зi щiлиною, в пластинi за
згину з розтягом – стиском. У двовимiрнiй постановцi розглядається мiшана зада-
ча про контактну взаємодiю берегiв наскрiзної трiщини, сполученої з вузькою щiлиною
на однiй прямiй, за сукупної дiї на пластину мембранного та згинального навантажень.
Береги щiлини не контактують. Явище закриття трiщини, зумовлене деформацiєю зги-
ну, враховується з використанням моделi контакту вздовж лiнiї. На пiдставi аналiти-
чного розв’язку задачi дослiджено розподiли стрибкiв перемiщення, кута повороту i
контактних реакцiй на розрiзi для довiльних спiввiдношень величин мембранного та
згинального навантажень.
Ключовi слова: пластина, щiлина, закриття трiщини, згин, розтяг, стиск.

Шацкий И. П. Закрытие трещины, соединенной со щелью, в пластине
при изгибе с растяжением – сжатием. В двумерной постановке рассмотрена сме-
шанная задача контактного взаимодействия берегов сквозной трещины, соединенной
с узкой щелью, при совокупном воздействии на пластину мембранной и изгибающей
нагрузок. Берега щели не контактируют. Явление закрытия трещины, вызванное де-
формацией изгиба, учитывается с использованием модели контакта вдоль линии. На
основании аналитического решения исследованы распределения скачков перемещения,
угла поворота и контактных реакций на разрезе для произвольных соотношений вели-
чин мембранной и изгибающей нагрузок.
Ключевые слова: пластина, щель, закрытие трещины, изгиб, растяжение, сжатие.

Shatskyi I. P. Closure of crack connected with a slit in a plate under bending

and tension – compression loads. The mixed problem of contact interaction of edges of

through crack connected with narrow slit in a plate under membrane and bending loadings

is considered in two-dimensional statement. The edges of slit are in no contact with each

other. The crack closure phenomenon caused by bending deformation is taken into account

using the model of contact along the line. The distributions of displacement and rotation

angle jumps as well as contact reactions on the cut have been studied on the basis of the

analytical solution for arbitrary correlation of values of membrane and bending loads.

Key words: plate, slit, crack closure, bending, tension, compression.

Вступ. Проблема контактної взаємодiї берегiв трiщин в тонких пластинах
успiшно вирiшується в рамках класичних теорiй плоского напруженого стану та
згину пластин на пiдставi моделi контакту вздовж лiнiї [1–7]. Зокрема, в пра-
цях [2, 4] побудовано аналiтичнi розв’язки задач комбiнованого розтягу–згину
безмежної пластини з прямолiнiйною контактною трiщиною. Складнiшу конфi-
гурацiю трiщиноподiбного дефекту, який складаться iз системи контактних трi-
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щин, сполучених зi спiввiсними щiлинами, в умовах рiвномiрного згину пластини
розглянуто в статтi [8].

Метою цiєї роботи є дослiдження напружено-деформованого стану пласти-
ни, послабленої трiщиною, вирощеною зi щiлини, за сукупної дiї мембранного та
згинального навантажень.

Основнi результати
1. Постановка задачi. Розглянемо нескiнченну iзотропну пластину, яка в

декартових координатах займає область (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R2 × [−ℎ, ℎ], послаблену на-
скрiзним трiщиноподiбним дефектом, розташованим на вiдрiзку 𝐿 = (−𝑙, 𝑙) осi
абсцис. Структурно дефект складається iз вузької щiлини (−𝑙, 𝑏), яка за при-
пущенням не закривається за жодних умов, та вирощеної iз неї трiщини (𝑏, 𝑙)
з нульовою вiддалю мiж берегами, якi можуть контактувати. На нескiнченностi
перпендикулярно до лiнiї розрiзу пластина зазнає сукупної дiї рiвномiрно розпо-
дiлених нормальних зусиль 𝑛 i згинальних моментiв 𝑚; береги розрiзу та лицьовi
поверхнi пластини вiльнi вiд зовнiшнього навантаження. Дослiджуємо вплив роз-
рiзу i можливого контакту його берегiв на напружений стан пластини.

Аналiз закриття трiщини проводили у двовимiрнiй постановцi в рамках гiпо-
тез прямої нормалi на пiдставi моделi контакту вздовж лiнiї [1–7]. Враховуючи
симетрiю об’єкта та навантаження вiдносно осi абсцис, сформулювали мiшану
крайову задачу для пари бiгармонiчних операторiв на площинi з розрiзом:

ΔΔ𝜙 = 0, ΔΔ𝑤 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ R2∖𝐿; (1)

𝑁𝑦 = 0, 𝑀𝑦 = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑏); (2)

𝑁𝑦 = 0, 𝑀𝑦 = 0, [𝑢𝑦] > ℎ|[𝜗𝑦]|, 𝑥 ∈ 𝐿1; (3)

[𝑢𝑦] = ℎ|[𝜗𝑦]| > 0, 𝑀𝑦 = ℎ𝑁𝑦sgn[𝜗𝑦], 𝑁𝑦 6 0, 𝑥 ∈ 𝐿2; (4)

[𝑢𝑦] = 0, [𝜗𝑦] = 0, 𝑁𝑦 ±𝑀𝑦/ℎ 6 0, 𝑥 ∈ 𝐿3; (5)

𝑁𝑥 = 0, 𝑁𝑥𝑦 = 0, 𝑁𝑦 = 𝑛, 𝑀𝑥 = 0, 𝑀𝑥𝑦 = 0, 𝑀𝑦 = 𝑚, (𝑥, 𝑦) → ∞. (6)

Тут 𝜙 – функцiя Ерi, 𝑤 – прогин пластини, Δ – оператор Лапласа; [𝑢𝑦], [𝜗𝑦] –
стрибки перемiщення та кута повороту нормалi на розрiзi; 𝑁𝑥, 𝑁𝑥𝑦, 𝑁𝑦 – мем-
браннi зусилля; 𝑀𝑥, 𝑀𝑥𝑦, 𝑀𝑦 – моменти; 𝐿1 ∪ 𝐿2 ∪ 𝐿3 = (𝑏, 𝑙).

Пiд значеннями функцiй 𝑁𝑦, 𝑀𝑦 на (−𝑙, 𝑙) розумiємо пiвсуми їхнiх граничних
значень на берегах розрiзу. Самi ж функцiї при переходi через розрiз змiнюються
неперервно: [𝑁𝑦] = 0, [𝑀𝑦] = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑙).

Рiвностi (2) – це умови вiльного краю для щiлини; рiвностi та нерiвностi (3)–
(5) вiдображають умови можливого контакту берегiв трiщини в рамках гiпотези
прямої нормалi.

2. Аналiтичний розв’язок Для побудови розв’язку крайової задачi (1)–
(6) використали метод сингулярних iнтегральних рiвнянь, зокрема, подання нор-
мальних зусиль i моментiв на лiнiї розрiзу через похiднi вiд функцiй стрибка
[9–11]:

𝑁𝑦(𝑥, 0) = 𝑛+
𝐵

4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝑢𝑦]
′
(𝜉)

𝑑𝜉

𝜉 − 𝑥
, 𝑀𝑦(𝑥, 0) = 𝑚− 𝐷𝑎

4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝜗𝑦]
′
(𝜉)

𝑑𝜉

𝜉 − 𝑥
, (7)
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де 𝐵 = 2𝐸ℎ, 𝐷 = 2𝐸ℎ3/(3(1 − 𝜈2)), 𝑎 = (3 + 𝜈)(1 − 𝜈); 𝐸 i 𝜈 – модуль Юнга i
коефiцiєнт Пуассона матерiалу пластини.

Структура розв’язку залежить вiд спiввiдношення величин мембранного та
згинального навантажень.

Нехай 𝑛 > 0, а абсолютна величина 𝑚 незначна. За вiдсутностi контакту
берегiв трiщини (𝐿1 = (𝑏, 𝑙), 𝐿2 = ∅, 𝐿3 = ∅) iз крайових умов (2), (3) приходимо
до двох сингулярних iнтегральних рiвнянь на всьому розрiзi:

𝐵

4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝑢𝑦]
′
(𝜉)

𝑑𝜉

𝜉 − 𝑥
= −𝑛, 𝐷𝑎

4𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

[𝜗𝑦]
′
(𝜉)

𝑑𝜉

𝜉 − 𝑥
= 𝑚, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑙). (8)

Їх розв’язки, що задовольняють умовам

[𝑢𝑦](±𝑙) = 0, [𝜗𝑦](±𝑙) = 0, (9)

вiдомi [9–12]:

[𝑢𝑦](𝑥) =
4𝑛

𝐵

√︀
𝑙2 − 𝑥2, [𝜗𝑦](𝑥) = −4𝑚

𝐷𝑎

√︀
𝑙2 − 𝑥2. (10)

Iз нерiвностi в (3) встановлюємо дiапазон зовнiшнього навантаження, коли
контакт берегiв трiщини вiдсутнiй: Ω1 = {(𝑛, 𝑚) : 𝑛 > 𝜅|𝑚|/ℎ}, де 𝜅 = 3(1 +
𝜈)/(3 + 𝜈).

Якщо 𝑛 = 𝜅|𝑚|/ℎ, то береги трiщини 𝑦 = ±0, 𝑧 = −ℎsgn𝑚 дотикаються
одночасно по всiй довжинi дiлянки (𝑏, 𝑙).

Нехай 𝑛 < 𝜅|𝑚|/ℎ. Припустимо, що умови контакту вздовж лiнiї (4) вико-
нуються тепер на усiй трiщинi: 𝐿1 = ∅, 𝐿2 = (𝑏, 𝑙), 𝐿3 = ∅. Враховуючи, що
sgn[𝜗𝑦] = −sgn𝑀𝑦, перепишемо їх iнакше:

ℎ𝑁𝑦 = −|𝑀𝑦|, [𝑢𝑦]
′
= −ℎ[𝜗𝑦]′sgn𝑀𝑦, 𝑥 ∈ 𝐿2. (11)

Обернувши iнтегральнi оператори (7) за додаткових умов (9) та врахувавши
рiвностi (2), маємо:

𝐵

4
[𝑢𝑦]

′
(𝑥) = − 1

𝜋
√
𝑙2 − 𝑥2

⎧⎨⎩𝑛𝑥+

𝑙∫︁
𝑏

√︀
𝑙2 − 𝜉2𝑁𝑦(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉

⎫⎬⎭ ,

𝐷𝑎

4
[𝜗𝑦]

′
(𝑥) =

1

𝜋
√
𝑙2 − 𝑥2

⎧⎨⎩𝑚𝑥+

𝑙∫︁
𝑏

√︀
𝑙2 − 𝜉2𝑀𝑦(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉

⎫⎬⎭ . (12)

Пiдставляючи отриманий результат у новий варiант умов контакту (11), при-
ходимо до iнтегрального рiвняння щодо реактивного моменту:

1

𝜋

𝑙∫︁
𝑏

√︀
𝑙2 − 𝜉2𝑀𝑦(𝜉)

𝜉 − 𝑥
𝑑𝜉 = −𝜅𝑚− ℎ𝑛sgn𝑚

1 + 𝜅
𝑥, 𝑥 ∈ (𝑏, 𝑙). (13)
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Розв’язуючи рiвняння (13), знайшли 𝑀𝑦, а потiм з умови (11) визначили
контактну силу. Пiдставляючи отриманий результат у спiввiдношення (12) та
iнтегруючи їх за умов (9), остаточно дiстали:

𝑀𝑦(𝑥) =
𝜅𝑚− ℎ𝑛sgn𝑚

1 + 𝜅

𝑥+ (𝑙 − 𝑏)/2√︀
(𝑥− 𝑏)(𝑙 + 𝑥)

𝐻(𝑥− 𝑏),

𝑁𝑦(𝑥) = −𝜅|𝑚|/ℎ− 𝑛

1 + 𝜅

𝑥+ (𝑙 − 𝑏)/2√︀
(𝑥− 𝑏)(𝑙 + 𝑥)

𝐻(𝑥− 𝑏);

[𝑢𝑦](𝑥) =
4

𝐵(1 + 𝜅)

(︁
𝜅(|𝑚|/ℎ+ 𝑛)

√︀
𝑙2 − 𝑥2−

−(𝜅|𝑚|/ℎ− 𝑛)
√︀
(𝑏− 𝑥)(𝑙 + 𝑥)𝐻(𝑏− 𝑥)

)︁
,

[𝜗𝑦](𝑥) = − 4

𝐷𝑎(1 + 𝜅)

(︁
(𝑚+ ℎ𝑛sgn𝑚)

√︀
𝑙2 − 𝑥2+

+(𝜅𝑚− ℎ𝑛sgn𝑚)
√︀
(𝑏− 𝑥)(𝑙 + 𝑥)𝐻(𝑏− 𝑥)

)︁
. (14)

Тут 𝐻(...) – одинична функцiя Гевiсайда.
Друга (силова) нерiвнiсть у (4) задовольняється. Вимагаючи виконання пер-

шої (кiнематичної) нерiвностi у виразi (4), отримуємо 𝑛+|𝑚|/ℎ ≥ 0. Таким чином,
крайовi умови контакту берегiв трiщини по лiнiї реалiзуються в областi наванта-
жень Ω2 = {(𝑛, 𝑚) : −|𝑚|/ℎ 6 𝑛 6 𝜅|𝑚|/ℎ}.

При 𝑛 = −|𝑚|/ℎ береги трiщини дотикаються на усiй висотi. Отож, в областi
Ω3 = {(𝑛, 𝑚) : 𝑛 6 −|𝑚|/ℎ} є сенс розглядати варiант крайових умов (5) на усiй
трiщинi, припустивши при цьому, що 𝐿1 = ∅, 𝐿2 = ∅, 𝐿3 = (𝑏, 𝑙). Задоволь-
нивши за допомогою подань (7) умови (2), (5), дiстанемо систему iнтегральних
рiвнянь, подiбну до (8), на укороченому розрiзi (щiлинi) завдовжки 𝑏+ 𝑙:

𝐵

4𝜋

𝑏∫︁
−𝑙

[𝑢𝑦]
′
(𝜉)

𝑑𝜉

𝜉 − 𝑥
= −𝑛, 𝐷𝑎

4𝜋

𝑏∫︁
−𝑙

[𝜗𝑦]
′
(𝜉)

𝑑𝜉

𝜉 − 𝑥
= 𝑚, 𝑥 ∈ (−𝑙, 𝑏). (15)

За розв’язком рiвнянь (15) знайшли стрибки перемiщення i кута повороту
нормалi на розрiзi, а вiдтак за виразами (7) контактнi зусилля та момент:

[𝑢𝑦](𝑥) =
4𝑛

𝐵

√︀
(𝑏− 𝑥)(𝑙 + 𝑥)𝐻(𝑏− 𝑥), [𝜗𝑦](𝑥) = −4𝑚

𝐷𝑎

√︀
(𝑏− 𝑥)(𝑙 + 𝑥)𝐻(𝑏− 𝑥);

𝑁𝑦(𝑥) = 𝑛
𝑥+ (𝑙 − 𝑏)/2√︀
(𝑥− 𝑏)(𝑙 + 𝑥)

𝐻(𝑥− 𝑏), 𝑀𝑦(𝑥) = 𝑚
𝑥+ (𝑙 − 𝑏)/2√︀
(𝑥− 𝑏)(𝑙 + 𝑥)

𝐻(𝑥− 𝑏). (16)

Силова нерiвнiсть в умовах (5) пiдтверджується.
Таким чином, формули (10), (14), (16) дають розв’язок поставленої задачi

вiдповiдно в дiапазонах Ω1, Ω2, Ω3 комбiнованого навантаження.
3. Аналiз результатiв Граничнi переходи 𝑏 → 𝑙 та 𝑏 → −𝑙 призводять до

вiдомих результатiв вiдповiдно для щiлини [9–12] та контактної трiщини [2, 4] в
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пластинi пiд комбiнованим навантаженням. При 𝑛 = 0 дiстаємо картину закриття
трiщини, вирощеної з колiнеарної щiлини, в зiгнутiй пластинi [8].

Iз змiною спiввiдношення величин однорiдних навантажень тип крайових
умов змiнюється одночасно на всiй трiщинi.

За переважного розтягу увесь трiщиноподiбний дефект є вiдкритим, а розв’я-
зок поставленої задачi є суперпозицiєю розв’язкiв вiд розтягу та згину. Якщо
переважає згин, то на контактнiй трiщинi, що виходить iз щiлини, розкриття
зберiгається таким же, як i для контактної трiщини, що займає весь вiдрiзок
(−𝑙, 𝑙). Вплив щiлини виявляється лише в змiнi контактної реакцiї (у посилен-
нi контактної взаємодiї берегiв). У разi переважного стиску трiщина повнiстю
закрита, а на щiлинi – класична концентрацiя напружень вiд згину зi стиском.

Висновки. Модель контакту вздовж лiнiї усуває кiнематичну суперечнiсть,
пов’язану iз взаємним прониканням поверхонь трiщини пiд час згину пластини,
i тим самим дозволяє iстотно розширити дiапазон комбiнованих навантажень, в
якому отримуються коректнi аналiтичнi результати для трiщиноподiбних дефе-
ктiв зi складною структурою.
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