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IНТЕГРАЛ СТIЛТЬЄСА ТА ФОРМУЛА ПIДСУМОВУВАННЯ

Гунявий О. А. Iнтеграл Стiлтьєса та формула пiдсумовування. У роботi
доводиться узагальнена формула пiдсумовування з використанням розширеного визна-
чення iнтегралу Стiлтьєса.
Ключовi слова: iнтеграл Стiлтьєса, сума, формула пiдсумовування.

Гунявый О. А. Интеграл Стилтьеса и формула суммирования. В рабо-
те доказывается обобщенная формула суммирования с использованием расширенного
определения интеграла Стилтьеса.
Ключевые слова: интеграл Стилтьеса, сумма, формула суммирования.

Gunyavy O. Stieltjes integral and summation formula. In the article we prove

a generalized summation formula using the expanded definition of the Stieltjes integral.

Key words: Stieltjes integral, sum, summation formula.

Вступ. В математицi часто доводиться користуватися рiзноманiтними ко-
рисними iнструментами. До таких iнструментiв, до прикладу, належать iнте-
грал Стiлтьєса та всiлякi формули пiдсумовування, див. [1]. Кожен iнструмент
може мати деякi обмеження на використання. Наприклад, iнтеграл Стiлтьєса
𝑏∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) не iснує у випадку, коли на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] знаходиться точка, в якiй

функцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) одночасно мають розрив. Однак можливо трохи змiнити ви-
значення iнтегралу Стiлтьєса i в таких випадках вiн вже буде iснувати. Крiм того,
таке розширене визначення iнтегралу Стiлтьєса дозволить використовувати його
для пiдсумовування бiльш широкого класу функцiй за допомогою узагальненої
формули пiдсумовування, окремим випадком якої є формула Ейлера—Маклоре-
на, див. [1] та [2].

Основнi результати
1. Зауваження щодо iнтегралу Стiлтьєса. Зробимо деякi поправки вiд-

носно визначення iнтегралу Стiлтьєса. Отже, нехай на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] заданi фун-
кцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥), i нехай

𝐷 : 𝑎 = 𝑥0 < 𝜁1 ≤ 𝑥1 ≤ 𝜁2 ≤ 𝑥2 ≤ . . . ≤ 𝑥𝑛−1 ≤ 𝜁𝑛 < 𝑥𝑛 = 𝑏−

довiльне розбиття вiдрiзку [𝑎, 𝑏], а |𝐷| = sup
𝑖=1,𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)− дiаметр розбиття. Роз-

биттю 𝐷 поставимо у вiдповiднiсть суму 𝑆𝐷 =
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑓(𝜁𝑖)(𝑔(𝑥𝑖)− 𝑔(𝑥𝑖−1)). Тодi пiд
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iнтегралом Стiлтьєса у вузькому розумiннi будемо вважати

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = lim
𝐷,|𝐷|→0

𝑆𝐷,

якщо така границя iснує.
Вiдмiннiсть наведеного визначення вiд звичайного в строгих нерiвностях 𝑎< 𝜁1

та 𝜁𝑛 < 𝑏, що дає можливiсть розглядати iнтеграл Стiлтьєса у випадках, коли
функцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) одночасно мають в точках 𝑎 i 𝑏 розриви.

Нехай далi на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] функцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) одночасно можуть мати
iзольованi розриви лише в точках 𝑎 < 𝑐1 < 𝑐2 < . . . < 𝑐𝑘 < 𝑏. Тодi пiд iнтегралом
Стiлтьєса в широкому розумiннi будемо вважати

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) =

𝑐1∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) +

𝑐2∫︁
𝑐1

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) + . . .+

𝑏∫︁
𝑐𝑘

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥),

де кожен iнтеграл в сумi визначається у вузькому розумiннi.
Всi властивостi, справедливi для звичайного iнтеграла Стiлтьєса, будуть за-

лишатися справедливими i для iнтеграла Стiлтьєса в широкому розумiннi, за
винятком iнтегрування частинами.

Далi пiд 𝐹 (𝑥+0) будемо розумiти 𝐹 (𝑥+0) = lim
𝜀→+0

𝐹 (𝑥+𝜀). Аналогiчно 𝐹 (𝑥−
0) = lim

𝜀→−0
𝐹 (𝑥+𝜀). У випадку, коли на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] не iснує точок, у яких функцiї

𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) одночасно мають розриви, iнтеграл Стiлтьєса в широкому розумiннi
спiвпадає зi звичайним iнтегралом Стiлтьєса. Тепер розглянемо випадок, коли
функцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) одночасно мають розриви лише в крайнiх точках 𝑎 i 𝑏. У
цьому випадку

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) =

𝑎+0∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) +

𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) +

𝑏∫︁
𝑏−0

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥).

Але
𝑎+0∫︀
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑎+ 0)(𝑔(𝑎+ 0)− 𝑔(𝑎)).

Аналогiчно
𝑏∫︀

𝑏−0

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑏 − 0)(𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑏 − 0)). Крiм того,
𝑏−0∫︀
𝑎+0

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥)

спiвпадає зi звичайним iнтегралом Стiлтьєса. Таким чином,

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) =

= 𝑓(𝑎+ 0)(𝑔(𝑎+ 0)− 𝑔(𝑎)) +

𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑏− 0)(𝑔(𝑏)− 𝑔(𝑏− 0)).
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Далi, iнтегруючи частинами, маємо
𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑏− 0)𝑔(𝑏− 0)− 𝑓(𝑎+ 0)𝑔(𝑎+ 0)−
𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥).

Тодi

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = −
𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)+

+ 𝑓(𝑏− 0)𝑔(𝑏− 0) + 𝑓(𝑏− 0)(𝑔(𝑏)− 𝑔(𝑏− 0))+

+ 𝑓(𝑎+ 0)(𝑔(𝑎+ 0)− 𝑔(𝑎))− 𝑓(𝑎+ 0)𝑔(𝑎+ 0) =

= −
𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑏− 0)𝑔(𝑏)− 𝑓(𝑎+ 0)𝑔(𝑎).

Але

−
𝑏−0∫︁
𝑎+0

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥) =

= 𝑔(𝑎+ 0)(𝑓(𝑎+ 0)− 𝑓(𝑎))−
𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑏− 0)(𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑏− 0)),

звiдки

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = −
𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)+

+ 𝑓(𝑏− 0)𝑔(𝑏) + 𝑔(𝑏− 0)(𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑏− 0))−
− 𝑓(𝑎+ 0)𝑔(𝑎) + 𝑔(𝑎+ 0)(𝑓(𝑎+ 0)− 𝑓(𝑎)).

I тодi, остаточно

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑏𝑥=𝑎 −
𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)−

− (𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑏− 0))(𝑔(𝑏)− 𝑔(𝑏− 0)) + (𝑓(𝑎+ 0)− 𝑓(𝑎))(𝑔(𝑎+ 0)− 𝑔(𝑎)).

Iз цiєї формули, отриманої для iнтеграла Стiлтьєса у вузькому розумiннi,
отримуємо формулу для iнтеграла Стiлтьєса в широкому розумiннi:

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑏𝑥=𝑎 −
𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)+

+ (𝑓(𝑎+ 0)− 𝑓(𝑎))(𝑔(𝑎+ 0)− 𝑔(𝑎))− (𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑏− 0))(𝑔(𝑏)− 𝑔(𝑏− 0))+
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+

𝑘∑︁
𝑖=1

[(𝑓(𝑐𝑖 + 0)− 𝑓(𝑐𝑖))(𝑔(𝑐𝑖 + 0)− 𝑔(𝑐𝑖))−

−(𝑓(𝑐𝑖)− 𝑓(𝑐𝑖 − 0))(𝑔(𝑐𝑖)− 𝑔(𝑐𝑖 − 0))] ,

де 𝑎 < 𝑐1 < 𝑐2 < . . . < 𝑐𝑘 < 𝑏 — всi точки на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], в яких функцiї 𝑓(𝑥) та
𝑔(𝑥) одночасно можуть мати розриви.

Зауважимо, що отримана формула залишається справедливою i для звичай-
ного iнтеграла Стiлтьєса, який якщо iснує, то не допускає наявностi точок, в яких
функцiї 𝑓(𝑥) та 𝑔(𝑥) одночасно мають розриви. А в цьому випадку ∀𝑐 ∈ [𝑎, 𝑏]

(𝑓(𝑐+ 0)− 𝑓(𝑐))(𝑔(𝑐+ 0)− 𝑔(𝑐)) = (𝑓(𝑐)− 𝑓(𝑐− 0))(𝑔(𝑐)− 𝑔(𝑐− 0)) = 0.

2. Формула пiдсумовування. Нехай 𝑎𝑛1,...,𝑛𝑙
= 𝑎n i 𝜙(𝑛1, . . . , 𝑛𝑙) = 𝜙(n) :

Z𝑙 → R− довiльна арифметична функцiя вiд 𝑙 змiнних, де n = (𝑛1, . . . , 𝑛𝑙). R𝜙 ={︀
𝜙(n)

⃒⃒
n ∈ Z𝑙

}︀
, до того ж ∀𝑟 ∈ R𝜙 дiофантове рiвняння 𝜙(𝑛1, . . . , 𝑛𝑙) = 𝑟 має

скiнчене число розв’язкiв.
Нехай далi

𝑆(𝑥) =
∑︁

𝑟0<𝑟≤𝑥

∑︁
𝜙(n)=𝑟

𝑎n =
∑︁

𝑟0<𝜙(n)≤𝑥

𝑎n =𝑀(𝑥) + 𝐸(𝑥),

до того ж 𝑀(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎,𝑏], а отже, 𝐸(𝑥) може мати розриви тiльки в елементах
множини R𝜙, 𝑟0− довiльне фiксоване дiйсне число, 𝑟0 < 𝑥.

Доведемо далi наступний результат.

Теорема. Нехай 𝑓(𝑥) ∈ 𝑉[𝑎,𝑏], де 𝑟0 < 𝑎 < 𝑏. Тодi у вище наведених визначе-
ннях справедлива наступна формула:

∑︁
𝑎<𝜙(n)≤𝑏

𝑎n𝑓(𝜙(n)) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑀(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝐸(𝑥)|𝑏𝑥=𝑎 −
𝑏∫︁
𝑎

𝐸(𝑥)𝑑𝑓(𝑥),

де iнтеграл Стiлтьєса визначається в широкому розумiннi.

Доведення. Дiйсно, з одного боку

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑆(𝑥) =
∑︁

𝑎<𝜙(n)≤𝑏

𝑎n𝑓(𝜙(n)− 0).

З iншого боку

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑆(𝑥) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑(𝑀(𝑥) + 𝐸(𝑥)) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑀(𝑥) +

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝐸(𝑥),

звiдки ∑︁
𝑎<𝜙(n)≤𝑏

𝑎n𝑓(𝜙(n)− 0) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑀(𝑥) +

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝐸(𝑥).
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Далi, iнтегруючи частинами i пам’ятаючи, що функцiя 𝐸(𝑥) може мати роз-
риви тiльки в елементах множини R𝜙, отримуємо

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝐸(𝑥) = 𝑓(𝑏)𝐸(𝑏)− 𝑓(𝑎)𝐸(𝑎)−
𝑏∫︁
𝑎

𝐸(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)+

+ (𝑓(𝑎+ 0)− 𝑓(𝑎))(𝐸(𝑎+ 0)− 𝐸(𝑎))− (𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑏− 0))(𝐸(𝑏)− 𝐸(𝑏− 0))+

+
∑︁

𝑟∈R𝜙∩(𝑎,𝑏)

[(𝑓(𝑟 + 0)− 𝑓(𝑟))(𝐸(𝑟 + 0)− 𝐸(𝑟))−

−(𝑓(𝑟)− 𝑓(𝑟 − 0))(𝐸(𝑟)− 𝐸(𝑟 − 0))] .

Але 𝑆(𝑥) =
∑︀

𝑟0<𝜙(n)≤𝑥
𝑎n =𝑀(𝑥) + 𝐸(𝑥) i 𝑀(𝑥) ∈ 𝐶[𝑎,𝑏], звiдки

𝐸(𝑟 + 0)− 𝐸(𝑟) = 0;

𝐸(𝑟)− 𝐸(𝑟 − 0) = 𝑆(𝑟)− 𝑆(𝑟 − 0) =
∑︁

𝜙(n)=𝑟

𝑎n,

i тодi
𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝐸(𝑥) = 𝑓(𝑏)𝐸(𝑏)−𝑓(𝑎)𝐸(𝑎)−
𝑏∫︁
𝑎

𝐸(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)−
∑︁

𝑎<𝜙(n)≤𝑏

(𝑓(𝜙(n))− 𝑓(𝜙(n)− 0))𝑎n.

Таким чином,

∑︁
𝑎<𝜙(n)≤𝑏

𝑎n𝑓(𝜙(n)− 0) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑀(𝑥) + 𝑓(𝑏)𝐸(𝑏)− 𝑓(𝑎)𝐸(𝑎)−
𝑏∫︁
𝑎

𝐸(𝑥)𝑑𝑓(𝑥)−

−
∑︁

𝑎<𝜙(n)≤𝑏

(𝑓(𝜙(n))− 𝑓(𝜙(n)− 0))𝑎n.

Тодi остаточно маємо

∑︁
𝑎<𝜙(n)≤𝑏

𝑎n𝑓(𝜙(n)) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑀(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝐸(𝑥)|𝑏𝑥=𝑎 −
𝑏∫︁
𝑎

𝐸(𝑥)𝑑𝑓(𝑥),

що i потрiбно було довести.

Висновки. Таким чином, доведено узагальнену формулу пiдсумовування,
яку можна використовувати для пiдсумовування широкого класу функцiй.
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