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АНАЛОГИ ОДНОПАРАМЕТРИЧНОГО МЕТОДУ
IТЕРАТИВНОГО АГРЕГУВАННЯ ДЛЯ РIВНЯНЬ З

НЕЗНАКОСТАЛИМИ ОПЕРАТОРАМИ

Копач М. I., Шувар Б. А. Аналоги однопараметричного методу iтера-
тивного агрегування для рiвнянь з незнакосталими операторами. Встановле-
нi достатнi умови збiжностi одного класу однопараметричних агрегацiйно-iтеративних
методiв. Отриманi результати не мiстять вимог про додатнiсть операторiв i агрегуючих
функцiоналiв, а також не потребують, щоб вiдповiднi лiнiйнi неперервнi оператори були
стискуючими.
Ключовi слова: однопараметричнi методи, агрегуючi функцiонали, оператори сти-
ску, декомпозицiя.

Копач М. И., Шувар Б. А. Аналоги однопараметрического метода итера-
тивного агрегирования для уравнений с незнакопостоянными операторами.
Установлены достаточные условия сходимости одного класса однопараметрических агре-
гационно-итеративных методов. Полученные результаты не содержат требований о по-
ложительности операторов и агрегирующих функционалов, а также не требуют, чтобы
соответствующие линейные непрерывные операторы были сжимающими.
Ключевые слова: однопараметрические методы, агрегирующие функционалы, опе-
раторы сжатия, декомпозиция.

Kopach M. I., Shuvar B. A. Analogs of single parametric aggregation-

iterative method for equations with non constant sign operators. We establish

sufficient conditions for the convergence of a class of one-parameter aggregation-iterative

methods. Obtained results do not include conditions about positiveness of operators and ag-

gregate functionals, and also claim that the corresponding linear continuous operators were

contraction is not required.

Key words: single parametric methods, aggregative functionals, operators of compression,

decomposition.

Вступ. При застосуваннi багатопроцесорних обчислювальних пристроїв ви-
никає потреба в наближених методах, що використовують принцип декомпозицiї
задач великої розмiрностi до задач меншої розмiрностi. Часто вживаний на пра-
ктицi спосiб декомпозицiї операторних рiвнянь грунтується на методах iтератив-
ного агрегування (див., напр., [1]), якi виникли в математичнiй економiцi (див.,
також [2, с. 157-158]). В [3–5] започатковано методику, яка дозволяє отримува-
ти достатнi умови збiжностi методiв iтеративного агрегування та їх узагальнень
i аналогiв. Цi умови не мiстять вимог про знакосталiсть заданого оператора i
агрегуючих функiоналiв та не передбачають, щоб спектральний радiус заданого
оператора був меншим вiд одиницi.

c○Копач М. I., Шувар Б. А., 2014
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Основнi результати
1. Основнi алгоритми та допомiжнi припущення i твердження. Одно-

параметричний алгоритм, дослiджений в [2] для рiвняння

𝑥 = 𝐴𝑥+ 𝑏, (1)

можна записати за допомогою формул

𝑥(𝑛+1) = 𝐴𝑥(𝑛) + 𝑎(𝑥(𝑛))(𝑦(𝑛) − 𝑦(𝑛+1)) + 𝑏, (2)

𝑦(𝑛+1) = 𝜆𝑦(𝑛+1) + (𝜙, ̃︀𝐴𝑥(𝑛)) + 𝛼(𝑥(𝑛))(𝑦(𝑛) − 𝑦(𝑛+1))− (𝜙, 𝑏) (3)

за припущень, що 𝐸 — евклiдiв простiр, 𝐴, ̃︀𝐴 : 𝐸 → 𝐸 є лiнiйними неперервни-
ми операторами, 𝑏 ∈ 𝐸, 𝜆 — дiйсне число, 𝜆 ̸= 1, (𝜙, 𝑥) — значення лiнiйного
функцiоналу 𝜙 ∈ 𝐸* на елементах 𝑥 ∈ 𝐸, 𝐸* — спряжений з 𝐸 простiр.

Вважаємо, що оператор ̃︀𝐴 є таким, що

(𝜙, (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥) = 𝜆(𝜙, 𝑥) (𝑥 ∈ 𝐸), (4)

i справджуються рiвностi

𝑎(𝑥) =
1

(𝜙, 𝑥)
𝐴𝑥, (𝜙, 𝑎(𝑥)) + 𝛼(𝑥) = 𝜆 (𝑥 ∈ 𝐸). (5)

Встановленi в [4] достатнi умови збiжностi цього алгоритму не передбачають
умов, постульованих у [2], зокрема, 𝐴,𝜙, 𝑏 не обовязково повиннi бути додатнiми,
а спектральний радiус 𝜌(𝐴) може бути бiльшим вiд одиницi.

Розглядатимемо алгоритм (2), (3) замiнивши в ньому формули (5) наступни-
ми:

𝑎(𝑥) =
(𝐴+ ̃︀𝐴)
(𝜙, 𝑥)

, 𝛼(𝑥) = 0 (𝑥 ∈ 𝐸). (6)

Означимо множину Ξ як сукупнiсть пар {𝑥, 𝑦}, компоненти яких задовольняють
рiвнiсть

(𝜙, 𝑥) + 𝑦 = 0, (7)

де 𝑥 ∈ 𝐸, 𝑦 ∈ 𝐸′, 𝐸′ — множина дiйсних чисел. Очевидно, що Ξ є пiдпростором
простору ̃︀𝐸 = 𝐸 × 𝐸′, в якому норму ||𝑥, 𝑦|| пар {𝑥, 𝑦} означуємо за формулою

||𝑥, 𝑦|| =
√︀
||𝑥||2 + |𝑦|,

в якiй ||𝑥|| — норма елемента 𝑥 ∈ 𝐸, |𝑦| — абсолютна величина числа 𝑦. До
рiвняння (1) приєднaємо рiвняння

𝑦 = 𝜆𝑦 + (𝜙, ̃︀𝐴𝑥)− (𝜙, 𝑏). (8)

Наступнi допомiжнi твердження є аналогами вiдповiдних лем iз [3–5].

Лема 1. Нехай 𝜆 ̸= 1 i пара {𝑥*, 𝑦*} є розв’язком системи (1), (8) при
𝑥 = 𝑥*, 𝑦 = 𝑦*. Тодi {𝑥*, 𝑦*} ∈ Ξ.
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Доведення. Очевидно, що

(𝜙, 𝑥*) + 𝑦* = (𝜙,𝐴𝑥*) + (𝜙, 𝑏) + 𝜆𝑦* + (𝜙, ̃︀𝐴𝑥*)− (𝜙, 𝑏) =

= (𝜙, (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥*) + 𝜆𝑦* = 𝜆[(𝜙, 𝑥*) + 𝑦*].

Звiдси отримуємо, що при 𝜆 ̸= 1 пара {𝑥*, 𝑦*} задовольняє спiввiдношення
(7), що i завершує доведення леми. 2

Лема 2. Нехай 𝜆 ̸= 1 i {𝑥(0), 𝑦(0)} ∈ Ξ. Якщо справджуються рiвностi (6),
то для послiдовностей {𝑥(𝑛)}, {𝑦(𝑛)}, побудованих за допомогою формул (2), (3),
маємо {𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)} ∈ Ξ (𝑛 = 1, 2, . . .).

Доведення. З рiвностей (2), (3) отримуємо

(𝜙, 𝑥(𝑛+1)) + 𝑦(𝑛+1) = (𝜙,𝐴𝑥(𝑛)) + (𝜙, 𝑎(𝑥(𝑛)))𝑦(𝑛)−

−(𝜙, 𝑎(𝑥(𝑛)))𝑦(𝑛+1) + (𝜙, 𝑏) + 𝜆𝑦(𝑛+1) + (𝜙, ̃︀𝐴𝑥(𝑛))− (𝜙, 𝑏) =

= (𝜙, (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)) + 𝜆𝑦(𝑛) − 𝜆𝑦(𝑛+1) + 𝜆𝑦(𝑛+1) = 𝜆[(𝜙, 𝑥(𝑛)) + 𝑦(𝑛)],

де враховано, що з (4), (6) випливає рiвнiсть

(𝜙, 𝑎(𝑥(𝑛))) = 𝜆.

На пiдставi принципу iндукцiї можна вважати лему доведеною. �
2. Дослiдження збiжностi. Враховуючи рiвностi (6), перепишемо формули

(2), (3) у виглядi

𝑥(𝑛+1) = 𝐴𝑥(𝑛) +
(𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)
(𝜙, 𝑥(𝑛))

(𝑦(𝑛) − 𝑦(𝑛+1)) + 𝑏, (9)

𝑦(𝑛+1) = 𝜆𝑦(𝑛+1) + (𝜙, ̃︀𝐴𝑥(𝑛))− (𝜙, 𝑏). (10)

Спiввiдношення (1),(8) та (9), (10) є пiдставою для рiвностей

𝑦(𝑛+1) − 𝑦* = (1− 𝜆)−1(𝜙, ̃︀𝐴(𝑥(𝑛) − 𝑥*)),

𝑥(𝑛+1) − 𝑥* = 𝐴(𝑥(𝑛) − 𝑥*) +
(𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)
(𝜙, 𝑥(𝑛))

(𝑦(𝑛) − 𝑦*)− (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)
(𝜙, 𝑥(𝑛))

(𝑦(𝑛+1) − 𝑦*) =

= 𝐴(𝑥(𝑛) −𝑥*)− (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)
(𝜙, 𝑥(𝑛))

(𝜙, 𝑥(𝑛) −𝑥*)− (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)
(𝜙, 𝑥(𝑛))

(1−𝜆)−1(𝜙, ̃︀𝐴(𝑥(𝑛) −𝑥*)).

Звiдси отримуємо

𝑥(𝑛+1) − 𝑥* = 𝐴(𝑥(𝑛) − 𝑥*)− (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥(𝑛)
(𝜙, 𝑥(𝑛))

(1− 𝜆)−1(𝜙, (𝐼 −𝐴)(𝑥(𝑛) − 𝑥*)),

де 𝐼 – тотожний оператор в 𝐸. Позначимо

𝐵(𝑥)𝜔 = 𝐴𝜔 − (1− 𝜆)−1 (𝐴+ ̃︀𝐴)𝑥
(𝜙, 𝑥)

(𝜙, (𝐼 −𝐴)𝜔), (11)

вважаючи, що {𝑥, 𝑦} ∈ Ξ, 𝜔 = 𝑥− 𝑥*.
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Теорема 1. Нехай 𝜆 ̸= 1, {𝑥(0), 𝑦(0)} ∈ Ξ i при {𝑥, 𝑦} ∈ Ξ справджуються
рiвностi (4), (6) та умова

||𝐵(𝑥)|| 6 𝑄.

Якщо 𝑄 < 1, то послiдовнiсть {𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)}, отримана за допомогою процесу
(9), (10), збiгається за нормою в ̃︀𝐸 не повiльнiше вiд геометричної прогресiї
зi знаменником 𝑄 до розв’язку {𝑥*, 𝑦*} системи (1), (8), причому {𝑥*, 𝑦*} ∈ Ξ,
{𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)} ∈ Ξ (𝑛 = 0, 1, . . .).

Доведення. Достатньо зазначити, що умови теореми забезпечують можли-
вiсть використовувати принцип стиску i тому можна вважати її доведеною. �

В окремому випадку, коли в умовах теореми 1 оператор ̃︀𝐴 є нульовим, фор-
мула (11) має вигляд

𝐵0(𝑥)𝜔 = 𝐴𝜔 − 𝐴𝑥

(𝜙, 𝑥)
(𝜙, 𝜔).

Наслiдок. Нехай справджуються умови теореми 1 для випадку, коли ̃︀𝐴 є
нульовим оператором. Тодi для виконання твердження теореми 1 достатньо,
щоб оператор 𝐵0(𝑥)𝜔 задовольняв умову ||𝐵0(𝑥)|| 6 𝑄0 < 1.

Приклад. Застосуємо алгоритм (9), (10) до системи

𝑥1 = 2, 9𝑥1 + 11, 8𝑥2 − 156,
𝑥2 = 1, 9𝑥1 + 7, 9𝑥2 − 107,

яка має розвязок 𝑥* = {20; 10}.

Нехай ̃︀𝐴 =

(︂
0, 1 0, 2
0, 1 0, 1

)︂
. Тодi 𝐴+ ̃︀𝐴 =

(︂
3 12
2 8

)︂
. Для цiєї матрицi 𝜆 = 11,

𝜙 = {1; 4}. При 𝑥(0) = {1; 1} знаходимо 𝑦(0) = −(𝜙, 𝑥(0)) = −5, 𝑦(1) = − (𝜙,𝑏)
1−𝜆 +

(𝜙, ̃︀𝐴𝑥(0))
1−𝜆 = −58, 51, 𝑦(0) − 𝑦(1) = 53, 51. Для першої iтерацiї маємо

𝑥
(1)
1 = 2, 9 · 1 + 11, 8 · 1 + 3·1+12·1

1·1+4·1 · 53, 51− 156 = 19, 23,

𝑥
(1)
2 = 1, 9 · 1 + 7, 9 · 1 + 2·1+8·1

1·1+4·1 · 53, 51− 107 = 9, 82,

Обчислимо

𝑦(2) = − (𝜙, 𝑏)

1− 𝜆
+

(𝜙, ̃︀𝐴𝑥(1))
1− 𝜆

= 59, 9507,

𝑦(1) − 𝑦(2) = 1, 6013, 𝑥(2) = {19, 9651; 9, 9964}.

Висновки.

1. Iтерацiйний процес (9), (10), що отримується з формул (2), (3) при виборi
𝑎(𝑥), 𝛼(𝑥) за формулами (6) i побудовi оператора ̃︀𝐴 таким способом, щоб 𝜆
було власним числом оператора 𝐴 + ̃︀𝐴, а 𝜙 був лiвим власним елементом
цього оператора, дозволяє отримати просту умову збiжностi алгоритму.

2. Умови збiжностi не потребують, щоб був меншим вiд одиницi спектральний
радiус оператора 𝐴.
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3. Умови збiжностi алгоритму не мiстять вимог про знакосталiсть 𝐴, 𝑏, 𝜙.

4. Методика занурення простору 𝐸 в ширший простiр ̃︀𝐸 = 𝐸 × 𝐸′ дозво-
ляє дослiдити клас однопараметричних агрегацiйно-iтеративних методiв,
що охоплює, зокрема, однопараметричний метод iтеративного агрегуван-
ня, дослiджений в ( [2], стор. 155 – 158).
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