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ЗАДАЧА О КОНЦЕНТРАЦИИ НАПРЯЖЕНИЙ
В ПОЛОСОВИДНОЙ ПЛАСТИНКЕ, ОСЛАБЛЕННОЙ

ТРЕЩИНОЙ, ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ БОКОВЫМ ГРАНЯМ

Реут В. В., Роговський С. Т. Задача про концентрацiю напружень у по-
лосоподiбнiй пластинцi, що ослаблена трiщиною, яка паралельна боковим
граням. Знайдено наближений розв’язок задачi про полосоподiбну шарнiрно закрi-
плену пластинку, що ослаблена трiщиною, яка паралельна опорам. Проведено чисельне
дослiдження залежностi коеффiцєнта iнтенсивностi напружень у вершинi трiщини вiд
розташування трiщини та параметрiв пластини.
Ключовi слова: полосоподiбна пластинка, коеффiцiєнт iнтенсивностi напружень, син-
гулярне iнтегральне рiвняння, трiщина.

Реут В. В., Роговский С. Т. Задача о концентрации напряжений в поло-
совидной пластинке, ослабленной трещиной, параллельной боковым граням.
Найдено приближённое решение задачи о шарнирно опёртой полосовидной пластине,
ослабленной трещиной, параллельной опорам. Проведено численное исследование за-
висимости коэффициента интенсивности напряжений в вершине трещины от располо-
жения трещины и параметров пластины.
Ключевые слова: полосовидная пластинка, коэффициент интенсивности напряже-
ний, сингулярное интегральное уравнение, трещина.

Reut V. V., Rogovskiy S. T. The problem of stress concentration in the

band-shaped plate, weakened by crack, which is parallel to the side edges. The

solution to the problem about hinged band-shaped plate, weakened by the crack has been

found. The crack is parallel to the bearings. Relation between stress intencity factor at the

crack end and crack’s location and plate’s parameters has been examined.

Key words: band-shaped plate, stress intensity factor, singular integral equation, crack.

Введение. Задачи о напряжённом состоянии пластин и пластинчатых обо-
лочек часто возникают в машиностроении, в судостроении, в строительстве, при
проектировании авиационной и космической техники. При наличии дефектов
типа трещин значительным образом снижается несущая способность элементов
конструкций, что обуславливает актуальность таких задач. Решению подобных
задач посвящены работы многих отечественных и зарубежных учёных, их обзор
можно найти в [1]– [8], [16, 17]. В настоящей работе задача о напряжённом со-
стоянии пластины, ослабленной трещиной, была сведена к системе сингулярных
интегральных уравнений относительно скачков прогиба и угла поворота. Полу-
чено эффективное приближённое решение этой системы методом ортогональных
многочленов. Изучены коэффициенты интенсивности нормальных и касательных
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напряжений вблизи концов трещины. Получено новое спектральное соотношение
для многочленов Якоби 𝑃 (3/2,3/2)

𝑛 (𝑥) при |𝑥| > 1. Показано, что для расчётов ко-
эффициентов интенсивности напряжений достаточно решать не систему, а два
раздельно решаемых интегральных уравнения.

Основные результаты
1. Постановка задачи. В литературе часто рассматриваются задачи изгиба

пластин, ослабленных трещинами. При этом возможны три постановки задачи.
Во-первых, берега трещины могут быть соединены гибким шарниром, который
не допускает скачка прогибов при переходе через трещину (рис. 1, a). В такой
постановке задача о пластинке, ослабленной трещиной, решалась в [1, 7].

(a) (b) (c)

Рис 1. Возможные постановки задачи

Во-вторых, берега трещины могут быть закреплены так, что не допускаются
скачки углов поворота при переходе через трещину (рис. 1, b). В такой постановке
задача рассматривалась в [7].

Более естественной представляется постановка задачи о трещине, берега ко-
торой свободны (рис. 1, c). В этом случае задача усложняется тем, что сводится
не к одному интегральному уравнению, а к системе интегральных уравнений.
Тем не менее в случае, когда трещина лежит на оси симметрии пластинки, зада-
ча сводится к первой или второй постановке.

Возникает вопрос, насколько существенны изменения, вносимые в третьей,
более общей постановке, и нельзя ли ограничиться первыми двумя. Поэтому в
данной работе рассматривается задача о напряжённом состоянии полосовидной
пластинки (𝑎 < 𝑥 < 𝑏,−∞ < 𝑦 <∞), шарнирно опёртой по краям (𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏).
На интервале 𝑥 = 0, 𝑦 ∈ (−1; 1) пластинка имеет трещину, к берегам которой
приложены изгибающий момент интенсивностью 𝑓(𝑦) и обобщенная перерезыва-
ющая сила интенсивностью 𝑞(𝑦).

Такая задача математически эквивалентна задаче отыскания решения бигар-
монического уравнения Софи Жермен

Δ2𝑤(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, −∞ < 𝑦 <∞,

(𝑥, 𝑦) /∈ {0} × (−1; 1),
(1)

удовлетворяющего условиям шарнирного опирания по краям пластинки

𝑥 = 𝑎, 𝑏 : 𝑤 = M𝑥𝑤 = 0, (2)

условиям затухания на бесконечности

𝑦 → ±∞ : 𝑤,
𝜕𝑤

𝜕𝑦
, M𝑦𝑤, V𝑦𝑤 → 0 (3)
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и условию на трещине

𝑥 = 0, 𝑦 ∈ (−1; 1) : M𝑥𝑤 = 𝑓(𝑦), V𝑥𝑤 = 𝑞(𝑦). (4)

При этом в (1)− (4) M𝑥, V𝑥,M𝑦, V𝑦 — дифференциальные операторы вида

M𝑥 = −𝐷
(︂
𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝜈

𝜕2

𝜕𝑦2

)︂
, V𝑥 = −𝐷

(︂
𝜕3

𝜕𝑥3
+ (2− 𝜈)

𝜕3

𝜕𝑥𝜕𝑦2

)︂
,

M𝑦 = −𝐷
(︂
𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝜈

𝜕2

𝜕𝑥2

)︂
, V𝑦 = −𝐷

(︂
𝜕3

𝜕𝑦3
+ (2− 𝜈)

𝜕3

𝜕𝑦𝜕𝑥2

)︂
,

описывающие после применения к 𝑤 — прогибу пластинки — соответствующие
изгибающие моменты и обобщённые перерезывающие силы,𝐷 — цилиндрическая
жёсткость пластинки, 𝜈 — коэффициент Пуассона.

2. Система сингулярных интегральных уравнений. Введём неизвест-
ные функции

𝑥 = 0 : 𝛾(𝑦) = ⟨𝑤⟩, 𝜒(𝑦) = ⟨𝜕𝑤
𝜕𝑥

⟩, (5)

где ⟨...⟩ — скачки соответствующих величин на указанных линиях.
Очевидно, что 𝛾(𝑦) ≡ 0, 𝜒(𝑦) ≡ 0 при |𝑦| > 1.
Применим к задаче (1)–(3), (5) преобразование Фурье по переменной 𝑦:

𝑤𝜆(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
𝑤(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝜆𝑦𝑑𝑦,

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑤𝜆(𝑥)𝑒

−𝑖𝜆𝑦𝑑𝜆.

(6)

Тогда, используя обобщённую схему метода интегральных преобразований
[1], получим следующую одномерную разрывную краевую задачу относительно
трансформанты функции прогиба:

𝐿2𝑤𝜆(𝑥) = 0, 𝑎 < 𝑥 < 𝑏, 𝑥 ̸= 0,

𝑥 = 𝑎, 𝑏 : 𝑤𝜆 = 𝐿𝑤𝜆 = 0,

𝑥 = 0 : ⟨𝑤𝜆⟩ = 𝛾𝜆, ⟨𝑤′
𝜆⟩ = 𝜒𝜆, ⟨̃︁𝑀𝑥𝑤𝜆⟩ = ⟨̃︀𝑉𝑥𝑤𝜆⟩ = 0.

(7)

Здесь

𝐿 =
𝜕2

𝜕𝑥2
− 𝜆2, ̃︁𝑀𝑥 = 𝐿+ (1− 𝜈)𝜆2, ̃︀𝑉𝑥 =

𝜕

𝜕𝑥
(𝐿− (1 + 𝜈)𝜆2), (8)

𝜒𝜆, 𝛾𝜆, — трансформанты неизвестных функций (5).
Функция Грина 𝐺𝜆(𝑥, 𝜉) задачи (7) имеет вид

𝐺𝜆(𝑥, 𝜉) = Φ𝜆(𝑥, 𝜉)−
3∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗(𝜉)𝜓𝑗(𝑥), (9)
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где функции Φ(𝑥, 𝜉), 𝑐𝑗(𝜉), 𝜓𝑗(𝑥), 𝑗 = 0, 3 определяются так [9]:

Φ𝜆(𝑥, 𝜉) =
(1 + 𝜆 |𝑥− 𝜉|)𝑒−𝜆|𝑥−𝜉|

4𝜆3
,

𝑐0(𝜉) =
(1 + 𝜆(𝜉 − 𝑎))𝑒−𝜆(𝜉−𝑎)

4𝜆3
, 𝑐1(𝜉) = −𝑒

−𝜆(𝜉−𝑎)

2𝜆
,

𝑐2(𝜉) =
(1 + 𝜆(𝑏− 𝜉))𝑒−𝜆(𝑏−𝜉)

4𝜆3
, 𝑐3(𝜉) = −𝑒

−𝜆(𝑏−𝜉)

2𝜆
,

𝜓0(𝑥) =
sh𝜆(𝑏− 𝑥)

sh𝜆𝑙
, 𝜓2(𝑥) =

sh𝜆(𝑥− 𝑎)

sh𝜆𝑙
,

𝜓1(𝑥) =
(𝑏− 𝑥) ch𝜆(𝑏− 𝑥)− 𝑙 cth𝜆𝑙 sh𝜆(𝑏− 𝑥)

2𝜆 sh𝜆𝑙
,

𝜓3(𝑥) =
(𝑥− 𝑎) ch𝜆(𝑥− 𝑎)− 𝑙 cth𝜆𝑙 sh𝜆(𝑥− 𝑎)

2𝜆 sh𝜆𝑙
.

(10)

Зная функцию Грина задачи (7), решение этой задачи можно [1] записать в
виде

𝑤𝜆(𝑥) = 𝜒𝜆

[︁̃︁𝑀𝜉𝐺𝜆(𝑥, 𝜉)
]︁⃒⃒⃒
𝜉=0

− 𝛾𝜆

[︁̃︀𝑉𝜉𝐺𝜆(𝑥, 𝜉)]︁⃒⃒⃒
𝜉=0

,

где

̃︁𝑀𝜉 = 𝐿𝜉 + (1− 𝜈)𝜆2, ̃︀𝑉𝜉 = 𝜕

𝜕𝜉
(𝐿𝜉 − (1 + 𝜈)𝜆2), 𝐿𝜉 =

𝜕2

𝜕𝜉2
− 𝜆2. (11)

Пользуясь формулой обратного преобразования (6) и теоремой о свёртке,
получим, что

𝑤(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋

∫︁ 1

−1

∫︁ ∞

0

(︂
𝜒(𝜂)

[︁̃︁𝑀𝜉𝐺(𝑥, 𝜉)
]︁⃒⃒⃒
𝜉=0

−

−𝛾(𝜂)
[︁̃︀𝑉𝜉𝐺(𝑥, 𝜉)]︁⃒⃒⃒

𝜉=0

)︂
cos𝜆(𝑦 − 𝜂)𝑑𝜆 𝑑𝜂.

(12)

Требуя выполнения последних двух условий из (4), получим, что данная за-
дача сводится к решению системы интегральных уравнений относительно неиз-
вестных скачков (5)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
𝜋 lim𝑥→±0 M𝑥

[︂∫︀∞
0

cos𝜆(𝑦 − 𝜂)
∫︀ 1

−1

(︂̃︁𝑀𝜉𝐺𝜆(𝑥, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=0

𝜒(𝜂)−

−̃︀𝑉𝜉𝐺𝜆(𝑥, 𝜉)⃒⃒⃒
𝜉=0

𝛾(𝜂)

)︂
𝑑𝜂 𝑑𝜆

]︂
= 𝑓(𝑦),

1
𝜋 lim𝑥→±0 V𝑥

[︂∫︀∞
0

cos𝜆(𝑦 − 𝜂)
∫︀ 1

−1

(︂̃︁𝑀𝜉𝐺𝜆(𝑥, 𝜉)
⃒⃒⃒
𝜉=0

𝜒(𝜂)−

−̃︀𝑉𝜉𝐺𝜆(𝑥, 𝜉)⃒⃒⃒
𝜉=0

𝛾(𝜂)

)︂
𝑑𝜂 𝑑𝜆

]︂
= 𝑞(𝑦).

(−1 < 𝑦 < 1)

(13)
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Можно показать [1, 7], что система (13) допускает представление⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(3+𝜈)(1−𝜈)

4𝜋
𝑑2

𝑑𝑦2

∫︀ 1

−1
𝜒(𝜂) ln 1

|𝑦−𝜂|𝑑𝜂+

+
∫︀ 1

−1
[𝜒(𝜂)𝐾11(𝑦, 𝜂) + 𝛾(𝜂)𝐾12(𝑦, 𝜂)] 𝑑𝜂 = 𝑓(𝑦),

(3+𝜈)(1−𝜈)
4𝜋

𝑑4

𝑑𝑦4

∫︀ 1

−1
𝛾(𝜂) ln 1

|𝑦−𝜂|𝑑𝜂+

+
∫︀ 1

−1
[𝜒(𝜂)𝐾21(𝑦, 𝜂) + 𝛾(𝜂)𝐾22(𝑦, 𝜂)] 𝑑𝜂 = 𝑞(𝑦),

(−1 < 𝑦 < 1) (14)

где 𝐾𝑖𝑗(𝑦, 𝜂), 𝑖, 𝑗 = 1, 2 — бесконечно дифференцируемые функции.
Для определения класса решений системы (14) воспользуемся методом Ви-

льямса [15]. Его идея заключается в том, что асимптотика решения краевой за-
дачи вблизи угловой точки совпадает с асимптотикой решения такой же краевой
задачи для бесконечного клина. В данной задаче асимптотика решения вблизи
конца трещины совпадает с асимптотикой решения задачи для клиновидной пла-
стинки со свободным краем (угол раствора равен 2𝜋), решение которой известно
из [14]. Поэтому

𝜒(𝑦) = 𝑂(
√︀

1− 𝑦2), 𝛾(𝑦) = 𝑂(1− 𝑦2)3/2, |𝑦| → 1.

Строить приближённое решение системы (13) будем методом ортогональных
многочленов путём разложения искомых функций 𝜒(𝑦) и 𝛾(𝑦) в ряд по чётным
многочленам Якоби

𝜒(𝑦) =
√︀
1− 𝑦2

∞∑︁
𝑘=0

𝜒𝑘𝑃
(1/2,1/2)
2𝑘 (𝑦),

𝛾(𝑦) = (1− 𝑦2)3/2
∞∑︁
𝑘=0

𝛾𝑘𝑃
(3/2,3/2)
2𝑘 (𝑦).

(15)

где 𝜒𝑘, 𝛾𝑘 — коэффициенты разложений, подлежащие определению.
Возникает вопрос о том, насколько существенно наличие функций 𝐾12(𝑦, 𝜂) и

𝐾21(𝑦, 𝜂) в системе (14). То есть насколько увеличится погрешность вычислений,
если в (14) положить

𝐾12(𝑦, 𝜂) ≡ 𝐾21(𝑦, 𝜂) ≡ 0. (16)

Для этого сперва построим приближённое решение (14) методом ортогональных
многочленов, а затем сравним с приближённым решением системы (14) при вы-
полнении условий (16).

Для реализации метода ортогональных многочленов нам понадобятся неко-
торые спектральные соотношения.

3. Вывод спектральных соотношений. Для построения приближённого
решения системы интегральных уравнений (13) нам потребуются спектральные
соотношения. Для многочленов 𝑃 (1/2,1/2)

𝑛 (𝑥) они известны [1] —

1

𝜋

𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑥− 𝜉|
𝑃

(1/2,1/2)
𝑛 (𝜉)

(1− 𝜉2)−1/2
𝑑𝜉 = −(𝑛+ 1)𝑃 (1/2,1/2)

𝑛 (𝑥), |𝑥| < 1, (17)
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а для многочленов 𝑃 (3/2,3/2)
𝑛 (𝑥) легко вытекают из [1] —

𝑑𝑘+1

𝑑𝑥𝑘+1

∫︁ 1

−1

[︂
1

2
sign(𝑥− 𝑡)− tg 𝜋𝛼

𝜋
ln

1

|𝑥− 𝑡|

]︂
𝑃

(𝛼,𝑘−𝛼)
𝑛 (𝑡)

(1− 𝑡)−𝛼(1 + 𝑡)𝛼−𝑘
𝑑𝑡 =

=
Γ(𝑘 + 𝑛+ 1)

Γ(𝑛+ 1)

𝑃
(𝑘−𝛼,𝛼)
𝑛 (𝑥)

cos𝜋𝛼
, |𝑥| < 1.

(18)

Если обе части (18) умножить на cos𝜋𝛼 и после этого положить 𝛼 = 3/2, 𝑘 = 3,
то

1

𝜋

𝑑4

𝑑𝑥4

∫︁ 1

−1

ln
1

|𝑥− 𝑡|
𝑃

(3/2,3/2)
𝑛 (𝑡)

(1− 𝑡2)−3/2
𝑑𝑡 =

= (𝑛+ 1)(𝑛+ 2)(𝑛+ 3)𝑃 (3/2,3/2)
𝑛 (𝑥), |𝑥| < 1.

(19)

В дальнейшем нам потребуются значения интегралов (17) и (19) при |𝑥| > 1.
Для интеграла (17) такое значение известно [1]:

1

𝜋

𝑑2

𝑑𝑥2

∫︁ 1

−1

√︀
1− 𝜉 ln

1

|𝑥− 𝜉|
𝑃 (1/2,1/2)
𝑛 (𝜉)𝑑𝜉 =

=
|𝑥|𝑃 (1/2,1/2)

𝑛 (𝑥)√
𝑥2 − 1

+
√︀
𝑥2 − 1

𝑑

𝑑𝑥

[︁
𝑃 (1/2,1/2)
𝑛 (𝑥)

]︁
sign𝑥−

−1/2(𝑛+ 1)𝑃 (1/2,1/2)
𝑛 (𝑥), |𝑥| > 1.

(20)

Для построения спектрального соотношения для свойства многочленов 𝑃 (3/2,3/2)
𝑚 (𝑥)

воспользуемся следующим свойством многочленов Якоби [11]:

𝑑

𝑑𝑥
𝑃 (𝛼,𝛽))
𝑛 (𝑥) =

𝛼+ 𝛽 + 𝑛+ 1

2
𝑃

(𝛼+1,𝛽+1)
𝑛−1 (𝑥),

𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘

[︁
(1− 𝑥2)1/2+𝑘𝑃 (1/2+𝑘,1/2+𝑘)

𝑛 (𝑥)
]︁
=

= (−1)𝑘2𝑘
(𝑛+ 𝑘)!

𝑛!
(1− 𝑥2)1/2𝑃

(1/2,1/2)
𝑛+𝑘 (𝑥).

(21)

Тогда если проинтегрировать левую часть соотношения (20) 𝑘 раз по частям
и применить формулы из (21), получим следующее равенство:

1

𝜋

𝑑3+𝑘

𝑑𝑥3+𝑘

∫︁ 1

−1

(1− 𝜉)1/2+𝑘𝑃 (1/2+𝑘,1/2+𝑘)
𝑛 (𝜉) ln |𝑥− 𝜉|𝑑𝜉 =

= 2𝑘
(𝑛+ 𝑘)!

𝑛!

1

(𝑥2 − 1)3/2

[︁
−𝑥|𝑥|𝑃 (1/2,1/2)

𝑛+𝑘 + (𝑥2 − 1)𝑓𝑛,𝑘(𝑥)
]︁
, |𝑥| > 1,

(22)

где

𝑓𝑛,𝑘(𝑥) =
1

4
(𝑛+ 𝑘 + 2)(𝑛+ 𝑘 + 3) sign𝑥

(︀
𝑥2 − 1

)︀
𝑃

(5/2,5/2)
𝑛+𝑘−2 (𝑥)−

− 1

4
(𝑛+ 𝑘 + 2)𝑃

(3/2,3/2)
𝑛+𝑘−1 (𝑥)

[︁
(𝑛+ 𝑘 + 1)

√︀
𝑥2 − 1− 4|𝑥|

]︁
+

+ sign𝑥𝑃
(1/2,1/2)
𝑛+𝑘 (𝑥), 𝑛 > 1, 𝑘 > 1,

𝑓0,𝑘(𝑥) = sign𝑥𝑃
(1/2,1/2)
𝑘 (𝑥)− 1

4
(𝑘 + 2)𝑃

(3/2,3/2)
𝑘−1 (𝑥)

[︁
(𝑘 + 1)

√︀
𝑥2 − 1− 4|𝑥|

]︁
.
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Полагая в последнем равенстве 𝑘 = 1 получим новое спектральное соотноше-
ние для многочленов Якоби при 𝑥→ 1 + 0

1

𝜋

𝑑4

𝑑𝑥4

∫︁ 1

−1

(1− 𝜉)3/2𝑃 (3/2,3/2)
𝑛 (𝜉) ln

1

|𝑥− 𝜉|
𝑑𝜉 =

= 2(𝑛+ 1)
1

(𝑥2 − 1)3/2

[︁
−𝑥|𝑥|𝑃 (1/2,1/2)

𝑛+1 (𝑥) + (𝑥2 − 1)𝑔𝑛(𝑥)
]︁
, |𝑥| > 1,

(23)

где

𝑙𝑔𝑛(𝑥) =
1

4
(𝑛+ 3)(𝑛+ 4) sign𝑥

(︀
𝑥2 − 1

)︀
𝑃

(5/2,5/2)
𝑛−1 (𝑥)−

− 1

4
(𝑛+ 3)𝑃 (3/2,3/2)

𝑛 (𝑥)
[︁
(𝑛+ 2)

√︀
𝑥2 − 1− 4|𝑥|

]︁
+ sign𝑥𝑃

(1/2,1/2)
𝑛+1 (𝑥), 𝑛 > 1,

𝑔0(𝑥) = −3

2

[︁√︀
𝑥2 − 1− 3 |𝑥|

]︁
.

Полученные спектральные соотношения будут в дальнейшем применены при
выводе формул для коэффициентов интенсивности напряжений.

4. Бесконечная система алгебраических уравнений. Подставим пред-
ставление (15) в (13), поменяв затем порядок суммирования и интегрирования:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
𝜋

∑︀∞
𝑘=0

∫︀∞
0

(︁
𝜒𝑘
∫︀ 1

−1

√︀
1− 𝜂2𝑃

(1/2,1/2)
2𝑘 (𝜂) cos𝜆(𝑦 − 𝜂)𝑑𝜂 𝐹11(𝜆)−

−𝛾𝑘
∫︀ 1

−1
(1− 𝜂2)3/2𝑃

(3/2,3/2)
2𝑘 (𝜂) cos𝜆(𝑦 − 𝜂)𝑑𝜂 𝐹12(𝜆)

)︁
𝑑𝜆 = 𝑓(𝑦),

1
𝜋

∑︀∞
𝑘=0

∫︀∞
0

(︁
𝜒𝑘
∫︀ 1

−1

√︀
1− 𝜂2𝑃

(1/2,1/2)
2𝑘 (𝜂) cos𝜆(𝑦 − 𝜂)𝑑𝜂 𝐹21(𝜆)−

−𝛾𝑘
∫︀ 1

−1
(1− 𝜂2)3/2𝑃

(3/2,3/2)
2𝑘 (𝜂) cos𝜆(𝑦 − 𝜂)𝑑𝜂 𝐹22(𝜆)

)︁
𝑑𝜆 = 𝑞(𝑦).

(−1 < 𝑦 < 1)

(24)

Здесь

𝐹11(𝜆) =
[︁̃︁𝑀𝑥

̃︁𝑀𝜉𝐺𝜆(𝑥, 𝜉)
]︁⃒⃒⃒
𝑥=±0
𝜉=0

𝐹12(𝜆) =
[︁̃︁𝑀𝑥

̃︀𝑉𝜉𝐺𝜆(𝑥, 𝜉)]︁⃒⃒⃒𝑥=±0
𝜉=0

,

𝐹21(𝜆) =
[︁̃︀𝑉𝑥̃︁𝑀𝜉𝐺𝜆(𝑥, 𝜉)

]︁⃒⃒⃒
𝑥=±0
𝜉=0

𝐹22(𝜆) =
[︁̃︀𝑉𝑥 ̃︀𝑉𝜉𝐺𝜆(𝑥, 𝜉)]︁⃒⃒⃒𝑥=±0

𝜉=0

.

Приведём значения дифференциальных выражений (8) и (11) на функциях
(10):

̃︁𝑀𝑥
̃︁𝑀𝜉Φ𝜆(𝑥, 𝜉) = −1

4

(︀
(1− 𝜈)(3 + 𝜈)− 𝜆(1− 𝜈)2 |𝑥− 𝜉|

)︀
𝜆𝑒−𝜆|𝑥−𝜉| + 𝛿(𝑥− 𝜉),

̃︁𝑀𝑥
̃︀𝑉𝜉Φ𝜆(𝑥, 𝜉) = −1

4
(1− 𝜈)2𝜆3(𝑥− 𝜉)𝑒−𝜆|𝑥−𝜉| − 𝛿′(𝑥− 𝜉),

̃︀𝑉𝑥̃︁𝑀𝜉Φ𝜆(𝑥, 𝜉) =
1

4
(1− 𝜈)2𝜆3(𝑥− 𝜉)𝑒−𝜆|𝑥−𝜉| + 𝛿′(𝑥− 𝜉),

̃︀𝑉𝑥 ̃︀𝑉𝜉Φ𝜆(𝑥, 𝜉) = −1

4

(︀
(1− 𝜈)(3 + 𝜈) + 𝜆(1− 𝜈)2 |𝑥− 𝜉|

)︀
𝜆3𝑒−𝜆|𝑥−𝜉|+

+ 𝜆2(1− 2𝜈)𝛿(𝑥− 𝜉)𝑒−𝜆|𝑥−𝜉| + 2𝜆𝛿′(𝑥− 𝜉)2 − 𝛿′′(𝑥− 𝜉),
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̃︁𝑀𝜉𝑐0(𝜉) = − 1

4𝜆
((1 + 𝜈)− 𝜆(1− 𝜈)(𝜉 − 𝑎))𝑒𝜆(𝑎−𝜉),

̃︀𝑉𝜉𝑐0(𝜉) = −1

4
(2 + 𝜆(1− 𝜈)(𝑎− 𝜉))𝑒−𝜆(𝜉−𝑎),

̃︁𝑀𝜉𝑐1(𝜉) = −1

2
𝜆(1− 𝜈)𝑒−𝜆(𝜉−𝑎), ̃︀𝑉𝜉𝑐1(𝜉) = −1

2
𝜆2(1− 𝜈)𝑒−𝜆(𝜉−𝑎),

̃︁𝑀𝜉𝑐2(𝜉) =
1

4𝜆
((1 + 𝜈) + (1− 𝜈)𝜆(𝑏− 𝜉))𝑒−𝜆(𝑏−𝜉),

̃︀𝑉𝜉𝑐2(𝜉) = −1

4
(2 + 𝜆(1− 𝜈)(𝑏− 𝜉))𝑒−𝜆(𝑏−𝜉),

̃︁𝑀𝜉𝑐3(𝜉) = −1

2
𝜆(1− 𝜈)𝑒−𝜆(𝑏−𝜉), ̃︀𝑉𝜉𝑐3(𝜉) = 1

2
𝜆2(1− 𝜈)𝑒−𝜆(𝑏−𝜉),

̃︁𝑀𝑥𝜓0(𝑥) = (1− 𝜈)𝜆2𝜓0(𝑥), ̃︀𝑉𝑥𝜓0(𝑥) = −(1− 𝜈)𝜆2𝜓′
0(𝑥),̃︁𝑀𝑥𝜓1(𝑥) = 𝜓0(𝑥) + (1− 𝜈)𝜆2𝜓1(𝑥), ̃︀𝑉𝑥𝜓1(𝑥) = 𝜓′

0(𝑥)− (1− 𝜈)𝜆2𝜓′
1(𝑥),̃︁𝑀𝑥𝜓2(𝑥) = (1− 𝜈)𝜆2𝜓2(𝑥), ̃︀𝑉𝑥𝜓2(𝑥) = −(1− 𝜈)𝜆2𝜓′

2(𝑥),̃︁𝑀𝑥𝜓3(𝑥) = 𝜓2(𝑥) + (1− 𝜈)𝜆2𝜓3(𝑥), ̃︀𝑉𝑥𝜓3(𝑥) = 𝜓′
2(𝑥)− (1− 𝜈)𝜆2𝜓′

3(𝑥).

С помощью приведённых значений можно найти выражения для 𝐹𝑖𝑗(𝜆), 𝑖, 𝑗 =
= 1, 2 из (24).

Формулы 7.393.1-2 из [10] можно преобразовать к следующему виду:∫︁ 1

−1

(1− 𝑥2)𝜈 cos 𝑎(𝑥− 𝑏)𝑃 (𝜈,𝜈)
𝑛 (𝑥)𝑑𝑥 =

=

(︂
2

𝑎

)︂𝜈+1/2 √
𝜋

𝑛!
cos(

𝜋𝑛

2
− 𝑎𝑏)Γ(𝑛+ 𝜈 + 1)𝐽𝑛+𝜈+1/2(𝑎),

(25)

где 𝐽𝜈(𝑥) — функция Бесселя.
Используя формулы для разрывного интеграла Вебера—Шафхейтлина из

[12], можно получить такое значение следующего интеграла:∫︁ ∞

0

𝐽𝜈(𝑡)𝐽𝜇(𝑡)𝑡
−1𝑑𝑡 =

{︃
1

𝜈+𝜇 , 𝜈 = 𝜇,
2 sin(𝜋

2 (𝜈−𝜇))
𝜋(𝜈2−𝜇2) , 𝜈 ̸= 𝜇.

(26)

Умножим обе части первого равенства системы (24) на
√︀
1− 𝑦2𝑃

(1/2,1/2)
2𝑛 (𝑦), а

обе части второго равенства — на (1−𝑦2)3/2𝑃 (3/2,3/2)
2𝑛 (𝑦). Тогда, проинтегрировав

каждое из равенств по 𝑦 от −1 до 1, а затем дважды применив формулу (25),
получим бесконечную систему алгебраических уравнений, которую с помощью
формулы (26) можно привести к следующему виду:

𝜎
(1)
2𝑛 𝜒𝑛 +

∞∑︁
𝑘=0

(︁
𝐴

(1,1)
2𝑛,2𝑘𝜒𝑘 +𝐴

(1,2)
2𝑛,2𝑘𝛾𝑘

)︁
= 𝑓2𝑛 (𝑛 = 0,∞),

𝜎
(2)
2𝑛 𝛾𝑛 +

∞∑︁
𝑘=0

(︁
𝐴

(2,1)
2𝑛,2𝑘𝜒𝑘 +𝐴

(2,2)
2𝑛,2𝑘𝛾𝑘

)︁
= 𝑞2𝑛 (𝑛 = 0,∞).

(27)
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Для коэффициентов этой системы, если принять обозначения

κ1 =
3 + 𝜈

1− 𝜈
, κ2 =

1 + 𝜈

1− 𝜈
, κ3 =

1

1− 𝜈
,

получим следующие выражения:

𝜎(1)
𝑛 = −2κ1

𝛼𝑛𝑛
(𝑛+ 1)

, 𝜎(2)
𝑛 = 8κ1

(𝑛+ 3/2)2

(𝑛+ 2)
𝛼𝑛𝑛,

𝛼𝑛𝑘 = (1− 𝜈)2
Γ(𝑛+ 3/2)Γ(𝑘 + 3/2)

𝑛! 𝑘!
cos(

𝜋

2
(𝑛− 𝑘)),

𝐴
(1,1)
𝑛𝑘 = 𝛼𝑛𝑘

∫︁ ∞

0

1

𝜆
𝐹11(𝜆)𝐽𝑛+1(𝜆)𝐽𝑘+1(𝜆)𝑑𝜆,

𝐴
(1,2)
𝑛𝑘 = 2(𝑘 + 3/2)𝛼𝑛𝑘

∫︁ ∞

0

1

𝜆
𝐹12(𝜆)𝐽𝑛+1(𝜆)𝐽𝑘+2(𝜆)𝑑𝜆,

𝐴
(2,1)
𝑛𝑘 = 2(𝑛+ 3/2)𝛼𝑛𝑘

∫︁ ∞

0

1

𝜆
𝐹21(𝜆)𝐽𝑛+2(𝜆)𝐽𝑘+1(𝜆)𝑑𝜆,

𝐴
(2,2)
𝑛𝑘 = −4(𝑛+ 3/2)(𝑘 + 3/2)𝛼𝑛𝑘

∫︁ ∞

0

1

𝜆
𝐹22(𝜆)𝐽𝑛+2(𝜆)𝐽𝑘+2(𝜆)𝑑𝜆,

𝑓𝑛 =

∫︁ 1

−1

(1− 𝑦2)1/2𝑃 (1/2, 1/2)
𝑛 (𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑦,

𝑞𝑛 =

∫︁ 1

−1

(1− 𝑦2)3/2𝑃 (3/2, 3/2)
𝑛 (𝑦)𝑞(𝑦)𝑑𝑦.

Можно показать, что при этом коэффициенты 𝐴𝑛𝑘 убывают экспоненциаль-
ным образом, т. е. система (27) является системой линейных алгебраических
уравнений типа Пуанкаре—Коха и, следовательно, допускает метод редукции.

Тогда

𝐹11(𝜆) = (2𝑎𝜆− κ1)𝑒
−2𝜆(𝑏+𝑙) + 𝑒2𝑎𝜆(2𝑎𝜆+ κ1) + 𝑒−2𝑏𝜆(κ1 − 2𝑏𝜆)+

+ (−2𝑏𝜆− κ1)𝑒
2𝜆(𝑏−2𝑙) + 2κ1𝑒

−4𝜆𝑙 + 𝑒−2𝜆𝑙(−8κ3 + 4𝜆𝑙 + 2),

𝐹12(𝜆) = 𝐹
(2)
21 = −2𝑎𝜆𝑒−2𝜆(𝑏+𝑙) + 2𝑎𝜆𝑒2𝑎𝜆 + 2𝑏𝜆𝑒−2𝑏𝜆 − 2𝑏𝜆𝑒2𝜆(𝑏−2𝑙),

𝐹22(𝜆) = (2𝑎𝜆+ κ1)𝑒
−2𝜆(𝑏+𝑙) + 𝑒2𝑎𝜆(2𝑎𝜆− κ1)− 𝑒−2𝑏𝜆(2𝑏𝜆+ κ1)+

+ (κ1 − 2𝑏𝜆)𝑒2𝜆(𝑏−2𝑙) + 2κ1𝑒
−4𝜆𝑙 + 𝑒−2𝜆𝑙(−8κ3 − 4𝜆𝑙 + 2).

Отыскав приближённое решение системы (27) при помощи метода редукции,
получим коэффициенты 𝜒𝑘, 𝛾𝑘 (𝑘 = 0,∞). Их значения будут в дальнейшем ис-
пользованы для вывода формул для коэффициентов интенсивности нормальных
и касательных напряжений.

Определим коэффициент интенсивности напряжений 𝐾𝐼 и коэффициент 𝐾𝐼𝐼

следующим образом:

𝐾𝐼 = lim
𝑦→1+0

√︀
𝑦2 − 1𝜎𝑥, 𝐾𝐼𝐼 = lim

𝑦→1+0
(𝑦2 − 1)3/2𝜏𝑥𝑧.

Известно [13]

𝜎𝑥 =
6𝑀𝑥

ℎ2
, 𝜏𝑥𝑧 =

3𝑉𝑥
2ℎ

.



100 Реут В. В., Роговский С. Т.

Рассматривая выражения для 𝑀𝑥 и 𝑉𝑥 из (13) вместе с представлением (14),
с учётом спектральных соотношений (20) и (23) получим следующие формулы
для коэффициентов 𝐾𝐼 и 𝐾𝐼𝐼 .

𝐾𝐼 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑠
(1)
𝑘 𝜒𝑘, 𝐾𝐼𝐼 = −

∞∑︁
𝑘=0

𝑠
(2)
𝑘 𝛾𝑘,

где

𝑠
(1)
𝑘 = − 3

2ℎ2
(3 + 𝜈)(1− 𝜈)

(︂
𝑘 + 1/2

𝑘

)︂
,

𝑠
(2)
𝑘 =

1

12
(2𝑘 + 3)(2𝑘 + 5)𝑠

(1)
𝑘 ,(︀

𝑥
𝑦

)︀
— биномиальный коэффициент, который для нецелых значений может быть

найден так: (︂
𝑥

𝑦

)︂
=

Γ(𝑥+ 1)

Γ(𝑦 + 1)Γ(𝑥− 𝑦 + 1)
.

5. Численные результаты.
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Рис. 2. Относительная разность между коэффициентами 𝐾𝐼 и ̃︀𝐾𝐼

При проведении численного эксперимента были приняты следующие значе-
ния параметров: 𝐷 = 1, 𝜈 = 1

3 . Нагрузка 𝑓(𝑦) и 𝑞(𝑦) на берегах трещины прини-
малась постоянной, т. е. 𝑓(𝑦) ≡ 1, 𝑞(𝑦) ≡ 1, 𝑦 ∈ (−1, 1). При применении метода
редукции в бесконечной системе (27) каждая из подматриц 𝐴(𝑖,𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, 2 усе-
калась до размера 5 × 5, таким образом, окончательная система имела размер
10 × 10, что обеспечивало точность вычисления коэффициентов 𝐾𝐼 и 𝐾𝐼𝐼 до
трёх значащих цифр.

Для удобства представления результатов введём новый параметр 𝛿𝑙 — отно-
шение расстояния от трещины до опоры слева. Таким образом, для известных 𝛿𝑙
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Рис. 3. Относительная разность между коэффициентами 𝐾𝐼𝐼 и ̃︀𝐾𝐼𝐼

𝑙 = 1.00

𝛿𝑙 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
𝐾𝐼 -2.5836 -2.3128 -2.1823 -2.1181 -2.0985
𝐾𝐼𝐼 -0.8629 -0.9170 -0.9009 -0.8864 -0.8812

𝑙 = 1.33

𝛿𝑙 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
𝐾𝐼 -2.6141 -2.2703 -2.1213 -2.0522 -2.0317
𝐾𝐼𝐼 -0.8562 -0.8642 -0.8402 -0.8249 -0.8199

𝑙 = 1.66

𝛿𝑙 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
𝐾𝐼 -2.5763 -2.2103 -2.0623 -1.9965 -1.9774
𝐾𝐼𝐼 -0.8537 -0.8365 -0.8098 -0.7956 -0.7912

𝑙 = 2.00

𝛿𝑙 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
𝐾𝐼 -2.5158 -2.1527 -2.0136 -1.9541 -1.9371
𝐾𝐼𝐼 -0.8498 -0.8179 -0.7917 -0.7794 -0.7758

Таблица 1. Значения коэффициентов 𝐾𝐼 и 𝐾𝐼𝐼 при различных значениях
параметров 𝛿𝑙 и 𝑙.
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Рис. 4. Величина коэффициента 𝐾𝐼
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Рис. 5. Величина коэффициента 𝐾𝐼𝐼

и 𝑙 получим, что 𝑎 = −𝛿𝑙 ·𝑙, 𝑏 = 𝑎+𝑙. Также рассмотрим коэффициенты ̃︀𝐾𝐼 и ̃︀𝐾𝐼𝐼 ,
посчитанные аналогично рассмотренным ранее, но при выполнении условия (16).

В таблице 1 приведены значения коэффициентов 𝐾𝐼 и 𝐾𝐼𝐼 при различных
значениях параметров 𝛿𝑙 и 𝑙.

На рисунке 2 отображена относительная разность между коэффициентами
𝐾𝐼 и ̃︀𝐾𝐼 , т. е. отношение |𝐾𝐼− ̃︀𝐾𝐼 |

|𝐾𝐼 | в зависимости от параметров 𝛿𝑙 и 𝑙.
На рисунке 3 отображена относительная разность между коэффициентами

𝐾𝐼𝐼 и 𝐾𝐼𝐼 , т. е. отношение |𝐾𝐼𝐼− ̃︀𝐾𝐼𝐼 |
|𝐾𝐼𝐼 | в зависимости от параметров 𝛿𝑙 и 𝑙.
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На рисунках 4, 5 отображена зависимость значений коэффициентов 𝐾𝐼 и 𝐾𝐼𝐼

от параметров 𝛿𝑙 и 𝑙.
Можно видеть, что при всех значениях параметров 𝛿𝑙 и 𝑙 коэффициенты 𝐾𝐼

и ̃︀𝐾𝐼 , 𝐾𝐼𝐼 и ̃︀𝐾𝐼𝐼 не отличаются друг от друга более, чем на 0,1%, а наибольшее
отличие наблюдается при малых значениях параметров.

В обоих случаях рассматриваемые величины при стремлении 𝑙 к бесконечно-
сти асимптотически стремятся к некоторому пределу, который можно получить
как коэффициент интенсивности напряжений и коэффициент𝐾𝐼𝐼 соответственно
для бесконечной пластины с трещиной, к которой приложена соответствующая
нагрузка.

Установлено, что расчёт данным методом возможен для 𝛿𝑙 > 0, 1 и 𝑙 > 1, для
решения поставленной задачи при 𝛿𝑙 < 0, 1 или 𝑙 < 1 следует применять иной
метод.

Заключение.

1. Задача сведена к системе двух сингулярных интегральных уравнений от-
носительно неизвестных скачков прогиба и углов поворота при переходе
через трещину и построено её приближённое решение.

2. Получено новое спектральное соотношение для многочленов Якоби 𝑃 (
3
2 ,

3
2 )

𝑛 (𝑥)
при |𝑥| > 1.

3. Получены зависимости коэффициентов интенсивности напряжений 𝜎𝑥 и
𝜏𝑥𝑦 вблизи концов трещины от различных параметров задачи. Причём если
𝜎𝑥 имеет интегрируемую особенность при приближении к вершине трещи-
ны, то 𝜏𝑥𝑦 имеет неинтегрируемую особенность 𝜏𝑥𝑦 = 𝑂((𝑥2 − 1)−3/2), 𝑥→
1 + 0.

4. Путём численного эксперимента показано, что вышеуказанную систему
двух сингулярных интегральных уравнений можно разбить на два неза-
висимо решаемых СИУ.
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