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О ДВИЖЕНИИ СИММЕТРИЧНОГО ГИРОСТАТА В
ГРАВИТАЦИОННОМ ПОЛЕ И СРЕДЕ С СОПРОТИВЛЕНИЕМ

Щетинiна Ю. С. Про рух симетричного гiростата в гравiтацiйному полi
та середовищi з опором. Дослiджується швидкий обертальний рух вiдносно центра
мас динамiчно симетричного супутника з сферичною порожниною, заповненою рiди-
ною великої в‘язкостi, пiд дiєю моментiв сил гравiтацiї та опору середовища. Орбiта
супутника вважається круговою. Проведено аналiтичне дослiдження та чисельний ана-
лiз системи рiвнянь руху.
Ключовi слова: супутник, метод усереднення, гравiтацiйне поле, опiр середовища.

Щетинина Ю. С. О движении симметричного гиростата в гравитацион-
ном поле и среде с сопротивлением. Исследуется быстрое вращательное движение
относительно центра масс динамически симметричного спутника со сферической поло-
стью, заполненной жидкостью большой вязкости, под действием моментов сил грави-
тации и сопротивления среды. Орбита спутника предполагается круговой. Проведено
аналитическое исследование и численный анализ системы уравнений движения.
Ключевые слова: спутник, метод усреднения, гравитационное поле, сопротивление
среды.

Shchetynina Yu. S. The motion of symmetric gyrostat in gravitational field

and resistive medium. Rapid rotational motion of a dynamically symmetric satellite

about a center of mass under the action of gravitational torque and the external resistance

torque is investigated. The orbit of the satellite is supposed circular. The analytical study

and numerical analysis are performed.

Key words: satellite, averaging method, gravitational field, resistive medium.

Введение. Задачи о возмущенном движении твердого тела относительно
центра масс под действием моментов сил различной природы и в настоящее вре-
мя остаются достаточно актуальными [1–17]. Монография В. В. Белецкого [1]
посвящена описанию методов исследования движения искусственного спутника
относительно центра масс под действием гравитационных, магнитных, аэроди-
намических моментов и моментов сил светового давления. Движению спутни-
ка в гравитационном поле посвящены работы [2, 3, 6, 13, 16]. Задачи динамики
твердого тела с полостями, содержащими вязкую жидкость, изучаются в [4], [9]-
[13], [15,17]. В данной статье исследуются вращательные движения динамически
симметричного твердого тела, центр масс которого движется по заданной кру-
говой орбите вокруг Земли. На тело действуют моменты сил гравитационного
притяжения и сопротивления. Кроме того, тело содержит полость, целиком за-
полненную жидкостью большой вязкости.

c○Щетинина Ю. С., 2015
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Основные результаты
Для решения задачи введем три декартовы системы координат, начало кото-

рых совместим с центром инерции спутника [1,2]. Система координат𝑂𝑥𝑖(i=1,2,3)
движется поступательно вместе с центром инерции: ось 𝑂𝑥1 параллельна радиус–
вектору перигея орбиты, ось 𝑂𝑥2 параллельна вектору скорости центра масс
спутника в перигее, ось 𝑂𝑥3 параллельна нормали к плоскости орбиты. Положе-
ние вектора кинетического момента G относительно его центра масс в системе
координат 𝑂𝑥𝑖 определяются углами 𝜆 и 𝛿 [2]. Система координат 𝑂𝑦𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3)
связана с вектором кинетического момента G: ось 𝑂𝑦1 лежит в плоскости 𝑂𝑥3𝑦3
и направлена так, что векторы y1, y2, y3 образуют правую тройку [1], ось 𝑂𝑦2
лежит в плоскости орбиты (т. е. в плоскости 𝑂𝑥1𝑥2). Ось 𝑂𝑦3 направлена по
вектору кинетического момента G.

Оси системы координат 𝑂𝑧𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) связаны с главными центральными
осями инерции твердого тела. Взаимное положение главных центральных осей
инерции и осей 𝑂𝑦𝑖 определим углами Эйлера. При этом направляющие косинусы
𝛼𝑖𝑗 осей 𝑧𝑖 относительно системы 𝑂𝑦𝑖 выражаются через углы Эйлера 𝜙, 𝜓, 𝜃 по
известным формулам [1].

Рассматривается динамически симметричный спутник (𝐴1 = 𝐴2). Уравнения
движения тела относительно центра масс запишем в форме [1, 2]:

𝑑𝐺

𝑑𝑡
= 𝐿3,

𝑑𝛿

𝑑𝑡
=
𝐿1

𝐺
,

𝑑𝜆

𝑑𝑡
=

𝐿2

𝐺 sin 𝛿
,

𝑑𝜃

𝑑𝑡
=
𝐿2 cos𝜓 − 𝐿1 sin𝜓

𝐺
,

𝑑𝜙

𝑑𝑡
= 𝐺 cos 𝜃

(︂
1

𝐴3
− 1

𝐴1

)︂
+
𝐿1 cos𝜓 + 𝐿2 sin𝜓

𝐺 sin 𝜃
,

𝑑𝜓

𝑑𝑡
=

𝐺

𝐴1
− 𝐿1 cos𝜓 + 𝐿2 sin𝜓

𝐺
𝑐𝑡𝑔𝜃 − 𝐿2

𝐺
𝑐𝑡𝑔𝛿.

(1)

Здесь 𝐿𝑖 – моменты приложенных сил относительно осей 𝑂𝑦𝑖, 𝐴𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3)
– главные центральные моменты инерции относительно осей 𝑂𝑧𝑖. Проекции 𝐿𝑖
складываются из гравитационного момента 𝐿𝑔𝑖 , момента сил внешнего сопротив-
ления 𝐿𝑟𝑖 и момента сил вязкой жидкости в полости тела 𝐿𝑝𝑖 .

Орбита спутника предполагается круговой, поэтому плотность атмосферы
можно считать постоянной во время движения. Зависимость истинной аномалии
𝜈 от времени 𝑡 дается соотношением

𝜈 = 𝜔0𝑡, 𝜔0 = 2𝜋
𝑄 , (2)

где 𝜔0 – угловая скорость орбитального движения, 𝑄 – период обращения. Про-
екции гравитационного момента 𝐿𝑔𝑖 и момента сил внешнего сопротивления 𝐿𝑟1
на ось 𝑂𝑦1 имеют вид [2,8]:

𝐿𝑔1 = 3𝜔2
0

3∑︁
𝑗=1

(𝛽2𝛽𝑗𝑆3𝑗 − 𝛽3𝛽𝑗𝑆2𝑗) ,

𝐿𝑟1 = −𝐺
3∑︁
𝑖=1

(︂
𝐼𝑖1𝛼1𝑖𝛼31

𝐴1
+
𝐼𝑖2𝛼1𝑖𝛼32

𝐴2
+
𝐼𝑖3𝛼1𝑖𝛼33

𝐴3

)︂
, (3)
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𝑆𝑚𝑗 =

3∑︁
𝑝=1

𝐴𝑝𝛼𝑗𝑝𝛼𝑚𝑝,

𝛽1 = cos (𝜈 − 𝜆) cos 𝛿, 𝛽2 = sin (𝜈 − 𝜆) , 𝛽3 = cos (𝜈 − 𝜆) sin 𝛿.

Проекции моментов указанных сил на остальные оси записываются анало-
гично.

Проекции момента сил вязкой жидкости в полости тела с учетом внешних
силовых факторов на оси 𝑂𝑦𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) согласно [4] определяются следующим
образом:

𝐿𝑝𝑖 =
𝑃 (𝐴1 −𝐴3)

𝐴2
1

{︀
𝑟2𝐴3 (𝑝𝛼𝑖1 + 𝑞𝛼𝑖2)−𝐴1𝑟

(︀
𝑝2 + 𝑞2

)︀
𝛼𝑖3
}︀
+

+

(︂
−𝑃𝑞
𝐴3

𝐽3 −
𝑃

𝐴1

[︂
−𝑞𝐽3 + 𝑘1 + 𝑙1 −

𝐴3𝑟

𝐴1
(𝐽2 −𝑚′) + +

𝐴1𝑞

𝐴3
𝐽3

]︂)︂
𝛼𝑖1+

+

(︂
𝑃𝑝

𝐴3
𝐽3 −

𝑃

𝐴1

[︂
𝑝𝐽3 + 𝑘2 + 𝑙2 +

𝐴3𝑟

𝐴1
(𝐽1 −𝑚′)− 𝐴1𝑝

𝐴3
𝐽3

]︂)︂
𝛼𝑖2+ (4)

+

(︂
𝑃

𝐴1
(𝑞 (𝐽1 −𝑚′)− 𝑝 (𝐽2 −𝑚′))− 𝑃

𝐴3
(𝑘3 + 𝑙3)

)︂
𝛼𝑖3,

𝑘𝑖 = (𝐼𝑖1𝑞 − 𝐼𝑖2𝑝)

[︂
𝑟 − (𝛼33 (𝛼31𝑝+ 𝛼32𝑞))

sin2 𝜃

]︂
, 𝑚′ = (𝐴1 −𝐴3)

(︂
−3𝛾31𝛾33𝜇

𝑅3

)︂
,

𝑙𝑖 =
𝐺 (𝛼32𝑝− 𝛼31𝑞)

sin 𝜃

(︂
𝐼𝑖2 cos𝜙 cos 𝜃

𝐴1
− 𝐼𝑖3 sin 𝜃

𝐴3
+
𝐼𝑖1 cos 𝜃 sin𝜙

𝐴1

)︂
,

𝐽𝑖 = 𝐼𝑖1𝑝+ 𝐼𝑖2𝑞 + 𝐼𝑖3𝑟, 𝛾3𝑖 = 𝛼1𝑖𝛽1 + 𝛼2𝑖𝛽2 + 𝛼3𝑖𝛽3, 𝑖 = 1, 2, 3,

R – расстояние от центра масс спутника до центра притяжения.
Предполагается [2], что угловая скорость 𝜔 движения спутника относительно

центра масс существенно больше угловой скорости орбитального движения 𝜔0, т.
е. 𝜀 = 𝜔0/𝜔 ∼ 𝐴1𝜔0/𝐺≪ 1. Сопротивление среды предполагаем слабым порядка
малости 𝜀2: ‖ I‖ /𝐺0 ∼ 𝜀2 ≪ 1 [8], где ‖ I‖ – норма матрицы коэффициентов со-
противления, 𝐺0 – кинетический момент спутника в начальный момент времени.
Также учитывается, что полость заполнена жидкостью большой вязкости [4], т.
е. 𝜗≫ 1 (𝜗−1 ∼ 𝜀2),

∼
P = 𝑃𝑑𝑖𝑎𝑔(1, 1, 1), 𝑃 = 8𝜋𝜌𝑎7

525𝜗 , (5)

где
∼
P – тензор, зависящий только от формы полости; 𝜌, 𝜗 – плотность и кинема-

тический коэффициент вязкости жидкости в полости соответственно, 𝑎 – радиус
полости.

С учетом рассмотренных выше предположений о малости сопротивления сре-
ды и о том, что полость заполнена жидкостью большой вязкости, с точностью
до величин второго порядка малости проекции момента сил вязкой жидкости в
полости тела на оси 0𝑦𝑖 (𝑖 = 1, 2, 3) имеют вид

𝐿𝑝𝑖 =
𝑃 (𝐴1 −𝐴3)

𝐴2
1

{︀
𝑟2𝐴3 (𝑝𝛼𝑖1 + 𝑞𝛼𝑖2)−𝐴1𝑟

(︀
𝑝2 + 𝑞2

)︀
𝛼𝑖3
}︀
.
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Ставится задача исследования эволюции вращений спутника на асимптоти-
чески большом интервале времени 𝑡 ∼ 𝜀−2, на котором происходит существенное
изменение параметров движения. Для решения задачи будем применять метод
усреднения [18].

1. Процедура усреднения. Рассмотрим невозмущенное движение Эйлера—
Пуансо (при 𝜀 = 0), когда моменты внешних сил равны нулю. При этом 𝜙, 𝜓
являются линейными функциями, а угол 𝜃 − величина постоянная [19]. Величины
𝐺, 𝛿, 𝜆, 𝜈 в невозмущенном движении являются постоянными. В этом случае
вращение твердого тела является движением Эйлера - Пуансо.

Для возмущенного движения углы 𝜙, 𝜓 являются быстрыми переменными, а
переменные 𝐺, 𝛿, 𝜆, 𝜈, 𝜃 − медленными. Проводим усреднение системы (1) урав-
нений для медленных переменных 𝐺, 𝛿, 𝜆, 𝜃 по быстрым переменным: сначала
по 𝜓, а затем по 𝜙. После усреднения по 𝜓 и 𝜙 получим:

𝑑𝐺

𝑑𝑡
= −𝐺

[︂
sin2 𝜃

2𝐴1
(𝐼11 + 𝐼22) +

𝐼33
𝐴3

cos2 𝜃

]︂
,

𝑑𝜃

𝑑𝑡
=

[︂
−𝐼11 + 𝐼22

2𝐴1
+
𝐼33
𝐴3

+
𝑃𝐺2

𝐴3
1𝐴3

(𝐴1 −𝐴3)

]︂
cos 𝜃 sin 𝜃,

𝑑𝛿

𝑑𝑡
= −3𝜔2

0 (1 + 𝑒 cos 𝜈)
3

𝐺 (1− 𝑒2)
3 (𝐴1 −𝐴3) sin(𝜈 − 𝜆) cos(𝜈 − 𝜆)×

× sin 𝛿

(︂
1− 3

2
sin2 𝜃

)︂
,

𝑑𝜆

𝑑𝑡
=

3𝜔2
0 (1 + 𝑒 cos 𝜈)

3

𝐺 (1− 𝑒2)
3 (𝐴1 −𝐴3) cos

2(𝜈 − 𝜆) cos 𝛿

(︂
1− 3

2
sin2 𝜃

)︂
.

(6)

Рассмотрим два последних уравнения системы (6) и уравнение для истинной
аномалии (2). Их можно записать следующим образом:

�̇� = 𝜔2
0Δ(𝜈, 𝛿, 𝜆), �̇� = 𝜔2

0Λ(𝜈, 𝛿, 𝜆), 𝜈 = 𝜔0𝑡, (7)

где Δ,Λ — коэффициенты в правых частях последних двух уравнений (6), 𝛿, 𝜆
— медленные переменные, а 𝜈 — полумедленная. Применяя модифицированный
метод усреднения [20] к данным уравнениям, получим:

𝑑𝛿

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝜆

𝑑𝑡
= −3𝜔2

0 cos 𝛿

2𝐺
(𝐴1 −𝐴3)(1−

3

2
sin2 𝜃). (8)

Отметим, что угол отклонения 𝛿 вектора кинетического момента G от вертикали
остается постоянным в указанном приближении.

Рассмотрим первые два уравнения системы (6). Их можно представить в сле-
дующем виде:

𝑑𝐺2

𝑑𝑡
= (−𝑎+ 𝑏 cos 2𝜃)𝐺2,

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= (ℎ𝐺2 − 𝑏) sin 2𝜃,

(9)

𝑎 = 𝐼11+𝐼22
2𝐴1

+ 𝐼33
𝐴3

, 𝑏 = 𝐼11+𝐼22
2𝐴1

− 𝐼33
𝐴3

, ℎ = 𝑃 (𝐴1−𝐴3)
𝐴3

1𝐴3
.
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Рис. 1 Рис. 2

Система уравнений (9) имеет первый интеграл

ℎ𝐺2 − 𝑏 ln
⃒⃒
𝐺2
⃒⃒
= 𝑏 ln |sin 2𝜃| − 𝑎 ln |𝑡𝑔𝜃|+ 𝐶, 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (10)

Согласно (10) было построено семейство кривых при различных значениях 𝐶:
𝐶1 = 0,5, 𝐶2 = 1,5, 𝐶3 = 3 (кривые 1, 2, 3 соответственно) для начальных пара-
метров: 𝐺(0) = 1, 𝜃(0) ∈

(︀
0; 𝜋2

)︀
и коэффициентов первого интеграла: 𝑎 > 𝑏 > 0,

ℎ > 0. В результате численного анализа был исследован характер поведения
функции кинетического момента при изменении величины угла нутации от 0 до
𝜋. На рис.1 представлено семейство кривых 𝐺(𝜃). Из графиков следует, что функ-
ция 𝐺(𝜃) имеет вертикальную асимптоту, которая соответствует углу 𝜃 = 𝜋/2.
Видно, что для углов нутации, соответствующих значениям первой четверти ко-
ординатной плоскости, функция 𝐺 (𝜃) имеет характер монотонно возрастающей
функции, а для второй – убывающей. Функция имеет участки выпуклости и во-
гнутости, что объясняется влиянием слагаемого, содержащего 𝑡𝑔𝜃, в (10). Если
сопротивление среды вдоль оси 𝐴3 мало, коэффициенты 𝑎, 𝑏 близки по значению
в (9), тогда график функции 𝐺 (𝜃) принимает вид, представленный на рис. 2.

Исследуем поведение сферического угла в малой полуокрестности стацио-
нарных точек 𝜃

∘
= 0 и 𝜃

∘
= 𝜋

2 + 𝛿𝜃 второго уравнения системы (4) при разных
значениях центральных моментов инерции: 𝐴1 > 𝐴3, 𝐴1 < 𝐴3.

В первом случае 𝜃
∘
= 𝛿𝜃 > 0 имеем:

𝛿𝜃 = 𝛿𝜃0 exp

[︂
−𝑏𝑡− ℎ

∫︁ 𝑡

0

𝐺2𝑑𝑡

]︂
. (11)

Из (11) следует, что при 𝐴1 > 𝐴3 (сплюснутое тело) вариация 𝛿𝜃 монотонно
возрастает при 𝑏 < 0, ℎ > 0, а при 𝑏 > 0, ℎ > 0 — монотонно убывает. При 𝐴1 < 𝐴3

(вытянутое тело) вариация 𝛿𝜃 убывает при 𝑏 > 0, ℎ < 0.
Рассмотрим второй случай: 𝜃

∘
= 𝜋

2 + 𝛿𝜃, 𝛿𝜃 < 0. Имеем:

𝛿𝜃 = 𝛿𝜃0 exp

[︂
𝑏𝑡− ℎ

∫︁ 𝑡

0

𝐺2𝑑𝑡

]︂
. (12)

Из (12) следует, что при 𝐴1 > 𝐴3 вариация 𝛿𝜃 монотонно возрастает, так как
𝑏 > 0, ℎ > 0, а при 𝑏 < 0, ℎ > 0 – монотонно убывает. При 𝐴1 < 𝐴3 (вытянутое
тело) вариация 𝛿𝜃 монотонно убывает (𝑏 > 0, ℎ < 0).
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Рис. 3 Рис. 4

2. Численный расчет. Систему (6) можно численно проинтегрировать. Для
удобства приведем систему к безразмерному виду. Характерными параметрами
задачи будут 𝐺0 – кинетический момент спутника при 𝑡 = 0, Ω0 – величина
угловой скорости 𝜔 движения спутника относительно центра масс в начальный
момент времени.

Безразмерные величины определяются равенствами

𝑡 = Ω0𝑡, �̃� =
𝐺

𝐺0
, 𝐴𝑖 =

𝐴𝑖Ω0

𝐺0
, �̃�𝑖 =

𝐿𝑖
𝐺0Ω0

, 𝜀2𝑃 =
𝑃Ω2

0

𝐺0
, 𝜀2𝐼𝑖𝑖 =

𝐼𝑖𝑖
𝐺0

.

Таким образом, для безразмерных переменных получим систему вида:

𝑑�̃�

𝑑𝑡
= −𝜀2�̃�

[︃
sin2 𝜃

2𝐴1

(︁
𝐼11 + 𝐼22

)︁
+
𝐼33

𝐴3

cos2 𝜃

]︃
,

𝑑𝜃

𝑑𝑡
= 𝜀2

[︃
−𝐼11 + 𝐼22

2𝐴1

+
𝐼33

𝐴3

+
𝑃�̃�2

𝐴3
1𝐴3

(𝐴1 −𝐴3)

]︃
sin 𝜃 cos 𝜃,

𝑑𝛿

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝜆

𝑑𝑡
=

3𝜀2�̃� cos 𝛿

2�̃�
,

�̃� = (𝐴1 −𝐴3)(1−
3

2
sin2 𝜃).

(13)

При отсутствии влияния сопротивления были получены результаты, соответ-
ствующие исследованиям в [11]. Если в системе (13) положить 𝑃 = 0 (полость с
жидкостью отсутствует), то результат численного расчета полностью совпадает
с [13].

Интегрирование системы (13) проводится для медленного времени 𝜏 = 𝜀2𝑡
при начальных условиях: 𝐺(0) = 1, 𝛿(0) = 𝜋/4, 𝜆(0) = 𝜋/4 , 𝜃(0) = 𝜋/6 и значени-
ях главных центральных моментов инерции тела 𝐴1 > 𝐴3, 𝐴1 = 4,175, 𝐴3 = 1,67.

Было рассмотрено два расчетных случая для различных значений коэффи-
циентов сопротивления: 𝐼11 = 2,322, 𝐼22 = 1,31, 𝐼33 = 1,425 и 𝐼11 = 2,6, 𝐼22 = 3,0,
𝐼33 = 0,5.

В первом расчетном случае (рис. 3–5) при 𝐼11 = 2,322, 𝐼22 = 1,31, 𝐼33 = 1,425
величина в квадратных скобках второго уравнения системы (13) будет положи-
тельной. Графики построены для двух разных значений безразмерного коэффи-
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Рис. 5 Рис. 6

циента момента сил вязкой жидкости в полости тела: 𝑃 = 0,5, 𝑃 = 100, которые
на рисунках отмечены кривыми 1 и 2 соответственно.

Изменение величины вектора кинетического момента представлено на рис. 3.
Численный анализ показывает, что увеличение влияния момента сил вязкой жид-
кости в полости тела приводит к торможению тела с меньшим градиентом.

Изучим поведение угла нутации. Как видно из рис. 4, функция 𝜃 = 𝜃(𝑡) мо-
нотонно возрастает и угол 𝜃 стремится к предельному значению 𝜋

2 . При суще-
ственном влиянии момента сил вязкой жидкости в полости тела (рис. 4, кривая
2) процесс возрастания угла нутации происходит быстрее. Таким образом, можно
сделать вывод о том, что наличие в теле полости с вязкой жидкостью ускоряет
нутацию спутника. При этом поворот вектора кинетического момента вокруг оси
вертикали к плоскости орбиты замедляется (рис. 5, кривая 2).

На рис. 6–7 представлено изменение параметров во втором расчетном случае
при 𝐼11 = 2,6, 𝐼22 = 3,0, 𝐼33 = 0,5. В этом случае величина в квадратных скобках
второго уравнения системы (13) будет отрицательной. Поэтому на некотором
начальном участке, соответствующем достаточно большим значениям �̃� и при
значительном влиянии момента сил вязкой жидкости в полости, угол 𝜃 стремится
к 𝜋

3 (рис. 6, кривая 2).

Рис. 7

Однако с течением времени, когда �̃� становится достаточно малым, твердое
тело стремится к вращению вокруг оси 𝐴1.
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Функция 𝜃 = 𝜃(𝑡) начинает монотонно убывать при слабом влиянии момента
сил вязкой жидкости (рис. 6, кривая 1), тогда как функция 𝜆 монотонно воз-
растает (рис. 7, кривая 1). Это происходит из-за того, что во втором расчетном
случае выражение

(︀
1− 3

2 sin
2 𝜃
)︀

для функции 𝜆 остается положительным на всем
интервале времени. В первом расчетном случае угол 𝜃 увеличивается и проходит
критическое значение 𝜃* ≈ 0,96 рад, поэтому знак выражения �̃� в (11) меняется,
а следовательно, и функция 𝜆 монотонно убывает (рис. 5).

Заключение. Таким образом, аналитически и численно исследована зада-
ча о движение динамически симметричного спутника относительно центра масс
под действием совместного влияния гравитационного притяжения, линейного со-
противления и момента сил вязкой жидкости в полости тела. Установлены ос-
новные свойства вращений.
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