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ОБЩАЯ СХЕМА УСРЕДНЕНИЯ СИСТЕМ ДИСКРЕТНЫХ
УРАВНЕНИЙ С ПЕРЕМЕННЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

В ЗАДАЧАХ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ

Карпичева М. Л. Загальна схема усереднення систем дискретних рiвнянь
зi змiнним запiзненням в задачах оптимального керування. Розглядається за-
дача оптимального керування для систем дискретних рiвнянь, якi мiстять змiнне запi-
знення вiдносно стану та керування. Для розв’язування задачi використовується метод
усереднення. Доводиться, що за оптимальним керуванням усередненої задачi можна
побудувати асимптотично оптимальне керування початкової задачi.
Ключовi слова: метод усереднення, дискретне рiвняння, змiнне запiзнення, задача
оптимального керування.

Карпычева М. Л. Общая схема усреднения систем дискретных уравне-
ний с переменным запаздыванием в задачах оптимального управления. Рас-
сматривается задача оптимального управления для систем дискретных уравнений, со-
держащих переменное запаздывание относительно состояния и управления. Для реше-
ния задачи используется метод усреднения. Доказывается, что по оптимальному управ-
лению усредненной задачи можно построить асимптотически оптимальное управление
исходной задачи.
Ключевые слова: метод усреднения, дискретное уравнение, переменное запаздыва-
ние, задача оптимального управления.

Karpycheva M. L. The general schema of averaging of systems of discrete

equations with variable delay in the optimal control tasks. There is considered

the optimal control problem for systems of discrete equations with variable delay about the

state and control. The averaging method using to solve the problem. For the optimal control

of averaging problem we can construct the asymptotically optimal control of the original

problem, it is proved.

Key words: averaging method, discrete equation, variable delay, optimal control problem.

Введение. Применение численных методов для моделирования динамиче-
ских систем и анализа их свойств приводит к исследованию систем дискретных
уравнений. Если реакция динамической системы на управляющие воздействия
носит запаздывающий характер, то при построении математической модели необ-
ходимо ввести в рассмотрение переменное запаздывание относительно состояния
и управления.

Вопросы существования оптимального управления для систем дискретных
уравнений рассматривались в работах [1–3]. Различные схемы усреднения при-
менительно к системам дискретных уравнений стандартного вида и соответству-
ющих задач оптимального управления рассматривались в работах [4–6], приме-
нительно к системам с быстрыми и медленными переменными — в работах [7–8].
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Метод усреднения для систем дискретных уравнений с постоянным запаздыва-
нием и соответствующих задач оптимального управления обоснован в работах
[9–10], а с переменным запаздыванием для периодических систем — в работе
[11].

В данной работе метод усреднения применяется для решения систем дискрет-
ных уравнений с переменным запаздыванием по состоянию и управлению. Обос-
новывается модификация алгоритма построения асимптотически оптимального
управления исходной задачи, если известно оптимальное управление усреднен-
ной задачи.

Основные результаты. Рассмотрим систему дискретных уравнений для
управляемого движения, содержащую переменное запаздывание относительно
состояния и управления

𝑥𝑖+1 = 𝑥𝑖 + 𝜀 ·
[︀
𝑓
(︀
𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)

)︀
+𝐴

(︀
𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)

)︀
· 𝜙
(︀
𝑖, 𝑢𝑖, 𝑢𝑠𝑠(𝑖)

)︀]︀
, 𝑥0 = 𝑥0, (1)

где 𝑥𝑖 ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 – текущее 𝑛-мерное состояние системы из замкнутого мно-
жества 𝐷, индекс 𝑖 определяет текущий момент дискретного времени, причем
𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, где 𝑁 = 𝐸

(︀
𝐿𝜀−1

)︀
, 𝐿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝐸 (𝑐) – целая часть чис-

ла 𝑐, 𝜀 > 0 – малый параметр, 𝑓
(︀
𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)

)︀
– заданная 𝑛-мерная функция,

𝐴
(︀
𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)

)︀
– заданная 𝑛×𝑛1-матрица, 𝜙

(︀
𝑖, 𝑢𝑖, 𝑢𝑠(𝑖)

)︀
– заданная 𝑛1-мерная функ-

ция, 𝑢𝑖 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑐𝑜𝑚𝑝 (𝑅𝑟) – текущее 𝑟-мерное управление, выбираемое из компакт-
ного множества 𝑈 , заданная функция запаздывания 𝑠 (𝑖) ∈ 𝐼𝑠 = {0, 1, 2, ..., 𝑖}
определяет момент дискретного времени влияния переменного запаздывания на
текущее 𝑖-е состояние системы, очевидно, что 𝑠 (𝑖) 6 𝑖 для любого 𝑖 ∈ 𝐼, а за-
данная функция 𝑠𝑠 (𝑖) ∈ 𝐼𝑠 = {0, 1, 2, ..., 𝑖} определяет влияние переменного
запаздывания на управление системой, при этом 𝑠𝑠 (𝑖) 6 𝑖 для любого 𝑖 ∈ 𝐼.

Определение 1. Допустимыми управлениями дискретной задачи (1) на-
зовем функции 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} из компактного множества 𝑈 , для которых
найдется значение 𝜀0 > 0, не зависящее от 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼}, что для всех
𝜀 ∈ (0, 𝜀0] соответствующие решения 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} задачи управления (1)
определены и принадлежат замкнутому множеству 𝐷.

Для исследования задачи (1) применим метод усреднения. Предположим, что
для функций 𝑓

(︀
𝑖, 𝑥𝑖, 𝑥𝑠(𝑖)

)︀
и 𝜙

(︀
𝑖, 𝑢𝑖, 𝑢𝑠(𝑖)

)︀
существуют пределы

𝑓0
(︀
𝑤1, 𝑤2

)︀
= lim
ℎ→∞

1

ℎ

𝑞+ℎ−1∑︁
𝑗=𝑞

𝑓
(︀
𝑗, 𝑤1, 𝑤2

)︀
, (2)

𝑉 = lim
ℎ→∞

1

ℎ

𝑞+ℎ−1∑︁
𝑗=𝑞

𝜙 (𝑗, 𝑈, 𝑈) (3)

равномерно относительно целочисленного 𝑞 > 0 и 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝐷.
Сходимость в (2) и (3) означает, что найдется монотонно убывающая функ-

ция 𝜓 (ℎ) такая, что lim
ℎ→∞

𝜓 (ℎ) = 0, и для любого целочисленного 𝑞 > 0 будут
справедливы неравенства⃦⃦⃦⃦

⃦⃦𝑓0 (︀𝑤1, 𝑤2
)︀
− 1

ℎ

𝑞+ℎ−1∑︁
𝑗=𝑞

𝑓
(︀
𝑗, 𝑤1, 𝑤2

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 6 𝜓 (ℎ) , (4)
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𝛿

⎛⎝𝑉, 1

ℎ

𝑞+ℎ−1∑︁
𝑗=𝑞

𝜙 (𝑗, 𝑈, 𝑈)

⎞⎠ 6 𝜓 (ℎ) , (5)

где 𝛿 (𝐴,𝐵) – метрика Хаусдорфа для множеств 𝐴 и 𝐵.
По условию множество 𝑈 является компактным, поэтому построенное мно-

жество 𝑉 является выпуклым и компактным [2].
Задаче (1) с управлениями 𝑢 ∈ 𝑈 поставим в соответствие усредненную за-

дачу с управлениями 𝑣 ∈ 𝑉 , для ее построения выберем целочисленное значение
ℎ (𝜀), обладающее свойствами

lim
𝜀→0

ℎ (𝜀) = +∞, lim
𝜀→0

𝜀 · ℎ (𝜀) = 0. (6)

На множестве 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁} зафиксируем точки 𝑘ℎ, отстоящие друг от
друга на расстоянии ℎ (𝜀), при этом получим медленно меняющееся время

𝑘 ∈ 𝐼𝑘 = {0, 1, 2, ..., 𝑁𝑘} , 𝑁𝑘 = 𝐸

(︂
𝐿

𝜀ℎ

)︂
. (7)

На множестве значений 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 при условии существования пределов (2), (3)
построим усредненную задачу управления вида

𝜉𝑘+1 = 𝜉𝑘 + 𝜀ℎ ·
[︀
𝑓0
(︀
𝜉𝑘, 𝜉𝑚(𝑘)

)︀
+𝐴

(︀
𝜉𝑘, 𝜉𝑚(𝑘)

)︀
· 𝑣𝑘
]︀
, 𝜉0 = 𝑥0, (8)

где 𝜉𝑘 ∈ 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 – текущее состояние системы в медленном времени 𝑘 ∈ 𝐼𝑘, а
целочисленная функция

𝑚 (𝑘) = 𝐸

(︂
𝑠 (𝑘ℎ)

ℎ

)︂
(9)

определяет моменты времени влияния запаздывания на текущее состояние систе-
мы для усредненной задачи в медленном времени, причем 𝑚 (𝑘) 6 𝑘 для любого
𝑘 ∈ 𝐼𝑘, а это значит, что 𝑚 (𝑘) ∈ 𝐼𝑚 = {0, 1, 2, ..., 𝑘}, значения 𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 –
новое управление усредненной задачи (8).

Для синхронизации времени при получении оценки близости решения 𝑥 =
= {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} исходной задачи (1) и решения 𝜉 = {𝜉𝑘, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} усредненной задачи
(8) определим промежуточные значения для решения усредненной задачи при
помощи кусочно-линейной интерполяции по формуле

𝛾𝑖 = 𝜉𝑘 +
(𝑖− 𝑘ℎ) (𝜉𝑘+1 − 𝜉𝑘)

ℎ
, (10)

где 𝑖 ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ) – текущее дискретное время исходной задачи (1), находя-
щееся между соответствующими моментами дискретного времени 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 усред-
ненной задачи (8).

Установим соответствие между управлениями 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} задачи (1)
и управлениями 𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} усредненной задачи (8).

Из неравенства (5) следует, что для любого допустимого управления 𝑢 =
= {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} задачи (1) на промежутке 𝑖 ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1) · ℎ), 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 существует
ступенчатое среднее управление 𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} усредненной задачи (8),
определяемое соотношениями⃦⃦⃦⃦

⃦⃦𝑣𝑘 − 1

ℎ

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑖=𝑘ℎ

𝜙
(︀
𝑖, 𝑢𝑖, 𝑢𝑠𝑠(𝑖)

)︀ ⃦⃦⃦⃦⃦⃦ =
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= min
𝑣𝑘⊂𝑉

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑣𝑘 − 1

ℎ

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑖=𝑘ℎ

𝜙
(︀
𝑖, 𝑢𝑖, 𝑢𝑠𝑠(𝑖)

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 6 𝜓 (ℎ) . (11)

Аналогично, для любого допустимого управления 𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} усред-
ненной задачи (8) на промежутке 𝑖 ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1) · ℎ), 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 существует управле-
ние �̄� = {�̄�𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} задачи (1), определяемое из соотношений⃦⃦⃦⃦

⃦⃦𝑣𝑘 − 1

ℎ

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑖=𝑘ℎ

𝜙
(︀
𝑖, �̄�𝑖, �̄�𝑠𝑠(𝑖)

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ =

= min
𝑢𝑖⊂𝑈

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑣𝑘 − 1

ℎ

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑖=𝑘ℎ

𝜙
(︀
𝑖, 𝑢𝑖, 𝑢𝑠𝑠(𝑖)

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 6 𝜓 (ℎ) , (12)

управление �̄� = {�̄�𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} в (12) может определяться неоднозначно.
Докажем, что управление 𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘}, построенное по формулам (11),

можно взять в качестве асимптотического управления для усредненной задачи
(8), а управление �̄� = {�̄�𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼}, построенное по формулам (12), – в качестве
асимптотического управления для задачи (1).

Теорема 1. Пусть в области 𝑄 = {𝑖 ∈ 𝐼;𝑥𝑖 ∈ 𝐷;𝑢𝑖 ∈ 𝑈} для задач управле-
ния (1) и (8) выполнены следующие условия:

1) функции 𝑓
(︀
𝑖, 𝑤1, 𝑤2

)︀
, 𝐴

(︀
𝑤1, 𝑤2

)︀
, 𝜙
(︀
𝑖, 𝑤1, 𝑤2

)︀
равномерно ограничены кон-

стантой 𝑀 ;

2) функции 𝑓
(︀
𝑖, 𝑤1, 𝑤2

)︀
, 𝐴

(︀
𝑤1, 𝑤2

)︀
удовлетворяют условию Липшица по пе-

ременным 𝑤1, 𝑤2 с постоянной 𝜆;

3) равномерно относительно целочисленного значения 𝑞 > 0 и 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝐷
существуют пределы (2), (3);

4) функции 𝑠 (𝑖) и 𝑠𝑠 (𝑖) принимают целочисленные значения из множества
𝐼𝑠 = {0, 1, 2, ..., 𝑖} для любого 𝑖 ∈ 𝐼, функция 𝑠 (𝑖) удовлетворяет условию
Липшица с постоянной 𝜆𝑠;

5) для любого допустимого управления 𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} усредненной зада-
чи (8) соответствующее ему решение 𝜉 = {𝜉𝑘, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} , 𝜉0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷
вместе с 𝜌-окрестностью принадлежит области 𝐷.

Тогда для любого 𝜂 > 0 и 𝐿 > 0 существует такое 𝜀0 (𝜂, 𝐿) > 0, что для
любого 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] и любого 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁} , 𝑁 = 𝐸

(︀
𝐿𝜀−1

)︀
справедливы

следующие утверждения:

I) для любого допустимого управления 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} и соответствую-
щего решения 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} задачи (1) существует такое допустимое
управление 𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘}, построенное по схеме (11), и соответ-
ствующее решение 𝛾 = {𝛾𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} , 𝑥0 = 𝛾0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 усредненной
задачи (8), (10), что справедлива оценка

‖𝑥𝑖 − 𝛾𝑖‖ 6 𝜂; (13)
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II) для любого допустимого управления 𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} и соответству-
ющего решения 𝛾 = {𝛾𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} усредненной задачи (8), (10) существует
такое допустимое управление 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼}, построенное по схеме
(12), и соответствующее решение 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} , 𝛾0 = 𝑥0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷
задачи (1), что справедлива оценка (13).

Доказательство. Докажем первое утверждение теоремы. Пусть 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈,
𝑖 ∈ 𝐼} – допустимое управление задачи (1), 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} – соответствующее ему
решение. Пусть 𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} – управление усредненной задачи (8), постро-
енное по схеме (11), а 𝜉 = {𝜉𝑘, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} – соответствующее ему решение, удовлетво-
ряющее начальному условию 𝜉0 = 𝑥0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷, которое по условию теоремы
вместе со своей 𝜌-окрестностью лежит в области 𝐷. Значения 𝛾 = {𝛾𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}, по-
строенные по формулам (10), при 𝑖 ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ), 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 принадлежат отрезкам
𝛾𝑖 ∈ [𝜉𝑘; 𝜉𝑘+1), поэтому вместе со своей 𝜌-окрестностью также лежат в области 𝐷.

Выберем произвольное 𝜂 > 0 такое, что 𝜂 < 𝜌, и зафиксируем его. Оценим
разность между решениями задачи управления (1) и соответствующей усреднен-
ной задачи (8), (10) в произвольный момент дискретного времени 𝑖 ∈ 𝐼. При этом
найдется момент медленного времени 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 такой, что 𝑖 ∈ [𝑘𝑝, (𝑘 + 1) 𝑝− 1) и
будет выполняться неравенство

‖𝑥𝑖+1 − 𝛾𝑖+1‖ 6 ‖𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑘ℎ‖+ ‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+ ‖𝛾𝑘ℎ − 𝛾𝑖+1‖ . (14)

В неравенстве (14) оценим каждое слагаемое отдельно. Для первого слагае-
мого с учетом выполнения условия 1) теоремы получим

‖𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑘ℎ‖ 6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑖∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
+𝐴

(︀
𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
· 𝜙
(︀
𝑗, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑠𝑠(𝑗)

)︀]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 6
6 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) . (15)

Из уравнений усредненной задачи управления (8), (10) следует, что

𝛾𝑖+1 = 𝛾𝑘ℎ + 𝜀

𝑖∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓0
(︀
𝜉𝑘, 𝜉𝑚(𝑘)

)︀
+𝐴

(︀
𝜉𝑘, 𝜉𝑚(𝑘)

)︀
· 𝑣𝑘
]︀
,

откуда при выполнении условия 1) теоремы получим оценку для третьего слага-
емого в (14) в виде

‖𝛾𝑖+1 − 𝛾𝑘ℎ‖ 6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 𝑖∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓0
(︀
𝜉𝑘, 𝜉𝑚(𝑘)

)︀
+𝐴

(︀
𝜉𝑘, 𝜉𝑚(𝑘)

)︀
· 𝑣𝑘
]︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 6

6 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) . (16)

В (14) осталось оценить второе слагаемое. Учитывая, что 𝛾𝑘ℎ = 𝜉𝑘, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ =
= 𝜉𝑚(𝑘) для всех 𝑘 ∈ 𝐼𝑘, соответствующие задачи управления (1) и (8), (10)
представим в виде

𝑥(𝑘+1)ℎ = 𝑥𝑘ℎ + 𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
+𝐴

(︀
𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
· 𝜙
(︀
𝑗, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑠𝑠(𝑗)

)︀]︀
,
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𝛾(𝑘+1)ℎ = 𝛾𝑘ℎ + 𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

[︀
𝑓0
(︀
𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀
+𝐴

(︀
𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀
· 𝑣𝑘
]︀
.

Рассмотрим соответствующую разность⃦⃦
𝑥(𝑘+1)ℎ − 𝛾(𝑘+1)ℎ

⃦⃦
6 ‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+

+𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓

(︀
𝑗, 𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀⃦⃦
+

+𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

𝑓
(︀
𝑗, 𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀
− ℎ · 𝑓0

(︀
𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦+
+𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
· 𝜙
(︀
𝑗, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑠𝑠(𝑗)

)︀
−𝐴

(︀
𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀
· 𝜙
(︀
𝑗, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑠𝑠(𝑗)

)︀⃦⃦
+

+𝜀
⃦⃦
𝐴
(︀
𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀⃦⃦
·

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

𝜙
(︀
𝑗, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑠𝑠(𝑗)

)︀
− ℎ · 𝑣𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ . (17)

В неравенстве (17) оценим последовательно каждое слагаемое. При выполне-
нии условий 1), 2) теоремы для второго слагаемого получим

𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓

(︀
𝑗, 𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀⃦⃦
6

6 𝜀
(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓

(︀
𝑗, 𝑥𝑘ℎ, 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑘ℎ, 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

)︀
− 𝑓

(︀
𝑗, 𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀⃦⃦
6

6 𝜀𝜆
(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑗 − 𝑥𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑗) − 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
+

+𝜀𝜆

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

⃦⃦)︀
.

При выполнении условия 4) теоремы оценим отдельно выражение⃦⃦
𝑥𝑠(𝑗) − 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦
6

6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
min(𝑠(𝑗),𝑠(𝑘ℎ))6𝑡<max(𝑠(𝑗),𝑠(𝑘ℎ))

(︀
𝑓
(︀
𝑡, 𝑥𝑡, 𝑥𝑠(𝑡)

)︀
+𝐴

(︀
𝑥𝑡, 𝑥𝑠(𝑡)

)︀
𝜙
(︀
𝑡, 𝑢𝑡, 𝑢𝑠𝑠(𝑡)

)︀)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 6
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6 𝜀𝑀 (1 +𝑀) · ‖𝑠 (𝑗)− 𝑠 (𝑘ℎ)‖ =

= 𝜀𝜆𝑠𝑀 (1 +𝑀) · ‖𝑗 − 𝑘ℎ‖ 6 𝜀ℎ𝜆𝑠𝑀 (1 +𝑀) . (18)

С учетом (15) для второго слагаемого в (17) получим

𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝑓
(︀
𝑗, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
− 𝑓

(︀
𝑗, 𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀⃦⃦
6

6 𝜀𝜆ℎ · 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) · (1 + 𝜆𝑠)+

+𝜀𝜆ℎ ·
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

⃦⃦)︀
.

При выполнении условия 3) теоремы следует существование функции 𝜓 (ℎ)
такой, что справедливо неравенство (4). Поэтому для третьего слагаемого в (17)
получим оценку

𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

𝑓
(︀
𝑗, 𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀
− ℎ · 𝑓0

(︀
𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 6 𝜀ℎ𝜓 (ℎ) .

При выполнении условий 1), 2) теоремы, полученных оценок (15), (18) для
четвертого слагаемого в (17) справедливо

𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝐴
(︀
𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
· 𝜙
(︀
𝑗, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑠𝑠(𝑗)

)︀
−𝐴

(︀
𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀
· 𝜙
(︀
𝑗, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑠𝑠(𝑗)

)︀⃦⃦
6

6 𝜀
(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝜙
(︀
𝑗, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑠𝑠(𝑗)

)︀⃦⃦
·
⃦⃦
𝐴
(︀
𝑥𝑗 , 𝑥𝑠(𝑗)

)︀
−𝐴

(︀
𝑥𝑘ℎ, 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

)︀⃦⃦
+

+𝜀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

⃦⃦
𝜙
(︀
𝑗, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑠𝑠(𝑗)

)︀⃦⃦
·
⃦⃦
𝐴
(︀
𝑥𝑘ℎ, 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

)︀
−𝐴

(︀
𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀⃦⃦
6

6 𝜀𝜆𝑀
(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑗 − 𝑥𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑗) − 𝑥𝑠(𝑘ℎ)

⃦⃦)︀
+

+𝜀𝜆𝑀

(𝑘+1)ℎ−1∑︁
𝑗=𝑘ℎ

(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

⃦⃦)︀
6

6 𝜀ℎ𝜆𝑀 · 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) · (1 + 𝜆𝑠)+

+𝜀ℎ𝜆𝑀 ·
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

⃦⃦)︀
.

При выполнении условия 3) теоремы следует существование функции 𝜓 (ℎ)
такой, что справедливо неравенство (11). Поэтому для пятого слагаемого в (17)
получим оценку

𝜀
⃦⃦
𝐴
(︀
𝛾𝑘ℎ, 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

)︀⃦⃦
·

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦(𝑘+1)ℎ−1∑︁

𝑗=𝑘ℎ

𝜙
(︀
𝑗, 𝑢𝑗 , 𝑢𝑠𝑠(𝑗)

)︀
− ℎ · 𝑣𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 6 𝜀ℎ𝑀𝜓 (ℎ) .
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Неравенство (17) примет вид⃦⃦
𝑥(𝑘+1)ℎ − 𝛾(𝑘+1)ℎ

⃦⃦
6 ‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+

+𝜀ℎ𝜆 · 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) · (1 + 𝜆𝑠) + 𝜀ℎ𝜆 ·
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

⃦⃦)︀
+

+𝜀ℎ𝜆𝑀 · 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) · (1 + 𝜆𝑠) + 𝜀ℎ𝜆𝑀 ·
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

⃦⃦)︀
+

+𝜀ℎ𝜓 (ℎ) + 𝜀ℎ𝑀𝜓 (ℎ) 6

6 ‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+ 𝜀ℎ𝜆 · 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀)
2 · (1 + 𝜆𝑠)+

+𝜀ℎ𝜆 (1 +𝑀) ·
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑥𝑚(𝑘)ℎ

⃦⃦
+
⃦⃦
𝑥𝑚(𝑘)ℎ − 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

⃦⃦)︀
+

+𝜀ℎ (1 +𝑀)𝜓 (ℎ) .

В полученном неравенстве оценим отдельно выражение⃦⃦
𝑥𝑠(𝑘ℎ) − 𝑥𝑚(𝑘)ℎ

⃦⃦
6

6 𝜀

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
min(𝑠(𝑘ℎ),𝑚(𝑘)ℎ)6𝑡<max(𝑠(𝑘ℎ),𝑚(𝑘)ℎ)

(︀
𝑓
(︀
𝑡, 𝑥𝑡, 𝑥𝑠(𝑡)

)︀
+𝐴

(︀
𝑥𝑡, 𝑥𝑠(𝑡)

)︀
𝜙
(︀
𝑡, 𝑢𝑡, 𝑢𝑠𝑠(𝑡)

)︀)︀⃦⃦⃦⃦⃦⃦ 6
6 𝜀𝑀 (1 +𝑀) ‖𝑠 (𝑘ℎ)−𝑚 (𝑘)ℎ‖ =

= 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀)

⃦⃦⃦⃦
𝑠 (𝑘ℎ)

ℎ
− 𝐸

(︂
𝑠 (𝑘ℎ)

ℎ

)︂⃦⃦⃦⃦
6 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) .

Окончательно для неравенства (17) получим⃦⃦
𝑥(𝑘+1)ℎ − 𝛾(𝑘+1)ℎ

⃦⃦
6 ‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+

+𝜀ℎ𝜆 · 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀)
2 · (1 + 𝜆𝑠)+

+𝜀ℎ𝜆 (1 +𝑀) ·
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+ 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) +

⃦⃦
𝑥𝑚(𝑘)ℎ − 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

⃦⃦)︀
+

+𝜀ℎ (1 +𝑀)𝜓 (ℎ) 6

6 ‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+ 𝜀ℎ𝜆 · 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀)
2 · (2 + 𝜆𝑠)+

+𝜀ℎ𝜆 (1 +𝑀) ·
(︀
‖𝑥𝑘ℎ − 𝛾𝑘ℎ‖+

⃦⃦
𝑥𝑚(𝑘)ℎ − 𝛾𝑚(𝑘)ℎ

⃦⃦)︀
+

+𝜀ℎ (1 +𝑀)𝜓 (ℎ) . (19)

Введем обозначение
𝜎𝑘 = max

06𝑗6𝑘ℎ
‖𝑥𝑗 − 𝛾𝑗‖ , (20)

тогда соотношение (19) преобразуется к виду⃦⃦
𝑥(𝑘+1)ℎ − 𝛾(𝑘+1)ℎ

⃦⃦
6

6 (1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 +𝑀)) · 𝜎𝑘 + 𝜀ℎ𝜆 · 𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀)
2 · (2 + 𝜆𝑠) + 𝜀ℎ (1 +𝑀)𝜓 (ℎ) ,

которое выполняется для любого 𝑘 ∈ {0, 1, ..., 𝑁𝑘 − 1}, поэтому

𝜎𝑁𝑘
6 (1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 +𝑀)) · 𝜎𝑁𝑘−1+
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+𝜀ℎ (1 +𝑀) · [𝜀ℎ · 𝜆𝑀 (1 +𝑀) · (2 + 𝜆𝑠) + 𝜓 (ℎ)] . (21)

Обозначим в неравенстве (21) следующие выражения:

𝑎 = (1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 +𝑀)) ,

𝑏 = 𝜀ℎ (1 +𝑀) · [𝜀ℎ · 𝜆𝑀 (1 +𝑀) · (2 + 𝜆𝑠) + 𝜓 (ℎ)] , (22)

тогда неравенство (21) примет вид

𝜎𝑁𝑘
6 𝑎 · 𝜎𝑁𝑘−1 + 𝑏 6

6 𝑎 · (𝑎 · 𝜎𝑁𝑘−2 + 𝑏) + 𝑏 = 𝑎2 · 𝜎𝑁𝑘−2 + 𝑏 · (𝑎+ 1) 6

6 𝑎2 · (𝑎 · 𝜎𝑁𝑘−3 + 𝑏) + 𝑏 · (𝑎+ 1) = 𝑎3 · 𝜎𝑁𝑘−3 + 𝑏 ·
(︀
𝑎2 + 𝑎+ 1

)︀
6

6 ... 6 𝑎𝑁𝑘 · 𝜎0 + 𝑏 ·
(︀
𝑎𝑁𝑘−1 + ...+ 𝑎2 + 𝑎+ 1

)︀
6

6 𝑎𝑁𝑘 · 𝜎0 + 𝑏 · 𝑎
𝑁𝑘−1 − 1

𝑎− 1
,

откуда, учитывая, что 𝜎0 = ‖𝑥0 − 𝛾0‖ = 0, и в соответствии с введенными обо-
значениями (20) и (22), получим

𝜎𝑁𝑘
6 𝜀ℎ (1 +𝑀) · [𝜀ℎ · 𝜆𝑀 (1 +𝑀) · (2 + 𝜆𝑠) + 𝜓 (ℎ)]×

× (1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 +𝑀))
𝑁𝑘−1 − 1

(1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 +𝑀))− 1
6

6

[︂
𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) (1 + 0.5𝜆𝑠) +

𝜓 (ℎ)

2𝜆

]︂
·
[︁
(1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 +𝑀))

𝑁𝑘−1 − 1
]︁
.

Последний множитель в полученном неравенстве содержит степень, в основа-
нии которой величина 2𝜀ℎ𝜆 (1 +𝑀) → 0, а показатель степени 𝑁𝑘 = 𝐸 (𝐿/𝜀ℎ) →
∞ при 𝜀→ 0, поэтому

𝜎𝑁𝑘
6

[︂
𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) (1 + 0.5𝜆𝑠) +

𝜓 (ℎ)

2𝜆

]︂
×

×

[︃[︂
(1 + 2𝜀ℎ𝜆 (1 +𝑀))

1
2𝜀ℎ𝜆(1+𝑀)

]︂2𝜀ℎ𝜆(1+𝑀)(𝑁𝑘−1)

− 1

]︃
∼

∼
[︂
𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) (1 + 0.5𝜆𝑠) +

𝜓 (ℎ)

2𝜆

]︂(︁
𝑒2𝜆𝐿(1+𝑀) − 1

)︁
. (23)

Из неравенства (14) с учетом полученных оценок (15), (16), (23) для всех
𝑖 ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ), 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 будет выполняться неравенство

‖𝑥𝑖+1 − 𝛾𝑖+1‖ 6

6 2𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) +

[︂
𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) (1 + 0.5𝜆𝑠) +

𝜓 (ℎ)

2𝜆

]︂(︁
𝑒2𝜆𝐿(1+𝑀) − 1

)︁
,
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в котором, учитывая свойства (6) и поведение функции lim
ℎ→∞

𝜓 (ℎ) = 0, получим

lim
𝜀→0

(︂
2𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) +

[︂
𝜀ℎ𝑀 (1 +𝑀) (1 + 0.5𝜆𝑠) +

𝜓 (ℎ)

2𝜆

]︂(︁
𝑒2𝜆𝐿(1+𝑀) − 1

)︁)︂
= 0,

откуда следует, что для произвольно выбранных 0 < 𝜂 < 𝜌 и 𝐿 > 0 найдется
такое 𝜀0 (𝜂, 𝐿) > 0, что для всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] и 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = 𝐸

(︀
𝐿𝜀−1

)︀
выполняется неравенство

‖𝑥𝑖+1 − 𝛾𝑖+1‖ 6 𝜂 < 𝜌.

Полученная оценка ‖𝑥𝑖+1 − 𝛾𝑖+1‖ < 𝜌 означает, что для любого допустимого
управления 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} и соответствующего решения 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} за-
дачи (1) существует управление 𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘}, построенное по схеме (11),
и соответствующее решение 𝛾 = {𝛾𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}, 𝑥0 = 𝛾0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 усред-
ненной задачи (8), (10), которое находится в 𝜌-окрестности решения задачи (1)
и не выходит на границу области 𝐷. Следовательно, построенное управление
𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} усредненной задачи является допустимым и справедлива
оценка (13) теоремы. Первая часть теоремы доказана.

Докажем второе утверждение теоремы. Пусть 𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} – допу-
стимое управление усредненной задачи (8), а 𝜉 = {𝜉𝑘, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} – соответствующее
ему решение, которое по условию теоремы вместе со своей 𝜌-окрестностью ле-
жит в области 𝐷. Значения 𝛾 = {𝛾𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}, построенные по формулам (10), при
𝑖 ∈ [𝑘ℎ, (𝑘 + 1)ℎ), 𝑘 ∈ 𝐼𝑘 принадлежат отрезкам 𝛾𝑖 ∈ [𝜉𝑘; 𝜉𝑘+1), поэтому вместе со
своей 𝜌-окрестностью также лежат в области𝐷. Пусть 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} – управ-
ление задачи (1), построенное по схеме (12), а 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} – соответствующее
ему решение, удовлетворяющее начальному условию 𝛾0 = 𝑥0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷.

Оценка разности для решений задачи (1) и усредненной задачи (8), (10), соот-
ветствующих указанным управлениям, проводится так же, как и в первой части
доказательства. Полученный результат ‖𝑥𝑖+1 − 𝛾𝑖+1‖ < 𝜌 для любого 𝑖 ∈ 𝐼 =
= {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = 𝐸

(︀
𝐿𝜀−1

)︀
означает, что решение 𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} задачи (1)

находится в 𝜌-окрестности решения 𝛾 = {𝛾𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼} усредненной задачи (8), (10)
и не выходит на границу области 𝐷 ни для какого момента дискретного времени
𝑖 ∈ 𝐼. Значит, построенное по схеме (12) управление 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} является
допустимым и справедлива оценка (13) теоремы.

Теорема доказана.
Рассмотрим задачу оптимального управления, которая описывается системой

дискретных уравнений (1) с переменным запаздыванием относительно состояния
и управления и терминальным критерием качества

𝐽 (𝑢) = Φ (𝑥𝑁 ) → min
𝑢⊂𝑈

. (24)

Определение 2. Оптимальным управлением задачи (1), (24) назовем та-
кое допустимое управление 𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼}, на котором критерий качества
(24) принимает минимальное значение 𝐽* = 𝐽 (𝑢*).

Для задачи оптимального управления (1), (24) рассмотрим соответствующую
усредненную задачу оптимального управления, которая на множестве значений
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𝑘 ∈ 𝐼𝑘 = {0, 1, 2, ..., 𝑁𝑘} описывается системой дискретных уравнений с перемен-
ным запаздыванием (8), (10) и терминальным критерием качества

𝐽0 (𝑣) = Φ (𝛾𝑁 ) → min
𝑣⊂𝑉

. (25)

Через 𝑣* = {𝑣*𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} обозначим оптимальное управление задачи (8),
(10), (25), на котором критерий качества (25) принимает минимальное значение
𝐽*
0 = 𝐽0 (𝑣

*).
Установим соотношение между оптимальным решением задачи (1), (24) и

оптимальным решением усредненной задачи (8), (10), (25).

Теорема 2. Пусть в области 𝑄 = { 𝑖 ∈ 𝐼;𝑥𝑖 ∈ 𝐷;𝑢𝑖 ∈ 𝑈} для задач опти-
мального управления (1), (24) и (8), (10), (25) выполнены условия теоремы 1,
кроме того:

6) Φ (𝑥) удовлетворяет условию Липшица с постоянной 𝜆 > 0.

Тогда оптимальное решение усредненной задачи (8), (10), (25) является
асимптотически оптимальным решением задачи (1), (24), то есть для лю-
бых 𝜂 > 0 и 𝐿 > 0 существует такое 𝜀0 (𝜂, 𝐿) > 0, что для всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] и
любого 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁} , 𝑁 = 𝐸

(︀
𝐿𝜀−1

)︀
справедливы оценки

|𝐽* − 𝐽*
0 | 6 𝜂, 𝐽 (�̄�)− 𝐽* 6 𝜂, (26)

где 𝐽* и 𝐽*
0 – оптимальные значения критериев качества задачи (1), (24) и

усредненной задачи (8), (10), (25) соответственно, 𝐽 (�̄�) – значение критерия
качества задачи (1), (24) на управлении �̄� = {�̄�𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} из соотношения (12).

Доказательство. Из постановки задачи следует, что множество допусти-
мых управлений 𝑈 системы (1) является непустым компактным множеством,
а множество соответствующих решений 𝐷 системы (1) является замкнутым.
При выполнении условия 1) теоремы следует, что множество 𝐷 является огра-
ниченным, а значит, компактным. Известно [2], что при выполнении условий
1), 2) теоремы для дискретной задачи вида (1), (24) всегда существует опти-
мальное управление 𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} и соответствующая ему оптимальная
траектория 𝑥* = {𝑥*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} для любого начального состояния, при этом кри-
терий качества (24) на оптимальном управлении принимает конечное значение
𝐽* = 𝐽 (𝑢*) = min

𝑢∈𝑈
𝐽 (𝑢). Аналогично, для усредненной дискретной задачи (8),

(10), (25) существует оптимальное управление 𝑣* = {𝑣*𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} и соответ-
ствующая оптимальная траектория 𝜉* = {𝜉*𝑘, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘}, промежуточные значения
𝛾* = {𝛾*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼}, построенные по формулам (10), и конечное значение критерия
качества 𝐽*

0 = 𝐽0 (𝑣
*) = min

𝑣∈𝑉
𝐽0 (𝑣).

Выполнение условий теоремы для любого допустимого управления 𝑢 = {𝑢𝑖 ∈
𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} задачи (1) означает, что условия теоремы выполняются и для опти-
мального управления 𝑢* = {𝑢*𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼} с соответствующей траекторией 𝑥* =
= {𝑥*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} задачи (1), (24).

Следовательно, для произвольно выбранных 𝜂0 > 0 и 𝐿 > 0 найдется такое
𝜀0 (𝜂, 𝐿) > 0, что для всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] и 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, ..., 𝑁}, 𝑁 = 𝐸

(︀
𝐿𝜀−1

)︀
су-

ществует допустимое управление 𝑣 = {𝑣𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘}, построенное по схеме (11),
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и соответствующее решение 𝛾 = {𝛾𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}, 𝑥*0 = 𝛾0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 усредненной
задачи (8), (10), что будет справедлива оценка

‖𝑥*𝑖 − 𝛾𝑖 ‖ 6 𝜂0.

Неравенство выполняется для любого 𝑖 ∈ 𝐼, значит, и для 𝑖 = 𝑁 , поэтому при
выполнении условия 6) теоремы получим⃒⃒

𝐽* − 𝐽0
⃒⃒
= | 𝐽 (𝑢*)− 𝐽0 (𝑣)| =

= | (𝑥*𝑁 )− (𝛾𝑁 )| 6 𝜆 · ‖𝑥*𝑁 − 𝛾𝑁‖ 6 𝜆𝜂0 = 𝜂. (27)

Аналогично, для оптимального управления 𝑣* = {𝑣*𝑘 ∈ 𝑉, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} и соответ-
ствующей траектории 𝜉* = {𝜉*𝑘, 𝑘 ∈ 𝐼𝑘} с промежуточными значениями 𝛾* =
= {𝛾*𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼} усредненной задачи (8), (25) существует допустимое управление
�̄� = {�̄�𝑖 ∈ 𝑈, 𝑖 ∈ 𝐼}, построенное по схеме (12), и соответствующее решение �̄� =
= {�̄�𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼}, 𝛾*0 = �̄�0 = 𝑥0 ∈ 𝐷′ ⊂ 𝐷 задачи (1), что будут справедливы оценки

‖𝛾*𝑖 − �̄�𝑖‖ 6 𝜂0,

|𝐽0 (𝑣*)− 𝐽 (�̄�)| = | (𝛾*𝑁 )− (�̄�𝑁 )−| 6 𝜆 · ‖𝛾*𝑁 − �̄�𝑁−‖ 6 𝜆𝜂0 = 𝜂. (28)

На оптимальном управлении критерий качества принимает минимальное зна-
чение, поэтому для любого другого допустимого управления справедливо

𝐽 (�̄�) > 𝐽 (𝑢*) , 𝐽0 (𝑣) > 𝐽0 (𝑣
*) . (29)

Для оптимальных значений критериев качества задачи (1), (24) и усреднен-
ной задачи (8), (10), (25) может выполняться одно из двух неравенств

𝐽 (𝑢*) > 𝐽0 (𝑣
*) или 𝐽 (𝑢*) < 𝐽0 (𝑣

*) .

В первом случае из (29), (28) следует

𝐽 (�̄�) > 𝐽 (𝑢*) > 𝐽0 (𝑣
*) > 𝐽 (�̄�)− 𝜂,

откуда
|𝐽 (𝑢*)− 𝐽0 (𝑣

*)| 6 𝜂.

Во втором случае из (29), (27) следует

𝐽0 (𝑣) > 𝐽0 (𝑣
*) > 𝐽 (𝑢*) > 𝐽0 (𝑣)− 𝜂,

откуда
|𝐽0 (𝑣*)− 𝐽 (𝑢*)| 6 𝜂.

Следовательно, в обоих случаях справедливо первое неравенство в (26), из
которого с учетом неравенства (28) следует второе неравенство в (26). Теорема
доказана.

Заключение. Из доказанной теоремы 1 следует, что для любого допу-
стимого управления исходной задачи, содержащей запаздывание по состоянию
и управлению, можно построить допустимое управление усредненной задачи в
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медленном времени такое, что соответствующие траектории исходной и усред-
ненной задач будут близки на асимптотически большом промежутке времени.
Справедливо и обратное. Для любого допустимого управления усредненной за-
дачи в медленном времени можно построить допустимое управление исходной
задачи с учетом запаздывания по управлению, а соответствующие траектории
будут близки.

Из доказанной теоремы 2 следует, что для оптимального управления усред-
ненной задачи в медленном времени по приведенному алгоритму можно постро-
ить асимптотически оптимальное управление исходной задачи с учетом влияния
переменного запаздывания на состояние и управление.

Интересными могут быть результаты практического применения метода усред-
нения для нахождения оптимального управления в системах дискретных урав-
нений с переменным запаздыванием.
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