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О ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОМ ПОЛИНОМЕ ПРОИЗВЕДЕНИЙ
МАТРИЦ ФРОБЕНИУСА

Хамiтова А. Д. Про характеристичний полiном добутка матриць Фробе-
нiуса. Отримана формула для обчислення характеристичних полiномiв добутка ма-
триц Фробенiуса. Показана можливiсть застосування цiєї формули в задачах управлiння
нелiнiйними дискретними системами.
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Хамитова А. Д. О характеристическом полиноме произведений матриц
Фробениуса. Получена формула для вычисления характеристического полинома про-
изведений матриц Фробениуса. Показана возможность использования этой формулы в
задачах управления нелинейными дискретными системами.
Ключевые слова: характеристический полином, матрица Фробениуса.

Khamitova A. D. About the characteristic polynomial of product Frobenius’

matrix. The formula for calculating characteristic polynomials of product Frobenius’ ma-

trix was obtained. The opportunity of using this formula by the tasks of control of nonlinear

discret systems was shown.

Key words: characteristic polynomial, Frobenius’ matrix.

Введение. Один из методов стабилизации периодических орбит дискрет-
ных динамических систем связан с построением запаздывающей обратной связи
(DFC–delayed feedback control). Возможная схема такого управления использу-
ет разность между текущим и предшествующим за период состояниями и была
предложена К. Пирагасом [6]. Одно из преимуществ этой схемы состоит в исчез-
новении управления на периодических орбитах. DFC–механизм имеет множество
разнообразных приложений, начиная от модулирования лазерных индексов и за-
канчивая подавлением патологических ритмов высшей нервной системы челове-
ка [2, 7].

В работе [3] была рассмотрена одномерная дискретная система

𝑧(𝑛+ 1) = 𝑓(𝑧(𝑛)) + 𝑢(𝑛) ,

где 𝑛 ∈ Z+ и 𝑓 : 𝒜 → 𝒜, a 𝒜 — замкнутое подмножество C.
Пусть 𝑓 имеет T-периодическую орбиту Σ𝑇 = {𝜂1, . . . , 𝜂𝑇 }, где все 𝜂𝑗 различ-

ны и 𝜂𝑗+1 = 𝑓(𝜂𝑗 mod 𝑇 ). При этом DFC–управление задано формулой

𝑢(𝑛) = (𝑎1 − 1)𝑓(𝑧(𝑛)) + 𝑎2𝑓(𝑧(𝑛− 𝑇 )) + · · ·+ 𝑎𝑁𝑓(𝑧(𝑛− (𝑁 − 1)𝑇 )) ,

причем 𝑎1 + · · · + 𝑎𝑁 = 1. Фактически мы усредняем правую часть, используя
предысторию состояний.

c○Хамитова А. Д., 2015
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Для исследования локальной устойчивости цикла Σ𝑇 в [3] рассматривалась
итерация порядка 𝑇 отображения 𝐺

𝐺(𝜉1, . . . , 𝜉𝑇 (𝑁−1)+1) = (𝜉2, 𝜉3, . . . , 𝜉𝑇 (𝑁−1)+1,

𝑎1𝑓(𝜉𝑇 (𝑁−1)+1) + 𝑎2𝑓(𝜉𝑇 (𝑁−2)+1) + · · ·+ 𝑎𝑁𝑓(𝜉1)).

Если обозначить эту T-итерацию через 𝐹 = 𝐺𝑇 , то локальная устойчивость цик-
ла определяется собственными значениями матрицы Якоби отображения 𝐹 в
точке (𝜂1, . . . , 𝜂𝑇 (𝑁−1)+1), где 𝜂1, . . . , 𝜂𝑇 определяют цикл, а 𝜂𝑗 = 𝜂𝑗 mod 𝑇 . За-
метим, что корни характеристического полинома независимы от циклической
перестановки точек цикла.

Далее, в [3] было показано, что якобиан отображения F имеет удивительно
простую форму

𝑝(𝜆) = 𝜆(𝑁−1)𝑇+1 − 𝜇(𝑞(𝜆))𝑇 , (1)

где 𝜇 = 𝜇1 · · ·𝜇𝑇 и 𝜇𝑗 = 𝑓 ′(𝜂𝑗). Кроме того,

𝑞(𝜆) = 𝑎1𝜆
𝑁−1 + · · ·+ 𝑎𝑁−1𝜆+ 𝑎𝑁 .

Вывод этой формулы, по существу, основан на выводе характеристического
уравнения произведений матриц Фробениуса 𝐴𝑇 · · ·𝐴1 размера (𝑁 − 1)𝑇 + 1×
×(𝑁 − 1)𝑇 + 1, где

𝐴𝑇−𝑗+1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1

𝑎𝑁𝜇𝑗 0 ... 𝑎1𝜇𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑗 = 1, ... , 𝑇.

Основные результаты
1. Постановка задачи. Удивительная форма характеристического полино-

ма (1) обусловлена разреженностью матриц Фробениуса, входящих в произведе-
ние, определяющее матрицу Якоби.

Возникает естественный вопрос — в каких еще случаях произведение мат-
риц Фробениуса имеет характеристический полином относительно простого вида.
Чтобы ответить на этот вопрос, предварительно рассмотрим задачу, приводящую
к вычислению характеристического полинома произведения матриц Фробеиуса
произвольного вида. Отметим, что вопрос о свойствах произведения матриц Фро-
бениуса является актуальным и изучался, например, в [1, 4, 5].

Итак, рассмотрим динамическую систему с запаздыванием

𝑧(𝑛+ 1) = 𝑔(𝑧(𝑛), ..., 𝑧(𝑛−𝑚)) , (2)

где 𝑚 ≥ 1 это глубина запаздывания, а 𝑔 : 𝒜 × ... × 𝒜 → 𝐴, где (𝒜 × ... ×
𝒜) ∈ C𝑚+1. Предположим, что уравнение (2) имеет T-периодическое решение
Σ𝑇 = {𝜂1, . . . , 𝜂𝑇 }, где все 𝜂𝑗 различны и 𝜂𝑗+1 = 𝑓(𝜂𝑗 mod 𝑇 ).

Теперь, аналогично (1), рассматриваем отображение

𝐺(𝜉1, . . . , 𝜉𝑚+1) = (𝜉2, 𝜉3, . . . , 𝜉𝑚+1, 𝑔(𝜉𝑚+1, ..., 𝜉1))
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и T-кратную итерацию 𝐺 с самим собой 𝐹 = 𝐺𝑇 .
Матрица Якоби отображения 𝐹 высчитывается по правилу дифференциро-

вания сложной функции и равна 𝐴𝑇 · · ·𝐴1, где 𝐴𝑗 = 𝐺′(𝑦𝑗) и
𝑦𝑗 = (𝜂𝑗 mod 𝑇 , 𝜂𝑗+1 mod 𝑇 , ..., 𝜂𝑗+𝑇 mod 𝑇 ). Если обозначить 𝜕𝑔

𝜕𝜉𝑘
(𝑦𝑗) = 𝑎

(𝑗)
𝑚+2−𝑘,

𝑗 = 1, ..., 𝑇 ; 𝑘 = 1, ...,𝑚+ 1, то матрица 𝐺′(𝑦𝑗) имеет вид⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

𝑎
(𝑗)
𝑚+1 𝑎

(𝑗)
𝑚 𝑎

(𝑗)
𝑚−1 ... 𝑎

(𝑗)
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Требуется найти характеристический полином матрицы Якоби det(𝜆𝐸−𝐴𝑇 · · ·𝐴1),
где

𝐸 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 ... 0
0 1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1

⎞⎟⎟⎠
обозначает единичную матрицу.

2. Основной результат.

Теорема 1. Пусть для 𝑗 = 1, ..., 𝑇

𝐴𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1

𝑎
(𝑗)
𝑚+1 𝑎

(𝑗)
𝑚 𝑎

(𝑗)
𝑚−1 ... 𝑎

(𝑗)
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
матрица Фробениуса размерности (𝑚+ 1)× (𝑚+ 1). И пусть

𝑓𝑗(𝜆) = 𝜆𝑚+1 − 𝑎
(𝑗)
1 𝜆𝑚 − ...− 𝑎

(𝑗)
𝑚+1

характеристические полиномы матриц 𝐴𝑗 .
Тогда характеристический полином произведения матриц Фробениуса мож-

но найти по формуле

det(𝜆𝐸 −𝐴𝑇 · · ·𝐴1) = (−1)(𝑇−1)(𝑚−1) det𝑄, (3)

где

𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝
(1)
1 (𝜆) 𝑝

(1)
2 (𝜆) ... 𝑝

(1)
𝑇 (𝜆)

𝜆𝑝
(2)
𝑇 (𝜆) 𝑝

(2)
1 (𝜆) ... 𝑝

(2)
𝑇−1(𝜆)

𝜆𝑝
(3)
𝑇−1(𝜆) 𝜆𝑝

(3)
𝑇 (𝜆) ... 𝑝

(3)
𝑇−2(𝜆)

... ... ... ...

𝜆𝑝
(𝑇 )
2 (𝜆) 𝜆𝑝

(𝑇 )
3 (𝜆) ... 𝑝

(𝑇 )
1 (𝜆)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (4)

а полиномы 𝑝
(𝑗)
𝑘 (𝜆), 𝑘 = 1, ..., 𝑇, 𝑗 = 1, ..., 𝑇 определяются единственным образом

по формулам

𝑓𝑗(𝜆) = 𝑝
(𝑗)
1 (𝜆𝑇 ) + 𝜆𝑝

(𝑗)
2 (𝜆𝑇 ) + ...+ 𝜆𝑇−1𝑝

(𝑗)
1 (𝜆𝑇 ). (5)
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Доказательство. Собственные значения 𝜆 и собственные векторы 𝑠 матри-
цы 𝐴𝑇 · · ·𝐴1 удовлетворяют уравнению

𝐴𝑇 · · ·𝐴1 · 𝑠 = 𝜆𝑠, (𝑠 ̸= 0), (6)

которое можно предстваить в виде системы⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐴1𝑠1 = 𝑠2
... ... ...

𝐴𝑇−1𝑠𝑇−1 = 𝑠𝑇
𝐴𝑇 𝑠𝑇 = 𝜆𝑠1,

(7)

где 𝑠1 ̸= 0.

Пары (𝜆, 𝑠) решения системы (6) совпадают с парами (𝜆, 𝑠1) решения систе-
мы (7).

Обозначим

𝑠𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠
(1)
𝑗

.

.

.

𝑠
(𝑚+1)
𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑗 = 1, . . . , 𝑇,

и

𝜎𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑠
(𝑘)
1

.

.

.

𝑠
(𝑘)
𝑇

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑘 = 1, . . . ,𝑚+ 1.

Тогда систему (7) можно записать в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑠
(𝑘)
𝑗 = 𝑠

(𝑘−1)
𝑗+1 ,

𝑠
(𝑘)
𝑇 = 𝜆𝑠

(𝑘−1)
1 ,

𝑎
(𝑗)
𝑚+1𝑠

(1)
𝑗 + 𝑎

(𝑗)
𝑚 𝑠

(2)
𝑗 + ...+ 𝑎

(𝑗)
1 𝑠

(𝑚+1)
𝑗 = 𝑠

(𝑚+1)
𝑗+1 ,

𝑎
(𝑇 )
𝑚+1𝑠

(1)
𝑇 + 𝑎

(𝑇 )
𝑚 𝑠

(2)
𝑇 + ...+ 𝑎

(𝑇 )
1 𝑠

(𝑚+1)
𝑇 = 𝜆𝑠

(𝑚+1)
1 ,

𝑗 = 1, ..., 𝑇 − 1, 𝑘 = 2, ...,𝑚+ 1.

(8)

Или в матричном виде{︂
𝜎𝑘+1 = 𝑈𝜎𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝑚,

𝛼1𝜎1 + 𝛼2𝜎2 + ...+ 𝛼𝑚+1𝜎𝑚+1 = 𝑈𝜎𝑚+1,
(9)

где матрицы 𝑈,𝛼1, ..., 𝛼𝑚+1 имеют размер 𝑇 × 𝑇 и определяются формулами

𝑈 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1
𝜆 0 0 ... 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝛼𝑗 = diag{𝑎(1)𝑗 , ..., 𝑎
(𝑇 )
𝑗 }, 𝑗 = 1, ...,𝑚+ 1.
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Обозначим через 𝐸𝑗 единичную матрицу порядка 𝑗. Тогда

𝑈 𝑗 =

(︂
O 𝐸𝑇−𝑗
𝜆𝐸𝑗 O

)︂
, 𝑗 = 1, ..., 𝑇.

Для 𝑗 = 𝑘1𝑇 + 𝑘2 (𝑘1, 𝑘2 — натуральные числа) получим

𝑈 𝑗 = 𝜆𝑘1𝑈𝑘2 .

Систему (9) запишем в виде{︂
𝜎𝑘+1 = 𝑈𝜎𝑘, 𝑘 = 1, ...,𝑚,

(𝑈𝑚+1 − 𝛼1𝑈
𝑚 − ...− 𝛼𝑚+1)𝜎1 = O. (10)

Система (7) будет иметь решением нетривиальный вектор 𝑠1 тогда и только
тогда, когда система (10) будет иметь решением нетривиальный вектор 𝜎1. А это
возможно тогда и только тогда, когда

det(𝑈𝑚+1 − 𝛼1𝑈
𝑚 − ...− 𝛼𝑚+1) = 0.

Обозначим 𝑚 + 1 − 𝑗 = 𝑘𝑗𝑇 + 𝑠𝑗 , 𝑗 = 0, ...,𝑚, где 𝑠𝑗 ∈ {0, 1, ..., 𝑇 − 1}, 𝑘𝑗 ∈ N; и
введем в рассмотрение множество

𝐽𝑠 = {𝑗 ∈ {1, ...,𝑚+ 1} : 𝑗 = 𝑠 (mod 𝑇 )}, 𝑠 = 0, 1, ..., 𝑇 − 1.

Тогда

𝑈𝑚+1 −
𝑚+1∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑈
𝑚+1−𝑗 = 𝜆𝑘0

(︂
O 𝐸𝑇−𝑠0

𝜆𝐸𝑠0 O

)︂
−
𝑚+1∑︁
𝑗=1

𝜆𝑘𝑗𝛼𝑗

(︂
O 𝐸𝑇−𝑠𝑗

𝜆𝐸𝑠𝑗 O

)︂
=

= 𝜆𝑘0
(︂

O 𝐸𝑇−𝑠0
𝜆𝐸𝑠0 O

)︂
−
𝑇+1∑︁
𝑘=0

⎛⎝ ∑︁
𝑗=1,...,𝑚+1;𝑗∈𝐽𝑠𝑘

𝜆𝑘𝑗𝛼𝑗

⎞⎠(︂ O 𝐸𝑇−𝑠𝑘
𝜆𝐸𝑠𝑘 O

)︂
.

Так как

𝛼𝑗

(︂
O 𝐸𝑇−𝑠𝑘

𝜆𝐸𝑠𝑘 O

)︂
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 ... 0 𝑎
(1)
𝑗 ... 0

... ... ... ... ... ...

0 ... 0 0 ... 𝑎
(𝑇−𝑠𝑘)
𝑗

𝜆𝑎
(𝑇−𝑠𝑘+1)
𝑗 ... 0 0 ... 0

... ... ... ... ... ...

0 ... 𝜆𝑎
(𝑇 )
𝑗 0 ... 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
то

𝑈𝑚+1 −
𝑚+𝑖∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑈
𝑚+1−𝑗 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑝
(1)
1 0 ... 0

0 𝑝
(2)
1 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 𝑝
(𝑇 )
1

⎞⎟⎟⎟⎠+
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+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝑝

(1)
2 0 ... 0

0 0 𝑝
(2)
2 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... 𝑝
(𝑇−1)
2

𝜆𝑝
(𝑇 )
2 0 0 ... 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 𝑝

(1)
3 ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... 𝑝
(𝑇−2)
3

𝜆𝑝
(𝑇−1)
3 0 ... ... 0

0 𝜆𝑝
(𝑇 )
3 ... ... 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+...

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 ... 𝑝

(1)
𝑇

𝜆𝑝
(2)
𝑇 0 ... ... 0
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...

0 0 ... 𝜆𝑝
(𝑇 )
𝑇 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑝
(1)
1 𝑝

(1)
2 ... 𝑝

(1)
𝑇

𝜆𝑝
(2)
𝑇 𝑝

(2)
1 ... 𝑝

(2)
𝑇−1

𝜆𝑝
(3)
𝑇−1 𝜆𝑝

(3)
𝑇 ... 𝑝

(3)
𝑇−2

... ... ... ...

𝜆𝑝
(𝑇 )
2 𝜆𝑝

(𝑇 )
3 ... 𝑝

(𝑇 )
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝑝(𝑗)𝑘 = 𝑝
(𝑗)
𝑘 (𝜆) и определяются по формулам (5).

В итоге мы установили, что собственные значения произведений матриц Фро-
бениуса 𝐴𝑇 · · ·𝐴1 совпадают с корнями уравнения det𝑄 = 0.

Далее, возможны два случая: либо det(𝜆𝐸−𝐴𝑇 · · ·𝐴1) = det𝑄, либо det(𝜆𝐸−
−𝐴𝑇 · · ·𝐴1) = −det𝑄. Чтобы определить, какой из этих случаев реализуется,
подсчитаем определители det(𝜆𝐸 −𝐴𝑇 · · ·𝐴1) и det𝑄 при 𝜆 = 0.

Имеем
det(−𝐴𝑇 · · ·𝐴1) = det(−𝐴𝑇 ) · · · det𝐴1 =

= −𝑎(𝑇 )
𝑚+1(−1)𝑚+2(−1)𝑚 ·

𝑇−1∏︁
𝑗=1

(︁
(−1)𝑚+2𝑎

(𝑗)
𝑚+1

)︁
= (−1)𝑚(𝑇−1)+1

𝑇∏︁
𝑗=1

𝑎
(𝑗)
𝑚+1.

Далее, при 𝜆 = 0

det𝑄 = 𝑝
(1)
1 (0) · · · 𝑝(𝑇 )

1 (0) = (−𝑎(1)𝑚+1) · · · (−𝑎
(𝑇 )
𝑚+1) = (−1)𝑇𝑎

(1)
𝑚+1 · · · 𝑎

(𝑇 )
𝑚+1.

Таким образом, окончательно

det(−𝐴𝑇 · · ·𝐴1) = (−1)𝑚(𝑇−1)+1+𝑇 det𝑄 = (−1)(𝑚−1)(𝑇−1) det𝑄.

Теорема доказана.
Заметим, что из формулы (4) следует, что значения определителя 𝑄 не меня-

ются при циклической перестановке верхних индексов у полиномов 𝑝(𝑗)𝑘 . Отсюда
получается хорошо известный факт о независимости характеристического урав-
нения произведения матриц Фробениуса 𝐴𝑇 · · ·𝐴1 при циклической перестановке
индексов у матриц 𝐴𝑗 .

Следствие 1. Пусть 𝑚 = (𝑁 − 1)𝑇, где 𝑁 ∈ {2, 3, ...}, 𝑇 ∈ {1, 2, ...}. Пусть

𝑓𝑗(𝜆) = 𝜆(𝑁−1)𝑇+1 − 𝑎
(𝑗)
1 𝜆(𝑁−1)𝑇 − 𝑎

(𝑗)
2 𝜆(𝑁−2)𝑇 ...− 𝑎

(𝑗)
𝑁 , 𝑗 = 1, ..., 𝑇,

и 𝐴𝑗 - матрица Фробениуса для полинома 𝑓𝑗(𝜆). Тогда

det(𝜆𝐸 −𝐴𝑇 · · ·𝐴1) =

= 𝜆(𝑁−1)𝑇+1 −
𝑇∏︁
𝑗=1

[︁
𝑎
(𝑗)
1 𝜆𝑁−1 + 𝑎

(𝑗)
2 𝜆𝑁−2 + ...+ 𝑎

(𝑗)
𝑁

]︁
.
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Доказательство. Имеем

𝑓𝑗(𝜆) = 𝑝
(𝑗)
1 (𝜆𝑇 ) + 𝜆𝑝

(𝑗)
2 (𝜆𝑇 ),

где 𝑝(𝑗)1 (𝜆) = −𝑎(𝑗)1 𝜆𝑁−1 − ...− 𝑎
(𝑗)
𝑁 и 𝑝(𝑗)1 (𝜆) = 𝜆𝑁−1. Тогда

𝑄 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑝
(1)
1 𝜆𝑁−1 0 ... 0

0 𝑝
(2)
1 𝜆𝑁−1 ... 0

... ... ... ... ...

𝜆𝑁 0 0 ... 𝑝
(𝑇 )
1

⎞⎟⎟⎟⎠
следовательно,

det𝑄 = 𝑝
(1)
1 · · · 𝑝(𝑇 )

1 +(−1)𝑇+1𝜆𝑁 ·𝜆(𝑁−1)(𝑇−1) = 𝑝
(1)
1 · · · 𝑝(𝑇 )

1 +(−1)𝑇+1𝜆(𝑁−1)𝑇+1 =

= (−1)𝑇+1

⎛⎝𝜆(𝑁−1)𝑇+1 −
𝑇∏︁
𝑗=1

(𝑎
(𝑗)
1 𝜆𝑁−1 + ..+ 𝑎

(𝑗)
𝑁 )

⎞⎠ .

Т. к. при𝑚 = (𝑁−1)𝑇 мы имеем (−1)((𝑁−1)𝑇−1)(𝑇−1) = (−1)(𝑁−1)𝑇 (𝑇−1)(−1)𝑇−1 =
= (−1)𝑇+1, то по Теореме 1

det(𝜆𝐸 −𝐴𝑇 · · ·𝐴1) = 𝜆(𝑁−1)𝑇+1 −
𝑇∏︁
𝑗=1

[︁
𝑎
(𝑗)
1 𝜆𝑁−1 + ...+ 𝑎

(𝑗)
𝑁

]︁
.

Утверждение доказано.

Следствие 2. Пусть 𝑚 = (𝑁 − 1)𝑇, где 𝑁 ∈ {2, 3, ...}, 𝑇 ∈ {1, 2, ...}, и

𝑓𝑗(𝜆) = 𝜆(𝑁−1)𝑇+1 − 𝜇𝑗(𝑎1𝜆
(𝑁−1)𝑇 + ...+ 𝑎𝑁 ), 𝑗 = 1, ..., 𝑇,

𝐴𝑗 — матрица Фробениуса для полинома 𝑓𝑗(𝜆). Тогда

det(𝜆𝐸 −𝐴𝑇 · · ·𝐴1) = 𝜆(𝑁−1)𝑇+1 − 𝜇1 · · ·𝜇𝑇
(︀
𝑎1𝜆

𝑁−1 + ...+ 𝑎𝑁
)︀𝑇
.

Заметим, что это следствие составляет основной результат работы [3].

В качестве приложения полученной теоремы рассмотрим следующую задачу:
найти det(𝐸 − 𝐴𝑇 ) для произвольной матрицы 𝐴 (необязательно в форме Фро-
бениуса).

Приведем решение. Во-первых,

𝑓(𝜆) = det(𝜆𝐸 −𝐴) = 𝑝1(𝜆
𝑇 ) + 𝜆𝑝2(𝜆

𝑇 ) + 𝜆𝑇−1𝑝𝑇 (𝜆
𝑇 ).

Во-вторых,
det(𝜆𝐸 −𝐴𝑇 ) = (−1)(𝑚−1)(𝑇−1) det𝑄(𝜆),



78 Хамитова А. Д.

где

𝑄 =

⎛⎜⎜⎝
𝑝1(𝜆) 𝑝2(𝜆) ... 𝑝𝑇 (𝜆)
𝜆𝑝𝑇 (𝜆) 𝑝1(𝜆) ... 𝑝𝑇−1(𝜆)
... ... ... ...

𝜆𝑝2(𝜆) 𝜆𝑝3(𝜆) ... 𝑝1(𝜆)

⎞⎟⎟⎠ .

Тогда

𝐸 −𝐴𝑇 = (−1)(𝑚−1)(𝑇−1)

⎛⎜⎜⎝
𝑝1(1) 𝑝2(1) ... 𝑝𝑇 (1)
𝑝𝑇 (1) 𝑝1(1) ... 𝑝𝑇−1(1)
... ... ... ...

𝑝2(1) 𝑝3(1) ... 𝑝1(1)

⎞⎟⎟⎠ .

Полученная матрица — циркулянт, следовательно, если обозначить

𝜑(𝑥) = 𝑝1(1) + 𝑥𝑝2(1) + ...+ 𝑥𝑇−1𝑝𝑇 (1),

то мы получаем весьма любопытную формулу

det(𝐸 −𝐴𝑇 ) = (−1)(𝑚−1)(𝑇−1)
𝑇−1∏︁
𝑗=0

𝜑(𝑒𝑖
2𝜋
𝑇 𝑗),

которую можно использовать для тестирования матрицы А на устойчивость по
Шуру.

Приведем примеры, иллюстрирующие теорему.

Пример 1. Пусть 𝑚 = 1, 𝑇 = 3 и

𝐴1 =

(︂
0 1

𝑎
(1)
2 𝑎

(1)
1

)︂
, 𝐴2 =

(︂
0 1

𝑎
(2)
2 𝑎

(2)
1

)︂
, 𝐴3 =

(︂
0 1

𝑎
(3)
2 𝑎

(3)
1

)︂
.

Полином
𝑓𝑗(𝜆) = 𝜆2 − 𝑎

(𝑗)
1 𝜆− 𝑎

(𝑗)
2 , 𝑗 = 1, 2, 3

можно переписать как

𝑓𝑗(𝜆) = −𝑎(𝑗)2 − 𝑎
(𝑗)
1 𝜆+ 𝜆2 · 1,

и тогда 𝑝(𝑗)1 = −𝑎(𝑗)2 , 𝑝
(𝑗)
2 = −𝑎(𝑗)1 , и 𝑝(𝑗)3 = 1.

Следовательно,

𝑄 =

⎛⎜⎝ −𝑎(1)2 −𝑎(1)1 1

𝜆 −𝑎(2)2 −𝑎(2)1

−𝜆𝑎(3)1 𝜆 −𝑎(3)2

⎞⎟⎠
и

det𝑄 = −𝑎(1)2 𝑎
(2)
2 𝑎

(3)
2 + 𝜆2 − 𝜆𝑎

(1)
1 𝑎

(2)
1 𝑎

(3)
1 − 𝜆𝑎

(2)
1 𝑎

(1)
2 − 𝜆𝑎

(1)
1 𝑎

(3)
2 − 𝜆𝑎

(3)
1 𝑎

(2)
2 =

= 𝜆2 − 𝜆(𝑎
(1)
1 𝑎

(2)
1 𝑎

(3)
1 + 𝑎

(2)
1 𝑎

(1)
2 + 𝑎

(1)
1 𝑎

(3)
2 + 𝑎

(3)
1 𝑎

(2)
2 )− 𝑎

(1)
2 𝑎

(2)
2 𝑎

(3)
2 .
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Далее,

𝐴3𝐴2𝐴1 =

(︃
𝑎
(2)
1 𝑎

(1)
2 𝑎

(2)
2 + 𝑎

(1)
1 𝑎

(2)
1

𝑎
(1)
2 𝑎

(3)
2 + 𝑎

(2)
1 𝑎

(3)
1 𝑎

(1)
2 𝑎

(1)
1 𝑎

(3)
2 + 𝑎

(3)
1 𝑎

(2)
2 + 𝑎

(1)
1 𝑎

(2)
1 𝑎

(3)
1

)︃
и

det(𝜆𝐸−𝐴3𝐴2𝐴1) = 𝜆2−𝜆(𝑎
(1)
1 𝑎

(2)
1 𝑎

(3)
1 + 𝑎

(2)
1 𝑎

(1)
2 + 𝑎

(1)
1 𝑎

(3)
2 + 𝑎

(3)
1 𝑎

(2)
2 )− 𝑎

(1)
2 𝑎

(2)
2 𝑎

(3)
3 .

Таким образом, действительно det(𝜆𝐸 −𝐴3𝐴2𝐴1) = det𝑄.

Пример 2. Отметим, что формула (4) тем еффективнее, чем больше за-
паздывание 𝑚. Пусть, например, 𝑇 = 3,𝑚 = 6. Без применения формулы (4)
необходимо дважды переменожить матрицы седьмого порядка, а потом еще и
раскрыть определитель седьмого порядка.

Воспользуемся формулой (4), для чего запишем

𝑓𝑗(𝜆) = (−𝑎(𝑗)1 𝜆6 − 𝑎
(𝑗)
4 𝜆3 − 𝑎

(𝑗)
7 ) + 𝜆(𝜆6 − 𝑎

(𝑗)
3 𝜆3 − 𝑎

(𝑗)
6 ) + 𝜆2(−𝑎(𝑗)2 𝜆3 − 𝑎

(𝑗)
5 ) =

= 𝑝
(𝑗)
1 (𝜆) + 𝜆𝑝

(𝑗)
2 (𝜆) + 𝜆2𝑝

(𝑗)
3 (𝜆).

Тогда

𝑄 =

⎛⎜⎝ −𝑎(1)1 𝜆2 − 𝑎
(1)
4 𝜆− 𝑎

(1)
7 𝜆2 − 𝑎

(1)
3 𝜆− 𝑎

(1)
6 −𝑎(1)2 𝜆− 𝑎

(1)
5

𝜆(−𝑎(2)2 𝜆− 𝑎
(2)
5 ) −𝑎(2)1 𝜆2 − 𝑎

(2)
4 𝜆− 𝑎

(2)
7 𝜆2 − 𝑎

(2)
3 𝜆− 𝑎

(2)
6

𝜆(𝜆2 − 𝑎
(3)
3 𝜆− 𝑎

(3)
6 ) 𝜆(−𝑎(3)2 𝜆− 𝑎

(3)
5 ) −𝑎(3)1 𝜆2 − 𝑎

(3)
4 𝜆− 𝑎

(3)
7

⎞⎟⎠
и

det(𝜆𝐸 −𝐴3𝐴2𝐴1) = det𝑄.

Заключение. Определяя причины симметрии характеристического урав-
нения произведений матриц Фробениуса специального вида, мы получили форму-
лу, позволяющую значительно сократить количество вычислений в случае, когда
размерность матриц Фробениуса значительно больше числа этих матриц. Вспо-
могательная матрица для матриц Фробениуса произвольного вида имеет ясную
структуру, которая, в частных случаях, совпадает со структурой Ганкелевых
матриц. Нам кажется, что формула (3) может быть полезна для многочислен-
ных задач, связанных с определением свойств степеней и произведений матриц
Фробениуса. Например, см [1,4, 5].
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