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В умовах плоскої деформацiї методом Вiнера-Хопфа виконано розрахунок маломас-
штабної контактної зони бiля вершини мiжфазної трiщини за умови утворення в її околi
бiчної пластичної зони. В областi контакту припускається сухе тертя берегiв за законом
Кулона. Визначено розмiри контактної зони, знайдено вираз для контактного напру-
ження та рiвняння для розрахунку показника сингулярностi напружень. Дослiджено
вплив навантаження, коефiцiєнта тертя i пружних характеристик з’єднаних матерiа-
лiв на розмiри контактної зони. Показано, що при наявностi пластичної зони довжина
контактної зони стає залежною вiд конфiгурацiї, але й вiд величини зовнiшнього на-
вантаження.
MSC: 74B20, 74C05, 74G70.
Ключовi слова: мiжфазна трiщина, пластична зона, контакт берегiв.

Вступ. Згiдно з сучасними теоретичними уявленнями, що базуються на
моделi М. Комнiноу [1], бiля вершин мiжфазних трiщин має мiсце контакт бере-
гiв. Як показали численнi дослiдження [2-6], розмiри областi контакту суттєво
залежать вiд конфiгурацiї зовнiшнього навантаження, але при заданiй конфiгу-
рацiї не залежать вiд його модуля. Врахування контактної зони усуває прита-
манну класичнiй моделi вiдкритої трiщини осцилюючу особливiсть напружень
[7-9], зберiгаючи концентрацiю напружень степеневого характеру. У пластично-
му матерiалi це призводить до утворення бiля вершини трiщини пластичної зони,
яка в свою чергу змiнює напружено-деформований стан в околi вершини, здiй-
снюючи тим самим зворотний вплив на параметри контактної зони. Зi збiльшен-
ням навантаження розмiри пластичної зони можуть значно перевищити розмiри
областi контакту берегiв трiщини. Метою роботи є розрахунок параметрiв ма-
ломасштабної контактної зони на даному етапi та дослiдження їх залежностi вiд
зовнiшнього навантаження. Пластична зона у вiдповiдностi з гiпотезою локалiза-
цiї [10] моделюється бiчною лiнiєю розриву дотичного перемiщення, що виходить
з вершини трiщини у пластичний матерiал пiд певним кутом до плоскої межi
подiлу матерiалiв, який визначається згiдно з [11] незалежно вiд наступного роз-
рахунку контактної зони.

Основнi результати
Постановка задачi. В умовах плоскої деформацiї розглядається задача про

розрахунок областi фрикцiйного контакту берегiв мiжфазної трiщини, яка ле-
жить на прямолiнiйнiй межi подiлу двох однорiдних iзотропних матерiалiв з
модулями Юнґа 𝐸1, 𝐸2 i коефiцiєнтами Пуассона 𝜈1, 𝜈2. Контактна зона моде-
люється розрiзом, береги якого взаємодiють за законом сухого тертя Кулона. На
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розрiзi передбачається стискувальне нормальне напруження i допускається стри-
бок лише дотичної складової перемiщення. Довжина контактної зони i контактне
напруження визначаються в ходi розв’язання задачi.

Через концентрацiю напружень у пластичному матерiалi з пружними ста-
лими 𝐸1, 𝜈1 бiля вершини трiщини утворюється вузька бiчна пластична зона. У
вiдповiдностi з моделлю Леонова-Панасюка-Дагдейла [10] пластичну зону подамо
прямою лiнiєю розриву дотичного перемiщення, що виходить з вершини трiщини
пiд кутом 𝛼 до межi подiлу матерiалiв. На лiнiї розриву дотичне напруження
дорiвнює межi текучостi матерiалу 𝜏1.

Рис. 1. Постановка задачi.

У данiй роботi дослiджується випадок, коли довжина контактної зони 𝑠 зна-
чно менше як довжини трiщини 𝐿, так i довжини пластичної зони 𝑙 та всiх iнших
суттєвих розмiрiв тiла. Це дозволяє розглядати тiло як кусково-однорiдну пло-
щину з пiвнескiнченним розрiзом на межi подiлу, частина берегiв якого, прилегла
до вершини, перебуває у контактi з тертям, а з вершини виходить пiвнескiнчен-
на лiнiя розриву (рис. 1). На нескiнченностi реалiзується асимптотика, яка є
розв’язком аналогiчної задачi без контактної зони [11]. В результатi приходимо
до статичної задачi теорiї пружностi з крайовими умовами:

𝜃 = 0, < 𝜎𝜃 >=< 𝜏𝑟𝜃 >= 0, < 𝑢𝜃 >=< 𝑢𝑟 >= 0;

𝜃 = 𝛼, < 𝜎𝜃 >=< 𝜏𝑟𝜃 >= 0, < 𝑢𝜃 >= 0; 𝜃 = 𝛼, 𝜏𝑟𝜃 = 𝜏1; (1)

𝜃 = ±𝜋, 𝑟 > 𝑠, 𝜎𝜃 = 𝜏𝑟𝜃 = 0;

𝜃 = ±𝜋, 𝑟 < 𝑠, <𝜎𝜃 >= 0, 𝜏𝑟𝜃 = −𝜇𝜎𝜃, < 𝑢𝜃 >= 0; (2)

𝜃 = ±𝜋, 𝑟 → ∞,

⟨
𝜕𝑢𝜃
𝜕𝑟

⟩
∼ −4(1− 𝜈21)

𝐸1
𝜏1
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑟
𝜆𝑖 ; (3)

< 𝑓 > – стрибок величини f ; 𝜇 – коефiцiєнт тертя мiж берегами трiщини; 𝐶𝑖-
сталi, якi визначенi з розв’язку задачi [11]:

𝐶𝑖 =
4 sin𝜆𝑖𝜋

𝐷′
1(−1− 𝜆𝑖)

(1 + 𝜆𝑖)𝑢(−1− 𝜆𝑖)𝐺
+(−1− 𝜆𝑖)

𝜆𝑖𝑙𝜆𝑖𝐾+(−1− 𝜆𝑖)𝜏1
×

×𝑅𝑒
[︂
1− 2𝑖𝜔

1 + 2𝑖𝜔

𝐹 (𝛼)𝑙−0.5+𝑖𝜔

1− 2𝑖𝜔 + 2𝜆𝑖

𝐾+(−0, 5− 𝑖𝜔)

𝐺+(−0, 5− 𝑖𝜔)

]︂
,

𝑢(𝑝) = (1 + 𝜅1)
2 sin(𝑝(𝜋 − 𝛼)− 𝛼) + 2(1− 𝑒)2𝑢1(𝑝) + 2(1 + 𝜅1)(1− 𝑒)𝑢2(𝑝)+

+𝑒(1 + 𝜅2)[𝑒(1 + 𝜅2)𝑢3(𝑝) + 2(1 + 𝜅1)𝑢4(𝑝) + 2(1− 𝑒)𝑢5(𝑝)],
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𝑢1(𝑝) = 2(𝑝− 1) sin𝛼 sin 𝑝𝛼 sin 𝑝𝜋,

𝑢2(𝑝) = 𝑝 sin𝛼 cos 𝑝(𝜋 + 𝛼)− cos𝛼 sin 𝑝(𝜋 − 𝛼) + 2 sin𝛼 sin 𝑝𝛼 sin 𝑝𝜋,

𝑢3(𝑝) = 2𝑝 sin𝛼 cos 𝑝(𝜋 − 𝛼)− sin(𝑝(𝜋 − 𝛼) + 𝛼),

𝑢4(𝑝) = (𝑝− 1) sin𝛼 cos 𝑝(𝜋 + 𝛼),

𝑢5(𝑝) = 𝑢1(𝑝) + 𝑝 sin𝛼 cos 𝑝(𝜋 − 𝛼)− cos𝛼 sin 𝑝(𝜋 − 𝛼);

𝐺+(𝑝) = exp

[︂
1

2𝜋𝑖

ˆ +𝑖∞

−𝑖∞

ln𝐺(𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧

]︂
(𝑅𝑒𝑝 < 0), 𝐺(𝑝) = − 𝐷1(𝑝) cos 𝑝𝜋

𝐷0(𝑝) sin
2 𝑝𝜋

;

𝐷0(𝑝) = (𝑒+ 𝜅1)
2 + (1 + 𝑒𝜅2)

2 + 2(𝑒+ 𝜅1)(1 + 𝑒𝜅2) cos 2𝑝𝜋;

𝐷1(𝑝) = (1 + 𝑒𝜅2)
2Δ1(𝑝) + 2(1− 𝑒)(1 + 𝑒𝜅2)Δ2(𝑝) + 2(𝑒+ 𝜅1)(1 + 𝑒𝜅2)Δ3(𝑝)+

+ 2(1− 𝑒)(𝑒+ 𝜅1)Δ4(𝑝) + (𝑒+ 𝜅1)Δ5(𝑝),

Δ1(𝑝) = 𝑝 sin 2𝛼 sin 𝑝(𝜋 − 2𝛼)− 2𝑝2 sin2 𝛼 cos 𝑝(𝜋 − 2𝛼) + 2 sin 𝑝𝛼 sin 𝑝(𝜋 − 𝛼),

Δ2(𝑝) = 𝑝2 sin2 𝛼 cos 𝑝(3𝜋 − 2𝛼)− 𝑝 sin 2𝛼 cos 𝑝(2𝜋 − 𝛼) sin 𝑝(𝜋 − 𝛼)+

+ cos 𝑝𝜋 sin2 𝑝(𝜋 − 𝛼),

Δ3(𝑝) = −𝑝2 sin2 𝛼 cos 𝑝(𝜋 + 2𝛼)− 𝑝 sin 2𝛼 sin 𝑝𝛼 cos 𝑝(𝜋 + 𝛼)+

+ sin 𝑝(𝜋 − 𝛼)[sin 𝑝(2𝜋 + 𝛼)− sin 𝑝𝜋 cos 𝑝(𝜋 − 𝛼)],

Δ4(𝑝) = 𝑝2 sin2 𝛼 cos 𝑝(𝜋 − 2𝛼)− 𝑝 sin 2𝛼 cos 𝑝𝛼 sin 𝑝(𝜋 − 𝛼) + cos 𝑝𝜋 sin2 𝑝(𝜋 − 𝛼),

Δ5(𝑝) = sin 𝑝𝜋[sin 2𝑝(𝜋 − 𝛼)− 𝑝 sin 2𝛼];

𝐾+(𝑝) =
Γ(1− 𝑝)

Γ (0, 5− 𝑝)
;

𝐹 (𝛼) = −𝑖𝑒′𝐾𝐿−𝑖𝜔𝐹1(𝛼), 𝑒′ =

√︀
(𝑒+ 𝜅1)(1 + 𝑒𝜅2)

2
√
2𝜋[(𝑒+ 𝜅1)2 − (1 + 𝑒𝜅2)2]

,

𝐹1(𝛼) = [𝑎1 cos(𝜆+ 2)𝛼+ 𝑎2𝜆 cos𝜆𝛼− 𝑎3 sin(𝜆+ 2)𝛼− 𝑎4𝜆 sin𝜆𝛼]𝜆=−0,5+𝑖𝜔 ,

𝑎1 =
𝑒+ 𝜅1

2
− 1− 𝑒𝜅2 +

[︂
𝑒+ 𝜅1 −

1 + 𝑒𝜅2
2

]︂
𝑐ℎ2𝜋𝜔 + 𝑖𝜔 [𝑒+ 𝜅1 − (1 + 𝑒𝜅2)𝑐ℎ2𝜋𝜔] ,

𝑎2 = (1 + 𝑒𝜅2)𝑐ℎ2𝜋𝜔 − 𝑒− 𝜅1,

𝑎3 = −𝜔(1 + 𝑒𝜅2)𝑠ℎ2𝜋𝜔 − 𝑖

[︂
𝑒+ 𝜅1 −

1 + 𝑒𝜅2
2

]︂
𝑠ℎ2𝜋𝜔, 𝑎4 = −𝑖(1 + 𝑒𝜅2)𝑠ℎ2𝜋𝜔,

𝜔 =
1

2𝜋
ln

1− 𝛽

1 + 𝛽
, 𝛽 =

(1 + 𝑒𝜅2)− (𝑒+ 𝜅1)

(1 + 𝑒𝜅2) + (𝑒+ 𝜅1)
,

𝑒 =
1 + 𝜈2
1 + 𝜈1

𝐸1

𝐸2
, (𝐸1 < 𝐸2), 𝜅1(2) = 3− 4𝜈1(2),

𝐾 = 𝐾1 + 𝑖𝐾2 — комплексний коефiцiєнт iнтенсивностi напружень, що характе-
ризує величину i конфiгурацiю зовнiшнього навантаження [9, 12] i вважається за-
даним за умовою задачi; 𝐷′

1(𝑝) = 𝜕𝐷1(𝑝)/𝜕𝑝; 𝜆𝑖 - коренi рiвняння 𝐷1(−1−𝑥) = 0
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зi смуги −1 < 𝑅𝑒𝑥 < 0, яких за числовими розрахунками згiдно [11] виявляє-
ться два i вони є дiйсними; Γ(𝑧) - гамма-функцiя. На коефiцiєнт iнтенсивностi
𝐾 накладається вимога стискувального характеру нормального напруження на
берегах трiщини (𝜎𝜃(𝑟,±𝜋) < 0 при 𝑟 < 𝑠) пiсля утворення пластичної зони, яка
необхiдна для контакту берегiв.

Згiдно з загальними положеннями про поведiнку напружень i перемiщень
бiля концентраторiв [13, 14] в кiнцi контактної зони мають мiсце сингулярностi
виду

𝜎𝜃(𝑟,±𝜋)∼𝑀1(𝑠− 𝑟)−1−𝜆 (𝑟 → 𝑠− 0),

𝐸1

4(1− 𝜈21)

⟨
𝜕𝑢𝜃
𝜕𝑟

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝜃 = ±𝜋

∼ 𝑀2(𝑟 − 𝑠)−1−𝜆 (𝑟 → 𝑠+ 0), (4)

де 𝑀1, 𝑀2 - деякi сталi, 𝜆 = −𝜋−1𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔(𝜇𝛽)−1.
Розв’язок сформульованої крайової задачi шукаємо у виглядi суми розв’язкiв

наступних двох задач. Перша задача вiдрiзняється вiд початкової тим, що замiсть
останнiх умов в (1) i (2) використовуємо умови

𝜃 = 𝛼, 𝜏𝑟𝜃= 0; 𝜃 = ±𝜋, 𝑟 < 𝑠,

⟨
𝜕𝑢𝜃
𝜕𝑟

⟩
∼ 4(1− 𝜈21)

𝐸1

∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑟
𝜆𝑖 . (5)

Друга задача — аналогiчна задача без контактної зони, розв’язок якої вiдомий
[11], тому достатньо знайти розв’язок першої задачi.

Розв’язання задачi методом Вiнера – Хопфа. Застосувавши до рiв-
нянь рiвноваги, умови сумiсностi деформацiй, закону Гука i граничних умов (1)
iнтегральне перетворення Меллiна [15] i використовуючи умови (2) i (5), при-
ходимо до функцiонального рiвняння Вiнера – Хопфа першої задачi у смузi
−𝜀1 < 𝑅𝑒𝑝 < 𝜀2 (𝜀1, 𝜀2 – достатньо малi додатнi числа):

Φ+(𝑝) +
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝜏1𝑠
𝜆𝑖

𝑝+ 1 + 𝜆𝑖
=

(𝑒+ 𝜅1) + (1 + 𝑒𝜅2)

2(1 + 𝜅1)
(𝑐𝑡𝑔𝑝𝜋 − 𝜇𝛽)𝐺1(𝑝)Φ

−(𝑝), (6)

Φ+(𝑝) =
𝐸1

4(1− 𝜈21)

ˆ ∞

1

⟨
𝜕𝑢𝜃
𝜕𝑟

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒ 𝑟 = 𝜌𝑠
𝜃 = ±𝜋

𝜌𝑝𝑑𝜌, Φ−(𝑝) =

ˆ 1

0

𝜎𝜃(𝜌𝑠, 𝜋)𝜌
𝑝𝑑𝜌,

𝐺1(𝑝) =
−2 sin 𝑝𝜋𝐷(𝑝)

[(𝑒+ 𝜅1) + (1 + 𝑒𝜅2)](𝑐𝑡𝑔𝑝𝜋 − 𝜇𝛽)𝐷1(𝑝)
, 𝐷(𝑝) = 𝐷̄(𝑝) + 𝜇𝐷̃(𝑝),

𝐷̄(𝑝) = (1+ 𝜅1)[𝑒
2(1 + 𝜅2)

2Δ̄1(𝑝)− 𝑒(1 + 𝜅2)(1 + 𝜅1)Δ̄2(𝑝)− 2(1− 𝑒)(1 + 𝜅1)Δ̄3(𝑝)+

+(1 + 𝜅1)
2Δ̄4(𝑝) + 2(1− 𝑒)2Δ̄5(𝑝)]+

+𝑒(1 + 𝜅2)(1− 𝑒)[2(1 + 𝑒𝜅2) cos 𝑝𝜋Δ̄6(𝑝) + (1 + 𝜅1)Δ̄7(𝑝)],

Δ̄1(𝑝) = 4𝑝2 sin2 𝛼 sin2 𝑝𝛼− 𝑝 sin 2𝛼 sin 2𝑝𝛼+

+sin 𝑝(𝜋 − 𝛼)[sin 𝑝(𝜋 + 𝛼) + 2 sin 𝑝𝛼 cos 𝑝𝜋 − sin2 𝛼],

Δ̄2(𝑝) = 𝑝 sin 2𝛼 sin 2𝑝𝛼− cos 2𝛼 cos 2𝑝𝛼+ cos 2𝑝𝜋,
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Δ̄3(𝑝) = sin 𝑝𝛼[𝑝 sin 2𝛼 cos 𝑝𝛼− sin 𝑝(2𝜋 − 𝛼) + sin 𝑝𝛼 cos 2𝛼],

Δ̄4(𝑝) = sin2 𝑝(𝜋 − 𝛼)− sin2 𝛼,

Δ̄5(𝑝) = 2𝑝2 sin2 𝛼 cos2 𝑝(𝜋 − 𝛼)− 𝑝 sin 2𝛼 cos 𝑝𝜋 sin 𝑝(𝜋 − 2𝛼)+

+2 sin 𝑝𝛼[sin 𝑝𝛼 cos2 𝛼− sin 𝑝𝜋 cos 𝑝(𝜋 − 𝛼)],

Δ̄6(𝑝) = 2𝑝2 sin2 𝛼 cos 𝑝(𝜋 − 2𝛼)− 𝑝 sin 2𝛼 sin 𝑝(𝜋 − 2𝛼)− 2 sin 𝑝(𝜋 − 𝛼) sin 𝑝𝛼,

Δ̄7(𝑝) = 4𝑝2 sin2 𝛼 cos2 𝑝(𝜋 − 𝛼)− 𝑝 sin 2𝛼 sin 2𝑝(𝜋 − 𝛼) + 4(𝑝2 − 1) sin2 𝛼 sin2 𝑝𝛼;

𝐷̃(𝑝) = (1 + 𝜅1)[2𝑒(1 + 𝜅2)(1− 𝑒)Δ̃1(𝑝)− (1 + 𝜅1)(1− 𝑒)Δ̃2(𝑝) + (1 + 𝜅1)
2Δ̃3(𝑝)+

+𝑒2(1 + 𝜅2)
2Δ̃4(𝑝) + 2(1− 𝑒)2Δ̃5(𝑝)− 𝑒(1 + 𝜅2)(1 + 𝜅1)Δ̃6(𝑝)]+

−2(1− 𝑒) sin 𝑝𝜋[𝑒2(1 + 𝜅2)
2 + 2(1− 𝑒)2 + 3(1− 𝑒)(1 + 𝜅1)]Δ̄6(𝑝),

Δ̃1(𝑝) = 𝑝2 sin2 𝛼[sin 2𝑝(𝜋 − 𝛼) + 3 sin 2𝑝𝛼] + 𝑝 sin𝛼{2 cos𝛼[2 sin2 𝑝𝛼−

− sin2 𝑝(𝜋 − 𝛼)]− cos(2𝑝+ 1)𝛼}+ sin 𝑝(𝜋 − 𝛼)(cos 𝑝(𝜋 + 𝛼)− 6 sin 𝑝𝜋 sin 𝑝𝛼)+

+ sin 2𝛼 sin2 𝑝𝛼,

Δ̃2(𝑝) = 𝑝[sin 2𝛼+ 2 sin2 𝛼 sin 2𝑝𝛼]− 2{sin 𝑝(𝜋 − 𝛼)[cos 𝑝(𝜋 − 𝛼) + 2 sin 𝑝𝜋 sin 𝑝𝛼]−

− sin 2𝛼 sin2 𝑝𝛼},

Δ̃3(𝑝) = 0, 5[sin 2𝛼− sin 2𝑝(𝜋 − 𝛼)],

Δ̃4(𝑝) = 2𝑝2 sin2 𝛼 sin 2𝑝𝛼− 𝑝 sin 2𝛼 cos 2𝑝𝛼− 0, 5[sin 2𝑝(𝜋 − 𝛼)− sin 2𝛼+ 2 sin 2𝑝𝛼−

−2 sin 2𝑝𝜋],

Δ̃5(𝑝) = 𝑝2 sin2 𝛼[sin 2𝑝(𝜋 − 𝛼) + 2 sin 2𝑝𝛼] + 𝑝{sin 2𝛼[2 sin2 𝑝𝛼− sin2 𝑝(𝜋 − 𝛼)]+

+ sin2 𝛼 sin 2𝑝𝛼}+ sin 𝑝𝛼[sin 2𝛼 sin 𝑝𝛼− 6 sin 𝑝𝜋 sin 𝑝(𝜋 − 𝛼)],

Δ̃6(𝑝) = 𝑝[2 sin2 𝛼 sin 2𝑝𝛼+ sin 2𝛼]− sin 2𝛼 cos 2𝑝𝛼− 4 sin 𝑝𝜋 sin 𝑝𝛼 sin 𝑝(𝜋 − 𝛼),

При виконаннi умови 𝐺1(0) > 0 функцiя 𝐺1(𝑖𝑡) має додатну парну дiйсну
та непарну уявну частини, якi при 𝑡 → ±∞ прямують до 1 i 0 вiдповiдно. Тодi
iндекс функцiї 𝐺1(𝑝) по уявнiй осi дорiвнює нулю i можлива її факторизацiї за
формулою [16]:

𝐺1(𝑝) =
𝐺+

1 (𝑝)

𝐺−
1 (𝑝)

(𝑅𝑒𝑝 = 0), exp

[︂
1

2𝜋𝑖

ˆ +𝑖∞

−𝑖∞

ln𝐺1(𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧

]︂
=

{︂
𝐺+

1 (𝑝), 𝑅𝑒𝑝 < 0,
𝐺−

1 (𝑝), 𝑅𝑒𝑝 > 0.

З властивостей гамма-функцiї [17] отримаємо також подання

𝑐𝑡𝑔𝑝𝜋 − 𝜇𝛽 =

√︀
1 + 𝜇2𝛽2

𝑝
𝑄+(𝑝)𝑄−(𝑝), 𝑄+(𝑝) =

Γ(1− 𝑝)

Γ(−𝜆− 𝑝)
, 𝑄−(𝑝) =

Γ(1 + 𝑝)

Γ(1 + 𝜆+ 𝑝)
,

де 𝑄+(𝑝) аналiтична i не має нулiв у пiвплощинi 𝑅𝑒𝑝 < −𝜆, а 𝑄−(𝑝) - у пiвплощинi
𝑅𝑒𝑝 > −1−𝜆. Використовуючи вищенаведенi факторизацiї, перепишемо рiвняння
(6) у виглядi

Φ+(𝑝)

𝑄+(𝑝)𝐺+
1 (𝑝)

+
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝜏1𝑠
𝜆𝑖

𝑝+ 1 + 𝜆𝑖

[︂
1

𝑄+(𝑝)𝐺+
1 (𝑝)

− 1

𝑄+(−1− 𝜆𝑖)𝐺
+
1 (−1− 𝜆𝑖)

]︂
=



12 Дудик М. В.

= 𝐵
𝑄−(𝑝)Φ−(𝑝)

𝑝𝐺−
1 (𝑝)

+
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝜏1𝑠
𝜆𝑖

(𝑝+ 1 + 𝜆𝑖)𝑄+(−1− 𝜆𝑖)𝐺
+
1 (−1− 𝜆𝑖)

(𝑅𝑒𝑝 = 0), (7)

𝐵 =
(𝑒+ 𝜅1) + (1 + 𝑒𝜅2)

2(1 + 𝜅1)

√︀
1 + 𝜇2𝛽2.

Лiва частина рiвняння (7) є аналiтичною функцiєю у пiвплощинi 𝑅𝑒𝑝 < 0, а
права - у пiвплощинi 𝑅𝑒𝑝 > 0. Тодi вiдповiдно до принципу аналiтичного продов-
ження повинна iснувати єдина функцiя, яка є аналiтичною у всiй комплекснiй
площинi i дорiвнює лiвiй i правiй частинам цього рiвняння у вiдповiдних пiв-
площинах. Для її знаходження дослiдимо асимптотичну поведiнку функцiй, що
входять в рiвняння (7), в околi нескiнченно вiддаленої точки. Застосувавши до
асимптотик (4) теорему абелева типу [18], знаходимо

Φ−(𝑝)∼𝑀1Γ(−𝜆)𝑠−1−𝜆𝑝𝜆, Φ+(𝑝)∼𝑀2Γ(−𝜆)𝑠−1−𝜆(−𝑝)𝜆 (𝑝→ ∞). (8)

Формула Стiрлiнга [17] приводить при 𝑝 → ∞ до асимптотик 𝑄+(𝑝)∼(−𝑝)1+𝜆
i 𝑄−(𝑝)∼𝑝−𝜆. З визначення 𝐺±

1 (𝑝) також випливає, що 𝐺±
1 (∞) = 1. Враховую-

чи знайденi вище асимптотики у рiвняннi (7), отримаємо, що його лiва i права
частини на нескiнченностi прямують до нуля, тому за теоремою Лiувiля єдина
аналiтична функцiя тотожно дорiвнює нулю у всiй комплекснiй площинi. Прирiв-
нюючи обидвi частини рiвняння (7) до нуля, отримаємо його точний розв’язок:

Φ+(𝑝) = −
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝜏1𝑠
𝜆𝑖

𝑝+ 1 + 𝜆𝑖

[︂
1− 𝑄+(𝑝)𝐺+

1 (𝑝)

𝑄+(−1− 𝜆𝑖)𝐺
+
1 (−1− 𝜆𝑖)

]︂
(𝑅𝑒𝑝 < 0),

Φ−(𝑝) = 𝜏1
𝑝𝐺−

1 (𝑝)

𝐵𝑄−(𝑝)

∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑠
𝜆𝑖

(𝑝+ 1 + 𝜆𝑖)𝑄+(−1− 𝜆𝑖)𝐺
+
1 (−1− 𝜆𝑖)

(𝑅𝑒𝑝 > 0). (9)

Розрахунок параметрiв контактної зони. З (9) випливає асимптотика

Φ−(𝑝) ∼ 𝜏1𝑝
𝜆

𝐵 exp(𝜆)

∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑠
𝜆𝑖

𝑄+(−1− 𝜆𝑖)𝐺
+
1 (−1− 𝜆𝑖)

. (𝑝→ ∞).

Порiвнюючи цей вираз з (8), отримаємо

𝑀1 =
𝜏1𝑠

1+𝜆

𝐵 exp(𝜆)Γ(−𝜆)
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑠
𝜆𝑖

𝑄+(−1− 𝜆𝑖)𝐺
+
1 (−1− 𝜆𝑖)

.

Оскiльки в кiнцi контактної зони нормальне напруження дорiвнює нулю (тобто
𝜎𝜃(𝑠,±𝜋) = 0) i концентрацiя напружень вiдсутня, повинна виконуватись умова
𝑀1 = 0, з якої випливає рiвняння для визначення довжини зони:∑︁

𝑖

𝐶𝑖𝑠
𝜆𝑖

𝑄+(−1− 𝜆𝑖)𝐺
+
1 (−1− 𝜆𝑖)

= 0. (10)

Отриманий вище розв’язок (9) рiвняння Вiнера-Хопфа (6) дозволяє знайти
трансформанти напружень, застосувавши до яких зворотне перетворення Меллi-
на, за допомогою теореми про лишки прийдемо до компонент тензора напружень
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бiля вершини трiщини в матерiалах з’єднання у виглядi розвинень за степеня-
ми 𝑟:

𝜎𝑚𝑛 (𝑟, 𝜃) = 𝜎0
𝑚𝑛(𝜃) +

∑︁
𝑘

𝑔𝑚𝑛(𝜃, 𝜆
′
𝑘)𝑟

𝜆′
𝑘 (𝑟 → 0),

де 𝜎0
𝑚𝑛(𝜃), 𝑔𝑚𝑛(𝜃, 𝜆

′
𝑘) – вiдомi функцiї, 𝜆′𝑘 — коренi рiвняння

𝐷 (−1− 𝑥) = 0, (11)

що задовольняють умову 𝑅𝑒𝜆′𝑘 > −1. Зокрема, контактне напруження на берегах
трiщини дорiвнює

𝜎𝜃(𝑟, 𝜋) = −
∑︁
𝑘

(1 + 𝜅1)𝜏1𝐷1(−1− 𝜆′𝑘)

sin𝜆′𝑘𝜋 ·𝐷′(−1− 𝜆′𝑘)
𝑄+(−1− 𝜆′𝑘)𝐺

+
1 (−1− 𝜆′𝑘)×

×
∑︁
𝑖

𝐶𝑖𝑠
𝜆𝑖

𝑄+(−1− 𝜆𝑖)𝐺
+
1 (−1− 𝜆𝑖)

(︁𝑟
𝑠

)︁𝜆′
𝑘

(𝑟 6 𝑠);𝐷′(𝑝) = 𝜕𝐷(𝑝)/𝜕𝑝. (12)

Аналiз отриманих результатiв. У вiдповiдностi з пропонованою вище мо-
деллю визначення параметрiв контактної зони здiйснюється у два етапи. Споча-
тку за [11] розраховуються орiєнтацiя пластичної зони i її довжина та напружено-
деформований стан в околi вершини трiщини пiсля появи зони. Отриманi ре-
зультати використовуються далi для розрахунку за формулами (10-12) довжини
контактної зони, показника сингулярностi напружень у вершинi трiщини та кон-
тактного напруження на її берегах.

Для визначеностi приймемо, що кусково-однорiдна площина з мiжфазною
трiщиною довжини 𝐿 навантажена на нескiнченостi однорiдними нормальним
𝑝 > 0 i дотичним 𝑞 напруженнями. Комплексний коефiцiєнт iнтенсивностi на-
пружень визначається за формулами [9]

𝐾 = 𝐾1 + 𝑖𝐾2, 𝐾1 = (𝑝− 2𝜔𝑞)
√
𝜋𝐿/

√
2𝑐ℎ𝜋𝜔, 𝐾2 = (2𝜔𝑝+ 𝑞)

√
𝜋𝐿/

√
2𝑐ℎ𝜋𝜔.

Результати числових розрахункiв при 𝜈1 = 𝜈2 = 0,3 приведенi на рис. 2-
4 для окремих параметрiв задачi, якi вiдповiдають вимогам маломасштабностi
контактної зони та виконанню умови 𝐺1(0) > 0.

а) б)

Рис. 2. Залежнiсть довжини контактної зони вiд безрозмiрного параметра
навантаження (а: 𝑞 = −0,05𝑝, 𝜇 = −0,5) i його конфiгурацiї (б : 𝑓 = 0,4, 𝜇 = −0,5);

1 - 𝐸1/𝐸2 = 0,1; 2 -𝐸1/𝐸2 = 0,3; 3 - 𝐸1/𝐸2 = 0,5.
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Згiдно з рис. 2(а), з утворенням пластичної зони довжина областi контакту
берегiв зростає зi збiльшенням модуля навантаження, заданого безрозмiрним па-
раметром 𝑓 =

√︀
𝑝2 + 𝑞2/𝜏1 (суцiльнi лiнiї), тодi як при вiдсутностi пластичної

зони її залежнiсть вiд модуля навантаження вiдсутня ([19], пунктирна лiнiя).
Розмiр контактної зони виявляється на кiлька порядкiв меншим, нiж довжина
пластичної зони ([11], штрих-пунктирна крива) i на кiлька порядкiв бiльшим за
її ж розмiри при вiдсутностi пластичної зони. При низьких рiвнях навантаження
i малих вiдношеннях 𝐸1/𝐸2 рiвняння (10) не має фiзично коректних розв’язкiв.

а) б)

Рис. 3. Залежнiсть довжини контактної зони вiд вiдношення 𝐸1/𝐸2 (а: 𝜇 = −0,5,
𝑓 = 0,4; 1 - 𝑛 = −0,05; 2 - 𝑛 = 0; 3 - 𝑛 = 0,05) i коефiцiєнта тертя 𝜇 (б :𝑓 = 0,4,

𝑛 = −0,05; 1 - 𝑠/𝐿, 𝐸1/𝐸2 = 0,1; 2 - 10𝑠/𝐿, 𝐸1/𝐸2 = 0,3; 3 - 102𝑠/𝐿, 𝐸1/𝐸2 = 0,5).

Пiсля появи бiчної пластичної зони зберiгається характер залежностi розмiрiв
контактної зони вiд конфiгурацiї навантаження, заданої вiдношенням 𝑛 = 𝑞/𝑝
(рис. 2(б)): як i при вiдсутностi пластичної зони (пунктирна лiнiя, [19]) довжина
контактної зони суттєво зростає зi збiльшенням вкладу дотичного напруження,
що дiє проти годинникової стрiлки в системi координат на рис. 1 (𝑞 < 0).

На розмiри контактної зони суттєво впливає вiдношення модулiв Юнга з’єд-
наних матерiалiв (рис. 3(а)): зi зближенням модулiв пружностi з’єднаних мате-
рiалiв її довжина стрiмко зменшується. В той же час вплив коефiцiєнта тертя є
незначним (рис. 3(б)): довжина контактної зони повiльно збiльшується зi збiль-
шенням тертя.

Рис. 4. Показник сингулярностi напружень бiля вершини трiщини при наявностi
контактної зони (𝜆), пластичної зони (𝜆1, 𝜆2) i обох зон (𝜆′

1) для 𝑓 = 0,4, 𝑛 = −0,05.
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Одночасне утворення пластичної зони i маломасштабної контактної зони сут-
тєво змiнює напружено-деформований стан в околi вершини трiщини. На рис. 4
приведенi графiки залежностi показникiв степеня сингулярностi напружень у
вершинi при наявностi лише контактної зони (𝜆), лише пластичної зони (𝜆1, 𝜆2),
а також при наявностi одночасно як пластичної, так i маломасштабної конта-
ктної зон (𝜆′1). Порiвняння 𝜆 i 𝜆1 з 𝜆′1 показує, що одночасне iснування обох зон
призводить до пiдвищення концентрацiї напружень в околi вершини (𝜆′1 < 𝜆1, 𝜆),
яке вiдповiдно до комплексної моделi усувається завдяки утворенню в нiй областi
деструкцiї [20, 21].

Висновки. Побудовано комплексну модель мiжфазної трiщини, яка пе-
редбачає iснування в околi її вершини маломасштабної областi контакту берегiв,
взаємодiючих за законом сухого тертя, та бiльш розвинутої бiчної пластичної
зони, представленої в рамках моделi Леонова-Панасюка-Дагдейла лiнiєю розри-
ву дотичного перемiщення. Методом Вiнера-Хопфа в умовах плоскої деформацiї
отриманi рiвняння для визначення довжини контактної зони i показника сингу-
лярностi напружень бiля вершини трiщини, знайдено вираз для контактного на-
пруження. Проведено числовий аналiз параметрiв контактної зони, який виявив
залежнiсть її розмiрiв вiд зовнiшнього навантаження, тертя та пружних характе-
ристик з’єднаних матерiалiв. Встановлено, що завдяки утворенню бiля вершини
трiщини бiчної пластичної зони довжина контактної зони стає залежною не лише
вiд конфiгурацiї, але й вiд модуля навантаження, при цьому її значення на кiль-
ка порядкiв виявляється бiльшим, нiж у випадку, коли пластична зона вiдсутня.
Залежнiсть розмiрiв областi контакту берегiв трiщини вiд коефiцiєнта тертя мiж
ними виявляється незначною. Довжина контактної зони є екстремально малою
для матерiалiв з близькими значеннями модулiв пружностi з’єднаних матерiалiв.
Виявлено зростання концентрацiї напружень бiля вершини трiщини при одноча-
снiй появi бiчної пластичної зони та контакту берегiв, яке може бути усунено
завдяки утворенню зони деструкцiї матерiалу у прилеглiй до вершини трiщини
частинi пластичної зони.
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Дудик М. В.
Влияние пластичной зоны вблизи вершины межфазной трещины на контакт
ее берегов

Резюме

В условиях плоской деформации методом Винера-Хопфа выполнен расчет маломас-
штабной контактной зоны вблизи вершины межфазной трещины при условии образо-
вания в ее окрестности боковой пластичной зоны. В области контакта допускается сухое
трение берегов по закону Кулона. Определены размеры контактной зоны, найдено вы-
ражение для контактного напряжения и уравнения для расчета показателя сингуляр-
ности напряжений. Исследовано влияние нагрузки, коэффициента трения и упругих
характеристик соединенных материалов на размеры контактной зоны. Показано, что
при наличии пластичной зоны длина контактной зоны становится зависимой не только
от конфигурации, но и от величины внешней нагрузки.
Ключевые слова: межфазная трещина, пластичная зона, контакт берегов.

Dudyk M. V.
Influence of plastic zone near the tip of interfacial crack on the contact of
its lips

Summary

We have developed a complex model of the prefracture zone near the tip of an interface crack

that assumes the existence, in its vicinity, of a small-scale contact region of its faces interact-

ing according to the law of dry friction and a more developed lateral plastic zone represented

within the framework of the Leonov–Panasyuk–Dugdale model by the line of discontinuity

of the tangential displacement. Using the Wiener–Hopf method, for the conditions of plane

deformation, we have obtained equations for the determination of the length of the contact

zone and stress singularity index near the crack tip and found an expression for the contact

stress. We have performed numerical analysis of the parameters of the contact zone, which

revealed the dependence of the sizes of the zone on the external load, friction, and elastic

characteristics of the joined materials. We have established that the length of the contact

zone increases substantially as the value of the load, particularly its tangential component,

increases, whereas as the moduli of elasticity of the joined materials become closer, the length

of the contact zone decreases exponentially. At the same time, its dependence on the friction

coefficient is less pronounced: with enhancement of friction of the faces, the length of the

contact zone increases slightly. We have established an increase in the stress concentration

near the crack tip at the simultaneous appearance of the lateral plastic zone and contact of

the faces, which can be prevented by the formation of the destruction zone of the material

in a part of the plastic zone adjacent to the crack tip.

Key words: interfacial crack, plastic zone, contact zone.
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