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НЕЛIНIЙНА МОДЕЛЬ ФРИКЦIЙНО-УДАРНОЇ ВЗАЄМОДIЇ
ТВЕРДОГО ТIЛА З ТВЕРДОЮ ШОРСТКОЮ ПЛОЩИНОЮ

Дослiджено динамiку редукованої до першого порядку ланцюгової вiброударної систе-
ми з кулоновим тертям, яка пропонується в якостi моделi явищ, що вiдбуваються пiд час
косого удару твердого тiла та абсолютно твердої шорсткої площини. Багатократнi удари
з тертям були дослiдженi за допомогою гiпотези Рауса. Було запропоновано розглядати
кожен удар, як такий, що складається з двох послiдовних стадiй. Перша стадiя являє
собою рух ланцюгової вiброударної системи без наявностi контакту з твердою шорс-
ткою площиною. Друга стадiя являє собою ковзання з кулоновим тертям ланцюгової
вiброударної системи по твердiй шорсткiй площинi. Показано, що можливiсть повно-
го затухання коливань у ланцюговiй вiброударнiй системi залежить вiд iнтервалу часу
мiж двома послiдовними ударами.
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Вступ. При дослiдженнi динамiки багатьох типiв машин доводиться мати
справу з вiброударними системами (ВУС), особливiстю яких є те, що вони здiй-
снюють коливальний рух, в процесi якого мiж їхнiми окремими ланками вiдбу-
ваються удари [1–3]. Часто ВУС моделюють за допомогою ланцюгових (рядних)
систем абсолютно твердих тiл, з’єднаних мiж собою безiнерцiйними пружними
елементами. Як правило, ланцюговi системи твердих тiл описують за допомогою
систем звичайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь, порядок яких iнодi може
бути знижений [1,2]. Ланцюгова ВУС з кулоновим тертям є нелiнiйною [4]. Проте,
якщо розглядати нелiнiйнi сили кулонового тертя як зовнiшнi по вiдношенню до
лiнiйної пiдсистеми, то порядок останньої iнодi може бути знижений за допомо-
гою методу редукцiї лiнiйних систем, що управляються [5–7]. У таких випадках
ланцюгова ВУС з кулоновим тертям може бути апроксимована системою бiльш
низького порядку. В данiй роботi дослiджується динамiка редукованої до пер-
шого порядку ланцюгової ВУС з кулоновим тертям, яка пропонується в якостi
моделi явищ, що вiдбуваються пiд час косого удару твердого тiла та абсолютно
твердої шорсткої площини.

Основнi результати
1. Постановка задачi. Розглянемо плоскопаралельний поступальний рух

системи двох абсолютно твердих тiл (рис. 1 i 2) пiд дiєю сили ваги. Тiла зв’язанi
пружиною з в’язким демпфером. Цю систему будемо називати умовно «цилiндр-
поршень».
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Рис. 1 Рис. 2

Пiд час руху система може бути або вiльною (рис. 1), або її перемiщення у
просторi буде обмежене недеформiвною горизонтальною площиною (рис. 2). По-
значимо масу поршня, як 𝑚𝑝, а масу цилiндра разом з дном — як 𝑚𝑐. Цилiндр
вважаємо недеформiвним, тобто рух поршня вiдносно дна цилiндра у горизон-
тальному напрямку неможливий. Декартова система координат 𝑂𝜉𝜂 iнерцiальна,
а система осей 𝑂1𝑥𝑦 зв’язана з дном цилiндра i має початок в точцi 𝑂1, яка знахо-
диться у центрi зовнiшньої поверхнi дна цилiндра. Центри мас цилiндра i поршня
знаходяться на осi симетрiї цилiндра i поршня, яка при вказаному виборi системи
осей 𝑂1𝑥𝑦 збiгається з вiссю 𝑂1𝑦. Точки крiплення пружини до цилiндра i пор-
шня також знаходяться на осi 𝑂1𝑦. Оскiльки цилiндр i поршень недеформiвнi, то
при вказаному виборi системи осей 𝑂1𝑥𝑦 змiна довжини пружини дорiвнює змiнi
координати 𝑦 центра мас поршня у системi 𝑂1𝑥𝑦. Значення координати 𝑦, при
якому пружина недеформована, дорiвнює 𝑙. Жорсткiсть пружини дорiвнює 𝑐, а її
коефiцiєнт дисипацiї — 2𝑛. Очевидно, що положення точок системи у будь-який
момент часу може бути визначене за допомогою абсциси 𝜉 i ординати 𝜂 точки
𝑂1 дна цилiндра, а також ординати 𝑦. Через наявнiсть абсолютно твердої шорс-
ткої площини рух системи обмежений неiдеальною неутримуючою геометричною
в’яззю, рiвняння якої:

Φ (𝜉, 𝜂, 𝑦) = 𝜂 > 0, (1)

де знак рiвностi має мiсце тодi, коли цилiндр перебуває у контактi з площиною. Зi
сказаного випливає, що механiчна система, яка вивчається, матиме три ступеня
вiльностi при 𝜂 > 0 i два ступеня вiльностi при 𝜂 = 0.

Будемо вважати, що пiд час руху поршня вiдносно цилiндра у вертикальному
напрямку на поршень з боку цилiндра дiє сила кулонового тертя 𝑄, обумовлена
тертям поршня об стiнки цилiндра. Силу кулонового тертя 𝑄 будемо описувати
за допомогою залежностi:

𝑄 =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑞0sign (𝑦̇) при 𝑦̇ ̸= 0,
−𝑞0sign (

∑︀
𝐹𝐴) при 𝑦̇ = 0 i |

∑︀
𝐹𝐴| > 𝑞0,

−
∑︀
𝐹𝐴 при 𝑦̇ = 0 i |

∑︀
𝐹𝐴| 6 𝑞0,

(2)
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де 𝑞0 — додатна стала, що має розмiрнiсть сили, 𝑦̇ — швидкiсть руху у верти-
кальному напрямку поршня вiдносно цилiндра i

∑︀
𝐹𝐴 — сума проекцiй на вiсь

𝑂1𝑦 активних сил i сил iнерцiї, що дiють на поршень у рухомiй системi вiдлiку
𝑂1𝑥𝑦. У формулi (2) другий рядок вiдповiдає ситуацiї, коли 𝑦̇, проходячи через
нуль, миттєво змiнює знак, а третiй дає значення сили тертя спокою, коли 𝑦̇ = 0
i 𝑦 = 0 протягом певного скiнченного промiжку часу (поки виконується умова
|
∑︀
𝐹𝐴| 6 𝑞0).
Рух системи, що вивчається, може бути представлений у виглядi декiлькох

однотипних циклiв. Номер циклу позначатимемо iндексом який може набувати
значень 1, 2, 3, . . . . У кожному циклi буде двi стадiї:

1) рух при вiдсутностi контакту з поверхнею 𝜂 = 0, що вiдбувається на iнтер-
валi часу 𝑡 ∈ [𝑡𝑘−1,2; 𝑡𝑘1] (де 𝑡𝑘−1,2 — момент часу, коли закiнчується друга
стадiя 𝑘− 1-го циклу, а 𝑡𝑘1 — момент часу, коли закiнчується перша стадiя
𝑘-го циклу). Вiдзначимо, що тут i в подальшому при 𝑘 = 1 замiсть 𝑡𝑘−1,2

буде початковий момент часу 𝑡0 = 0.

2) пiсля досягнення цилiндром у момент часу 𝑡𝑘1 в’язi 𝜂 = 0 виникає реакцiя
в’язi i вiдбувається ковзний сповiльнений рух цилiндра вздовж площини на
iнтервалi часу 𝑡 ∈ (𝑡𝑘1; 𝑡𝑘2). Сила реакцiї, яка дiє на цилiндр на вказаному
iнтервалi часу, може бути розкладена на нормальну до площини складову
𝑁 i тангенцiальну (дотичну) до площини складову 𝐹𝑇 , котра являє собою
силу кулонового тертя мiж дном цилiндра i площиною.

Очевидно, може трапитися ситуацiя, коли реакцiя в’язi 𝜂 = 0 не обертається
в нуль на другiй стадiї циклу. У цьому випадку система залишається на другiй
стадiї руху нескiнченно довго, перехiд на наступний цикл не вiдбувається, а 𝑡𝑘2
для даного циклу не iснує.

Задача даного дослiдження полягає у визначеннi величин 𝑡𝑘2 i 𝑡𝑘2. Для роз-
в’язку цiєї задачi i дослiдження закону руху системи необхiдно побудувати її
механiко-математичну модель.

2. Рiвняння динамiки системи, що вивчається. Цi рiвняння мають у
декартовiй системi координат 𝑂𝜉𝜂 вигляд:

𝑀𝜉 = 𝐹𝑇 ,
𝑚𝑐𝜂 = −𝑚𝑐𝑔 + 𝑐 (𝑦 − 𝑙) + 2𝑛𝑦̇ −𝑄+𝑁,
𝑚𝑝 (𝜂 + 𝑦) = −𝑚𝑝𝑔 − 𝑐 (𝑦 − 𝑙)− 2𝑛𝑦̇ +𝑄,

(3)

де було враховано, що ордината 𝑚𝑝 у системi 𝑂𝜉𝜂 дорiвнює 𝜂 + 𝑦, а також той
факт, що вздовж осi 𝑂𝜉 система рухається, як єдине цiле. У рiвняннях (3) 𝑀 =

𝑚𝑐 +𝑚𝑝, а 𝑔 = 9, 81м/с2 – прискорення вiльного падiння. Розв’язуючи рiвняння
(3) вiдносно других похiдних i виконуючи очевиднi алгебраїчнi перетворення,
отримуємо:

𝑀𝜉 = 𝐹𝑇 , 𝑚𝑐𝜂 = −𝑚𝑐𝑔 + 𝑐 (𝑦 − 𝑙) + 2𝑛𝑦̇ −𝑄+𝑁,

𝑚𝑐𝑚𝑝

𝑀
𝑦 + 𝑐 (𝑦 − 𝑙) + 2𝑛𝑦̇ = 𝑄− 𝑚𝑝

𝑀
𝑁. (4)

Для того, щоб дослiдити рух системи за допомогою рiвнянь (4), треба знайти
невiдомi значення складових реакцiй 𝑁 , 𝐹𝑇 i 𝑄.
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Розглянемо спочатку силу кулонового тертя 𝑄. Очевидно, спiввiдношення (2)
дозволяють одразу знайти значення 𝑄 у випадку, коли 𝑦̇ ̸= 0. У випадку, коли
𝑦̇ = 0, необхiдно iще знайти

∑︀
𝐹𝐴. Для того, щоб це зробити, застосуємо принцип

Даламбера до останнього з рiвнянь (4). Покладаючи у даному рiвняннi 𝑦̇ = 0 i
𝑦 = 0, отримуємо:

𝑄 = 𝑐 (𝑦 − 𝑙) +
𝑚𝑝

𝑀
𝑁 при 𝑦̇ = 0 i 𝑦 = 0. (5)

Порiвнюючи (5) з останнiм рядком у (2), який вiдповiдає ситуацiї, коли 𝑦̇ = 0 i
𝑦 = 0, отримуємо: ∑︁

𝐹𝐴 = −𝑐 (𝑦 − 𝑙)− 𝑚𝑝

𝑀
𝑁. (6)

Для того, щоб визначити 𝑄 за допомогою (2) i (6), необхiдно визначити скла-
дову реакцiї 𝑁 , яка входить до (6). У випадку, коли 𝑦̇ = 0 i 𝑦 = 0, це можна
зробити, якщо згадати, що при цьому поршень не рухається вiдносно цилiндра, а
отже, система матиме тi ж самi властивостi, що i абсолютно тверде тiло з масою
𝑀 = 𝑚𝑐 +𝑚𝑝. Таким чином, враховуючи рiвняння неутримуючої геометричної
в’язi (1), можемо записати:

𝑁 =

{︃
0 при 𝜂 > 0,
𝑀𝑔 при 𝜂 = 0, 𝑦̇ = 0 i 𝑦 = 0.

(7)

Пiдставляючи (6) i (7) у (2), отримаємо:

𝑄 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑞0sign (𝑦̇) при 𝑦̇ ̸= 0,
𝑞0sign (𝑐 (𝑦 − 𝑙)) при 𝑦̇ = 0, 𝜂 > 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙)| > 𝑞0,
𝑐 (𝑦 − 𝑙) при 𝑦̇ = 0, 𝜂 > 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙)| 6 𝑞0,
𝑞0sign (𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔) при 𝑦̇ = 0, 𝜂 = 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| > 𝑞0,
𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔 при 𝑦̇ = 0, 𝜂 = 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| 6 𝑞0.

(8)

Формула (7) визначає нормальну складову реакцiї 𝑁 при 𝜂 > 0 i у випадку,
коли 𝜂 = 0, 𝑦̇ = 0 i 𝑦 = 0 Для того, щоб знайти 𝑁 в загальному випадку, пiдста-
вимо рiвняння в’язi (1) i спiввiдношення (8) у друге рiвняння (4) i скористаємося
принципом Даламбера. В результатi отримаємо:

𝑁 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 при 𝜂 > 0,
𝑚𝑐𝑔 − 𝑐 (𝑦 − 𝑙)− 2𝑛𝑦̇ − 𝑞0sign (𝑦̇) при 𝜂 = 0 i 𝑦̇ ̸= 0,
𝑚𝑐𝑔 − 𝑐 (𝑦 − 𝑙) + 𝑞0sign (𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔) при 𝜂 = 0, 𝑦̇ = 0 i

|𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| > 𝑞0,
𝑀𝑔 при 𝜂 = 0, 𝑦̇ = 0 i

|𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| 6 𝑞0.

(9)

У спiввiдношеннi (9) враховано той факт, що ситуацiя 𝑦 = 0 має мiсце тодi i тiльки
тодi, коли |𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| 6 𝑞0. Зазначимо, що оскiльки в’язь (1) неутримуюча,
то має виконуватися умова 𝑁 > 0. Причому, якщо пiд час ковзання цилiндра
вздовж площини 𝜂 = 0 складова реакцiї 𝑁 обертається в нуль, то має мiсце
вiдскакування цилiндра вiд в’язi.
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Що стосується дотичної складової реакцiї 𝐹𝑇 , то, оскiльки вона є єдиною си-
лою, що дiє на систему в напрямку осi𝑂𝜉, можемо, застосовуючи закон Амонтона-
Кулона i враховуючи, що 𝑁 > 0, записати:

𝐹𝑇 = −𝜇𝑁sign
(︁
𝜉
)︁
, (10)

де 𝜇 – коефiцiєнт тертя ковзання.
Рiвняння динамiки (4) разом зi складовими реакцiй, записаними у виглядi

спiввiдношень (8), (9) i (10), дозволяють повнiстю дослiдити рух системи, що
вивчається.

3. Рух системи при вiдсутностi контакту iз площиною. Перша стадiя
кожного циклу руху характеризується вiдсутнiстю контакту системи, що вивчає-
ться, з поверхнею. При цьому виконується нерiвнiсть 𝜂 > 0. Таким чином, пiдста-
новка (8), (9) i (10) у (4) з урахуванням вказаної нерiвностi дозволяє отримати
систему рiвнянь:

𝜉 = 0,

𝑚𝑐𝜂 =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑚𝑐𝑔 + 𝑐 (𝑦 − 𝑙) + 2𝑛𝑦̇ + 𝑞0sign (𝑦̇) при 𝑦̇ ̸= 0,
−𝑚𝑐𝑔 + 𝑐 (𝑦 − 𝑙)− 𝑞0sign (𝑐 (𝑦 − 𝑙)) при 𝑦̇ = 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙)| > 𝑞0,
−𝑚𝑐𝑔 при 𝑦̇ = 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙)| 6 𝑞0,

𝑚𝑐𝑚𝑝

𝑀 𝑦 =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑐 (𝑦 − 𝑙)− 2𝑛𝑦̇ − 𝑞0sign (𝑦̇) при 𝑦̇ ̸= 0,
−𝑐 (𝑦 − 𝑙) + 𝑞0sign (𝑐 (𝑦 − 𝑙)) при 𝑦̇ = 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙)| > 𝑞0,
0 при 𝑦̇ = 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙)| 6 𝑞0,

(11)

Система (11) являє собою систему трьох звичайних диференцiальних рiвнянь,
причому друге i третє рiвняння мають змiнну структуру. Початковi умови на
першiй стадiї першого циклу руху (тобто при 𝑘 = 1) визначаються за умовою
задачi i мають вигляд:

𝜉 (0) = 0, 𝜉 (0) = 𝜉0, 𝜂 (0) = 𝜂0, 𝜂̇ (0) = 0, 𝑦 (0) = 𝑙, 𝑦̇ (0) = 0. (12)

На усiх iнших циклах руху (𝑘 > 1) початковi умови мають вигляд: 𝜉 (𝑡𝑘−1,2),
𝜉 (𝑡𝑘−1,2), 𝜂 (𝑡𝑘−1,2) = 0, 𝜂̇ (𝑡𝑘−1,2) = 0, 𝑦 (𝑡𝑘−1,2) i 𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2) i являють собою значе-
ння координат i швидкостей 𝜉, 𝜉, 𝜂, 𝜂̇, 𝑦 i 𝑦̇ вiдповiдно у момент часу 𝑡𝑘−1,2, в який
вiдбувається перехiд вiд другої стадiї 𝑘− 1-го циклу до першої стадiї 𝑘-го циклу.
Значення координати 𝜂 (𝑡𝑘−1,2) i швидкостi 𝜂̇ (𝑡𝑘−1,2) були отриманi з рiвняння
в’язi (1).

Розглянемо спочатку систему рiвнянь (11) на першiй стадiї першого (𝑘 = 1)
циклу руху. Оскiльки початковi умови мають вигляд (12), то можна помiтити,
що на першiй стадiї першого циклу виконуються умови 𝑦̇ = 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙)| = 0 < 𝑞0,
а, отже, система (11) зводиться до:

𝜉 = 0, 𝜂 = −𝑔, 𝑦 = 0. (13)

Рiвняння системи (13) при початкових умовах (12) мають розв’язок:

𝜉 = 𝜉0𝑡, 𝜉 = 𝜉0, 𝜂 = 𝜂0 −
𝑔𝑡2

2
, 𝜂̇ = −𝑔𝑡, 𝑦 = 𝑙, 𝑦̇ = 0. (14)
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Для того, щоб розв’язати систему (11) при 𝑘 > 1, зазначимо, що перше i
третє рiвняння можуть бути розв’язанi незалежно вiд другого i одне вiд одного.
Розв’язок першого рiвняння системи (11) загальновiдомий i має при 𝑘 > 1 вигляд:

𝜉 = 𝜉 (𝑡𝑘−1,2) + 𝜉 (𝑡𝑘−1,2) (𝑡− 𝑡𝑘−1,2) , 𝜉 = 𝜉 (𝑡𝑘−1,2) . (15)

У роботi [9] було наведено аналiтичний i чисельний розв’язки диференцiаль-
ного рiвняння, що має вигляд, аналогiчний до третього рiвняння системи (11).
Будемо вважати, що за умовою задачi виконується нерiвнiсть 𝑐 > 𝑛2𝑀

𝑚𝑐𝑚𝑝
. Спираю-

чись на результати, отриманi у вказанiй роботi, знаходимо аналiтичний розв’язок
третього рiвняння системи (11) при 𝑘 > 1 i за умови, що 𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2) ̸= 0, у виглядi:

𝑦̇ = −𝐴𝑘𝑖𝛿𝑒−𝛿𝑡cos (𝜔𝑡+ 𝜙𝑘)−𝐴𝑘𝑖𝜔𝑒
−𝛿𝑡sin (𝜔𝑡+ 𝜙𝑘) ,

𝑦 = 𝐴𝑘𝑖𝑒
−𝛿𝑡cos (𝜔𝑡+ 𝜙𝑘) + 𝑙 − 𝑞0

𝑐
sign (𝑦̇) , 𝑖 = 0, 1, 2, ...,

𝜙𝑘 = arctg
(𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2) +𝐵𝛿) cos𝜔𝑡𝑘−1,2 +𝐵𝜔sin𝜔𝑡𝑘−1,2

(𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2) +𝐵𝛿) sin𝜔𝑡𝑘−1,2 −𝐵𝜔cos𝜔𝑡𝑘−1,2
, (16)

𝐵 = 𝑦 (𝑡𝑘−1,2)− 𝑙 +
𝑞0
𝑐

sign (𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2)) ,

𝛿 =
𝑛𝑀

𝑚𝑐𝑚𝑝
, 𝜔 =

√︃
𝑐𝑀

𝑚𝑐𝑚𝑝
− 𝑛2𝑀2

𝑚2
𝑐𝑚

2
𝑝

.

Iндекс 𝑖 у розв’язку (16) дорiвнює нулю у моменти часу 𝑡𝑘−1,2 i збiльшується на
одиницю кожен раз, коли система проходить через 𝑦̇ = 0. Моменти часу 𝑇𝑘𝑖, в якi
система 𝑖-й раз проходить через 𝑦̇ = 0 на 𝑘-му циклi, визначаються за формулою:

𝑇𝑘𝑖 = − 1

𝜔

(︂
arctg

𝛿

𝜔
+ 𝜙𝑘 − 𝜋 (𝑝𝑘 + 𝑖− 1)

)︂
, (17)

де 𝑝𝑘 – найменше цiле число, для якого виконується умова 𝑇𝑘𝑖 > 𝑡𝑘−1,2. Знаючи
𝑇𝑘𝑖, можна визначити величини 𝐴𝑘𝑖 за допомогою спiввiдношень:

𝐴𝑘,0 =
𝑒𝛿𝑡𝑘−1,2

𝜔

√︁
𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2)

2
+𝐵2 (𝛿2 + 𝜔2) + 2𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2)𝐵𝛿,

𝐴𝑘𝑖 = 𝐴𝑘,0 −
2𝑞0
𝑐

√
𝛿2 + 𝜔2

𝜔
𝑒𝛿𝑇𝑘𝑖

𝑖−1∑︁
𝛼=0

𝑒−
𝛿𝜋𝛼
𝜔 , (𝑖 > 0) , (18)

де 𝐵 визначено у формулах (16).
Кожен раз, коли має мiсце ситуацiя 𝑦̇ = 0, необхiдно перевiряти, чи виконує-

ться умова |𝑐 (𝑦 − 𝑙)| > 𝑞0. Якщо дана умова виконується, то швидкiсть 𝑦̇ змiнює
знак при проходженнi через нульове значення, якщо нi – залишається нулем до
тих пiр, поки ця умова не почне виконуватися. Як бачимо, для перевiрки викона-
ння вказаної умови необхiдно знати значення координати 𝑦 у моменти часу 𝑇𝑘𝑖,
тобто 𝑦 (𝑇𝑘𝑖). Значення 𝑦 (𝑇𝑘𝑖) можна знайти шляхом пiдстановки (17) i (18) у
(16). В результатi маємо:

𝑦 (𝑇𝑘𝑖) =

(︃
𝐴𝑘,0𝑒

−𝛿𝑇𝑘𝑖
𝜔√

𝛿2 + 𝜔2
− 2𝑞0

𝑐

𝑖−1∑︁
𝛼=0

𝑒−
𝛿𝜋𝛼
𝜔 +

𝑞0
𝑐

)︃
(−1)

𝑝𝑘+𝑖−1
+ 𝑙, (19)
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Якщо у певний момент часу 𝑇𝑘𝑖 має мiсце нерiвнiсть |𝑐 (𝑦 (𝑇𝑘𝑖)− 𝑙)| 6 𝑞0, то
рух поршня вiдносно цилiндра припиняється i, починаючи з даного моменту часу,
розв’язок третього рiвняння системи (11) має вигляд:

𝑦 = 𝑦 (𝑇𝑘𝑖) , 𝑦̇ = 0. (20)

Ситуацiя, котра описується спiввiдношеннями (20), матиме мiсце до тих пiр, поки
у момент часу 𝑡𝑘1 поршень не почне рух вiдносно цилiндра в результатi удару
останнього об площину 𝜂 = 0.

Формули (16)-(20) являють собою розв’язок третього рiвняння системи (11)
за умови, що початкова швидкiсть 𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2) ̸= 0. Якщо ж має мiсце ситуацiя,
коли 𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2) = 0 i |𝑐 (𝑦 (𝑡𝑘−1,2)− 𝑙)| > 𝑞0, то розв’язок визначатиметься форму-
лами, що мають той самий вигляд, що i (16)-(20), але з тiєю рiзницею, що замiсть
sign (𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2)) у цих формулах буде (−sign [𝑐 (𝑦 (𝑡𝑘−1,2)− 𝑙)]). Що ж стосується
ситуацiї, коли 𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2) = 0 i |𝑐 (𝑦 (𝑡𝑘−1,2)− 𝑙)| 6 𝑞0, то її немає сенсу розгляда-
ти, оскiльки у такому випадку рух поршня вiдносно цилiндра буде вiдсутнiй, а,
отже, цилiндр не вiдiрветься вiд площини 𝜂 = 0 i перехiд на наступний цикл не
вiдбудеться.

Залишається знайти розв’язок другого рiвняння системи (11). Для того, щоб
це зробити, додамо друге i третє рiвняння даної системи. В результатi отримаємо:

𝑑2

𝑑𝑡2

(︁
𝜂 +

𝑚𝑝

𝑀
𝑦
)︁
= −𝑔. (21)

Нескладно переконатися у тому, що рiвняння (21) описує рух центра мас у вер-
тикальному напрямку в системi 𝑂𝜉𝜂. Розв’язуючи дане рiвняння при початкових
умовах, що були визначенi вище, знаходимо значення координати 𝜂 i швидкостi
𝜂̇ у виглядi:

𝜂 =
𝑚𝑝

𝑀
(𝑦 (𝑡𝑘−1,2)− 𝑦) +

𝑚𝑝

𝑀
𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2) (𝑡− 𝑡𝑘−1,2)−

𝑔 (𝑡− 𝑡𝑘−1,2)
2

2
,

𝜂̇ =
𝑚𝑝

𝑀
(𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2)− 𝑦̇)− 𝑔 (𝑡− 𝑡𝑘−1,2) , (22)

де 𝑦 i 𝑦̇ визначаються за допомогою формул (16)-(20).
Формули (14)-(20) i (22) являють собою розв’язок диференцiальних рiвнянь

(11), якi описують динамiку системи при 𝜂 > 0. У моменти часу 𝑡𝑘1 дана умо-
ва перестає виконуватися, оскiльки на систему накладається геометрична в’язь
𝜂 = 0. На першiй стадiї першого циклу вiдповiдний момент часу 𝑡1,1 може бути
знайдений iз розв’язку (14), якщо покласти 𝜂 = 0 у вiдповiдному спiввiдношеннi.
В результатi маємо:

𝑡1,1 =

√︂
2𝜂0
𝑔
. (23)

Моменти часу 𝑡𝑘1 при 𝑘 > 1 визначаються з першого спiввiдношення (22), якщо
у ньому покласти 𝜂 = 0. Алгебраїчне рiвняння вiдносно 𝑡𝑘1, отримане вказаним
шляхом, може бути розв’язане аналiтично лише у тому випадку, коли рух поршня
вiдносно цилiндра припинився пiд дiєю сил кулонового тертя ранiше, нiж виник
контакт з поверхнею 𝜂 = 0. Дiйсно, пiсля того, як рух поршня вiдносно цилiндра
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припинився, розв’язок третього рiвняння системи (11) має вигляд (20). Якщо
пiдставити (20) у перше iз спiввiдношень (22) i покласти 𝜂 = 0, то отримаємо
алгебраїчне рiвняння, яке має аналiтичний розв’язок:

𝑡𝑘1 = 𝑡𝑘−1,2 +
1
𝑔
𝑚𝑝

𝑀 𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2)+

+ 1
𝑔

√︁(︀𝑚𝑝

𝑀 𝑦̇ (𝑡𝑘−1,2)
)︀2 − 2𝑔

𝑚𝑝

𝑀 (𝑦 (𝑇𝑘𝑖)− 𝑦 (𝑡𝑘−1,2)),
(24)

де 𝑘 > 1, а 𝑦 (𝑇𝑘𝑖) визначається за формулами (20).
Якщо рух поршня не припинився за час, поки виконується умова 𝜂 > 0, то

алгебраїчне рiвняння вiдносно 𝑡𝑘1 при 𝑘 > 1 не може бути розв’язане аналiтично,
оскiльки координата 𝑦, що входить до першого спiввiдношення (22), визначається
за формулами (16). Для чисельного розв’язку вказаного алгебраїчного рiвняння
може бути застосований метод хорд [8].

4. Рух системи при наявностi контакту iз площиною. У моменти ча-
су 𝑡𝑘1 на систему накладається геометрична в’язь (1). При цьому вiдбувається
абсолютно непружний механiчний удар абсолютно твердого цилiндра маси 𝑚𝑐

з абсолютно твердою шорсткою площиною. Нормальна до площини складова 𝜂̇
швидкостi цилiндра обертається при ударi в нуль. Отже, маємо:

̃̇︀𝜂 (𝑡𝑘1) = 0. (25)

Тут i далi позначення «∼» над символом означає, що мається на увазi значення
величини, яке вона має матиме пiсля удару.

Оскiльки мiж площиною i цилiндром при контактi виникають сили кулоново-
го тертя, то в результатi механiчного удару змiнюватиметься не лише нормальна
𝜂̇, а й дотична 𝜉 складова швидкостi цилiндра. Визначити миттєву змiну дотичної
складової швидкостi, коли вiдома миттєва змiна нормальної складової швидко-
стi, можна за допомогою гiпотези Рауса [10,11] Згiдно з цiєю гiпотезою, дотична
складова швидкостi в результатi удару може або зменшитися за модулем (але не
змiнити знак) на певну величину, або обернутися в нуль. Застосовуючи гiпоте-
зу Рауса до системи, що вивчається, знаходимо дотичну до площини складову
швидкостi пiсля миттєвого накладання в’язi (1) у виглядi:

̃̇︀𝜉 (𝑡𝑘1) =
⎧⎨⎩𝜉 (𝑡𝑘1)−

𝜇𝑚𝑐|𝜂̇(𝑡𝑘1)|sign(𝜉(𝑡𝑘1))
𝑀 при 𝑀

⃒⃒⃒
𝜉 (𝑡𝑘1)

⃒⃒⃒
> 𝜇𝑚𝑐 |𝜂̇ (𝑡𝑘1)| ,

0 при 𝑀
⃒⃒⃒
𝜉 (𝑡𝑘1)

⃒⃒⃒
6 𝜇𝑚𝑐 |𝜂̇ (𝑡𝑘1)| .

(26)

Варто зазначити, що величина ̃̇︀𝜉 (𝑡𝑘1), визначена спiввiдношенням (26), являє
собою горизонтальну складову швидкостi i цилiндра i поршня, оскiльки у гори-
зонтальному напрямку система рухається, як єдине цiле.

Вертикальна складова швидкостi поршня у системi координат 𝑂𝜉𝜂 не змiни-
ться при миттєвому накладаннi в’язi 𝜂 = 0. А от у системi координат 𝑂1𝑥𝑦 вона
змiниться, оскiльки точка 𝑂1 зв’язана з цилiндром, нормальна складова швид-
костi якого при ударi обертається в нуль. Отже, враховуючи сказане i формулу
(25), знаходимо значення вертикальної складової швидкостi поршня у системi
координат 𝑂1𝑥𝑦 у виглядi:

̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1) = 𝜂̇ (𝑡𝑘1) + 𝑦̇ (𝑡𝑘1) . (27)
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Що ж стосується значень координат, то вони при ударi абсолютно твердих
тiл не змiнюються. Отже, враховуючи, що у моменти часу 𝑡𝑘1 на систему накла-
дається в’язь 𝜂 = 0, можемо записати:̃︀𝜉 (𝑡𝑘1) = 𝜉 (𝑡𝑘1) , ̃︀𝜂 (𝑡𝑘1) = 𝜂 (𝑡𝑘1) = 0, ̃︀𝑦 (𝑡𝑘1) = 𝑦 (𝑡𝑘1) . (28)

Рiвняння динамiки (4) з урахуванням (8), (9) i (10), а також рiвностi 𝜂 = 0,
мають вигляд:

𝑀𝜉 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐹1𝜉 при 𝑦̇ ̸= 0,
𝐹2𝜉 при 𝑦̇ = 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| > 𝑞0,

−𝜇𝑀𝑔sign
(︁
𝜉
)︁

при 𝑦̇ = 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| 6 𝑞0,
𝜂 = 0,

𝑚𝑝𝑦 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹1𝑦 при 𝑦̇ ̸= 0,
𝐹2𝑦 при 𝑦̇ = 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| > 𝑞0,
0 при 𝑦̇ = 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| 6 𝑞0,

𝐹1𝜉 = −𝜇 (𝑚𝑐𝑔 − 𝑐 (𝑦 − 𝑙)− 2𝑛𝑦̇ − 𝑞0sign (𝑦̇)) sign
(︁
𝜉
)︁
,

𝐹2𝜉 = −𝜇 (𝑚𝑐𝑔 − 𝑐 (𝑦 − 𝑙) + 𝑞0sign (𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔)) sign
(︁
𝜉
)︁
,

𝐹1𝑦 = −𝑐 (𝑦 − 𝑙)− 2𝑛𝑦̇ −𝑚𝑝𝑔 − 𝑞0sign (𝑦̇) ,
𝐹2𝑦 = −𝑐 (𝑦 − 𝑙)−𝑚𝑝𝑔 + 𝑞0sign (𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔) .

(29)

Рiвняння (29) описують динамiку системи при 𝜂 = 0. Початковий момент
часу дорiвнює 𝑡𝑘1, а початковi значення координат i швидкостей визначаються
за формулами (25)-(28).

Друге i третє рiвняння системи (29) можуть бути розв’язанi незалежно вiд
першого i одне вiд одного. Друге рiвняння має розв’язок:

𝜂 = ̃︀𝜂 (𝑡𝑘1) = 0, 𝜂̇ = ̃̇︀𝜂 (𝑡𝑘1) = 0, (30)

який узгоджується з рiвнянням в’язi 𝜂 = 0.
Третє рiвняння системи (29) має тi ж самi властивостi, що i третє рiвняння

системи (11), а, отже, може бути розв’язане у аналогiчний спосiб. За умови, що
початкова швидкiсть ̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1) ̸= 0, третє рiвняння системи (29) має при початкових
умовах (25)-(28) розв’язок:

𝑦̇ = − ̃︀𝐴𝑘𝑖̃︀𝛿𝑒−̃︀𝛿𝑡cos (̃︀𝜔𝑡+ ̃︀𝜙𝑘)− ̃︀𝐴𝑘𝑖̃︀𝜔𝑒−̃︀𝛿𝑡sin (̃︀𝜔𝑡+ ̃︀𝜙𝑘) ,
𝑦 = ̃︀𝐴𝑘𝑖𝑒−̃︀𝛿𝑡cos (̃︀𝜔𝑡+ ̃︀𝜙𝑘) + 𝑙 − 𝑚𝑝𝑔

𝑐
− 𝑞0

𝑐
sign (𝑦̇) ,

̃︀𝜙𝑘 = arctg

(︁̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1) + ̃︀𝐵̃︀𝛿)︁ cos̃︀𝜔𝑡𝑘1 + ̃︀𝐵̃︀𝜔siñ︀𝜔𝑡𝑘1(︁̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1) + ̃︀𝐵̃︀𝛿)︁ siñ︀𝜔𝑡𝑘1 − ̃︀𝐵̃︀𝜔cos̃︀𝜔𝑡𝑘1 , (31)

̃︀𝐵 = 𝑦 (𝑡𝑘1)− 𝑙 +
𝑚𝑝𝑔

𝑐
+
𝑞0
𝑐

sign
(︁̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1))︁ ,

̃︀𝛿 = 𝑛

𝑚𝑝
, ̃︀𝜔 =

√︃
𝑐

𝑚𝑝
− 𝑛2

𝑚2
𝑝

, 𝑖 = 0, 1, 2, ...,
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де ̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1) визначається за формулою (27). Вiдмiтимо, що, оскiльки 𝑀
𝑚𝑐

=
𝑚𝑐+𝑚𝑝

𝑚𝑐
>

1 i, як було сказано вище, 𝑐 > 𝑛2𝑀
𝑚𝑐𝑚𝑝

, то 𝑐
𝑚𝑝

> 𝑛2

𝑚2
𝑝
, а, отже, ̃︀𝜔 у формулах (31)

буде дiйсним числом.
Формули (31) за своїм механiчним змiстом аналогiчнi формулам (16). Спiввiд-

ношення, аналогiчнi до (17)-(19), матимуть у випадку третього рiвняння системи
(29) вигляд:

̃︀𝑇𝑘𝑖 = − 1̃︀𝜔
(︃

arctg
̃︀𝛿̃︀𝜔 + ̃︀𝜙𝑘 − 𝜋 (̃︀𝑝𝑘 + 𝑖− 1)

)︃
, (32)

де ̃︀𝑝𝑘 – найменше цiле число, для якого виконується умова ̃︀𝑇𝑘1 > 𝑡𝑘1.

̃︀𝐴𝑘,0 =
𝑒
̃︀𝛿𝑡𝑘1̃︀𝜔

√︂̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1)2 + ̃︀𝐵2
(︁̃︀𝛿2 + ̃︀𝜔2

)︁
+ 2̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1) ̃︀𝐵̃︀𝛿,

̃︀𝐴𝑘𝑖 = ̃︀𝐴𝑘,0 − 2𝑞0
𝑐

√︀̃︀𝛿2 + ̃︀𝜔2̃︀𝜔 𝑒
̃︀𝛿 ̃︀𝑇𝑘𝑖

𝑖−1∑︁
𝛼=0

𝑒−
̃︀𝛿𝜋𝛼̃︀𝜔 , (𝑖 > 0) , (33)

𝑦
(︁̃︀𝑇𝑘𝑖)︁ =

(︃ ̃︀𝐴𝑘,0𝑒−̃︀𝛿 ̃︀𝑇𝑘𝑖
̃︀𝜔√︀̃︀𝛿2 + ̃︀𝜔2

− 2𝑞0
𝑐

𝑖−1∑︁
𝛼=0

𝑒−
̃︀𝛿𝜋𝛼̃︀𝜔 +

+
𝑞0
𝑐

)︁
(−1)

̃︀𝑝𝑘+𝑖−1
+ 𝑙 − 𝑚𝑝𝑔

𝑐
. (34)

Якщо у певний момент часу ̃︀𝑇𝑘𝑖 має мiсце нерiвнiсть⃒⃒⃒
𝑐
(︁
𝑦
(︁̃︀𝑇𝑘𝑖)︁− 𝑙

)︁
+𝑚𝑝𝑔

⃒⃒⃒
6 𝑞0, то рух поршня вiдносно цилiндра припиняється i,

починаючи з даного моменту часу, розв’язок третього рiвняння системи (29) має
вигляд:

𝑦 = 𝑦
(︁̃︀𝑇𝑘𝑖)︁ , 𝑦̇ = 0. (35)

Коли розв’язок третього рiвняння системи (29) має вигляд (35), виконується не-
рiвнiсть |𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| 6 𝑞0. Виконання даної нерiвностi при 𝜂 = 0 i 𝑦̇ = 0
означає згiдно з (9), що нормальна складова реакцiї буде 𝑁 = 𝑀𝑔, а, отже, не
обертатиметься в нуль. Звiдси випливає, що, починаючи з того моменту часу,
коли розв’язок третього рiвняння системи (29) матиме вигляд (35), контакт ци-
лiндра з поверхнею 𝜂 = 0 матиме мiсце нескiнченно довго.

Формули (31)-(35) являють собою розв’язок третього рiвняння системи (29)
за умови, що початкова швидкiсть ̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1) ̸= 0. Якщо ж має мiсце ситуацiя, коли̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1) = 0 i |𝑐 (𝑦 (𝑡𝑘1)− 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| > 𝑞0, то розв’язок визначатиметься формулами,
що мають той самий вигляд, що i (31)-(35), але з тiєю рiзницею, що замiсть
sign

(︁̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1))︁ у цих формулах буде (−sign [𝑐 (𝑦 (𝑡𝑘1)− 𝑙) +𝑚𝑝𝑔]). Що ж стосується

ситуацiї, коли ̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1) = 0 i |𝑐 (𝑦 (𝑡𝑘1)− 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| 6 𝑞0, то, починаючи з моменту
часу 𝑡𝑘1, розв’язок матиме вигляд спiввiдношень (35), в яких замiсть 𝑦

(︁̃︀𝑇𝑘𝑖)︁ буде
𝑦 (𝑡𝑘1).

Залишається розв’язати перше рiвняння системи (29). Для цього вiдмiтимо
спочатку, що права частина даного рiвняння являє собою силу кулонового тертя.
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Оскiльки нiякi активнi сили в напрямку 𝑂𝜉 не дiють, а площина 𝜂 = 0 нерухома,
то швидкiсть 𝜉 не може змiнити знак, а може лише обернутися в нуль.

Нехай початкова швидкiсть 𝜉0 > 0. Спираючись на вищесказане, необхiдно
знайти розв’язок першого рiвняння системи (29) у двох випадках: при 𝜉 > 0 i при
𝜉 = 0. Розглянемо спочатку випадок 𝜉 > 0. Для того, щоб це зробити, врахуємо
той факт, що sign

(︁
𝜉
)︁
= 1 при 𝜉 > 0, помножимо лiву i праву частини третього

рiвняння системи (29) на 𝜇 i додамо отриманий результат до першого рiвняння
системи (29). Неважко переконатися, що в результатi, за умови, що 𝜉 > 0, при
будь-яких значеннях 𝑦̇ i |𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| отримаємо наступне рiвняння:

𝑑2

𝑑𝑡2
(𝑀𝜉 + 𝜇𝑚𝑝𝑦) = −𝜇𝑀𝑔. (36)

Розв’язок рiвняння (36) при початкових умовах, що визначаються формулами
(25)-(28), має вигляд:

𝜉 = 𝜉 (𝑡𝑘1)− 𝜇𝑚𝑝

𝑀 (𝑦 − 𝑦 (𝑡𝑘1))+

+
(︁̃̇︀𝜉 (𝑡𝑘1) + 𝜇𝑚𝑝

𝑀 ̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1))︁ (𝑡− 𝑡𝑘1)− 𝜇𝑔
2 (𝑡− 𝑡𝑘1)

2
,

𝜉 = ̃̇︀𝜉 (𝑡𝑘1)− 𝜇𝑚𝑝

𝑀

(︁
𝑦̇ − ̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1))︁− 𝜇𝑔 (𝑡− 𝑡𝑘1) ,

(37)

де ̃̇︀𝜉 (𝑡𝑘1) визначається за формулою (26), ̃̇︀𝑦 (𝑡𝑘1) – формулою (27), а 𝑦 i 𝑦̇ – спiв-
вiдношеннями (31)-(35). Оскiльки у правих частинах спiввiдношень (37) стоять
величини, знайденi нами ранiше, то данi формули дозволяють знайти 𝜉 i 𝜉 при
𝜉 > 0.

Спiввiдношення (37) являють собою розв’язок першого рiвняння системи (29)
при 𝜉 > 0. Якщо ж 𝜉 = 0, то дане рiвняння зводиться до вигляду:

𝜉 = 0. (38)

Для розв’язання рiвняння (38) необхiдно знати момент часу, який ми позначимо

𝑡𝑆 , коли швидкiсть 𝜉 обертається в нуль. Якщо формула (26) дає ̃̇︀𝜉 (𝑡𝑘1) = 0, то,
очевидно, 𝑡𝑆 = 𝑡𝑘1 i 𝜉 (𝑡𝑆) = 𝜉 (𝑡𝑘1). У протилежному випадку 𝑡𝑆 необхiдно шукати
шляхом розв’язку алгебраїчного рiвняння, яке випливає зi спiввiдношення (37)
для 𝜉, якщо там покласти 𝜉 i 𝑡 = 𝑡𝑆 . Отримане у такий спосiб алгебраїчне рiвня-
ння може бути розв’язане чисельно методом хорд [8]. Значення координати 𝜉 (𝑡𝑆)
знаходимо шляхом пiдстановки 𝑡 = 𝑡𝑆 у перше зi спiввiдношень (37). Розв’язок
рiвняння (38) при початковому моментi часу 𝑡𝑆 , початковiй координатi 𝜉 (𝑡𝑆) i
початковiй швидкостi 𝜉 (𝑡𝑆) = 0 має вигляд:

𝜉 = 𝜉 (𝑡𝑆) , 𝜉 = 0. (39)

Спiввiдношення (30)-(35), (37) i (39) являють собою розв’язок диференцiаль-
них рiвнянь (29), а, отже, описують динамiку системи при контактi з площиною
𝜂 = 0. У моменти часу 𝑡𝑘2 цей контакт зникає, тобто, вiдбувається вiдскакування
цилiндра вiд в’язi 𝜂 = 0. Для того, щоб знайти моменти часу 𝑡𝑘2, вiдзначимо,
що, оскiльки в’язь (1) неутримуюча, то контакт цилiндра iз площиною 𝜂 = 0
має мiсце до тих пiр, поки виконується умова 𝑁 > 0. З формули (9) випливає,
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що нормальна складова реакцiї 𝑁 може зменшитися до нуля лише у одному з
двох випадкiв: 𝑦̇ ̸= 0 або 𝑦̇ = 0 i |𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| > 𝑞0. У випадку, коли 𝑦̇ = 0 i
|𝑐 (𝑦 − 𝑙) +𝑚𝑝𝑔| 6 𝑞0, формула (9) дає 𝑁 = 𝑀𝑔 > 0. Отже, враховуючи сказане,
знаходимо рiвняння вiдносно 𝑡𝑘2 шляхом пiдстановки спiввiдношень (31)-(34) у
формулу (9) i покладаючи 𝑡 = 𝑡𝑘2 i 𝑁 = 0. Отримане у такий спосiб алгебраїчне
рiвняння може бути розв’язане чисельно методом хорд [8].

5. Аналiз динамiки системи при конкретних значеннях параметрiв
i початкових умовах. Виберемо наступнi значення параметрiв системи:

𝑚𝑐 = 0, 1кг, 𝑚𝑝 = 1кг, 𝑙 = 0, 1м,
𝑐 = 2000Н/м, 𝑛 = 1Н · с/м, 𝜇 = 0, 4,

𝑞0 = 0, 5Н, 𝜉0 = 6м/с, 𝜂0 = 0, 04м.
(40)

Початковi умови визначаються формулами (12).
У таблицi 1 наведено результати обчислення величин 𝑡𝑘1 i 𝑡𝑘2, а також тих

моментiв часу 𝑇𝑘𝑖 i ̃︀𝑇𝑘𝑖, коли рух поршня вiдносно цилiндра припиняється, i
вiдповiднi значення 𝑦 (𝑇𝑘𝑖) i 𝑦

(︁̃︀𝑇𝑘𝑖)︁. Тi моменти часу 𝑇𝑘𝑖 i ̃︀𝑇𝑘𝑖, коли рух поршня
вiдносно цилiндра не припиняється, в таблицi 1 наведенi не будуть.

𝑘 𝑇𝑘𝑖, с 𝑦 (𝑇𝑘𝑖),м 𝑡𝑘1, с 𝑡𝑘2, с ̃︀𝑇𝑘𝑖, с 𝑦
(︁̃︀𝑇𝑘𝑖)︁,м

1 – – 0,0903 0,1719 – –
2 𝑇2,6 = 0, 2882 0,1001 0,3156 0,4006 – –
3 𝑇3,5 = 0, 4953 0,1000 0,5120 0,6017 – –
4 𝑇4,4 = 0, 6743 0,0998 0,6847 0,7812 – –
5 – – 0,8359 0,9502 – –
6 – – 0,9753 – ̃︀𝑇6,9 = 1, 5906 0,0952

Таблиця 1. Результати обчислення величин 𝑡𝑘1, 𝑡𝑘2, 𝑇𝑘𝑖, 𝑦 (𝑇𝑘𝑖), ̃︀𝑇𝑘𝑖 i 𝑦
(︁̃︀𝑇𝑘𝑖)︁.

Як можна бачити з таблицi 1, вiдскакування цилiндра вiд площини 𝜂 = 0 при
початкових умовах (12) i значеннях параметрiв (40) вiдбувається п’ять разiв.
На перших стадiях другого, третього i четвертого циклiв рух поршня вiдносно
цилiндра припиняється ранiше, нiж вiдбувається удар останнього об площину 𝜂 =
0. Причому, на другому циклi рух поршня вiдносно цилiндра припиняється, коли
ситуацiя 𝑦̇ = 0 трапляється в шостий раз, на третьому – в п’ятий, а на четвертому
– в четвертий. На перших стадiях п’ятого i шостого циклiв рух цилiндра вiдносно
поршня не встигає припинитися ранiше, нiж вiдбувається удар. На шостому циклi
вiдскакування цилiндра вiд площини 𝜂 = 0 не вiдбувається. Рух поршня вiдносно
цилiндра на другiй стадiї шостого циклу припиняється тодi, коли ситуацiя 𝑦̇ = 0
трапляється в дев’ятий раз.

Рух цилiндра у горизонтальному напрямку припиняється на другiй стадiї
шостого циклу в момент часу 𝑡𝑆 = 1, 5293с.

На рис. 3 наведено графiк залежностi координати 𝑦 вiд часу 𝑡 на iнтервалi
𝑡 ∈ [0; 1, 7] с.
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Рис. 3

З графiку на рис. 3 видно, що рух цилiндра i поршня один вiдносно другого у
вертикальному напрямку являють собою складний коливальний процес. Причо-
му, частоти коливань при 𝜂 > 0 i 𝜂 = 0 рiзнi. Це узгоджується з формулами (16)
i (31), якi при значеннях параметрiв (40) дають для 𝜂 > 0 частоту 𝜔 ≈ 148с−1,
а для 𝜂 = 0 буде ̃︀𝜔 ≈ 45с−1. Коливання в системi затухають внаслiдок дiї сил
в’язкого i кулонового тертя. На перших стадiях другого, третього i четвертого
циклiв рух поршня i цилiндра один вiдносно другого припиняється повнiстю, вна-
слiдок чого на графiку виникають iнтервали, для яких 𝑦 = 𝑦 (𝑇𝑘𝑖) = const (𝑇𝑘𝑖
i вiдповiднi значення 𝑦 (𝑇𝑘𝑖) наведенi у таблицi 1). На рис. 3 вказанi iнтервали
позначенi цифрою 1. На п’ятому i шостому циклах така зупинка не вiдбувається.
Це означає, що на п’ятому i шостому циклах удар цилiндра об площину 𝜂 = 0
вiдбувається за наявностi руху в системi 𝑂1𝑥𝑦. В результатi величина ударного
iмпульсу залежатиме не лише вiд вертикальної складової швидкостi руху центра
мас у системi 𝑂𝜉𝜂, а й вiд швидкостi руху цилiндра вiдносно центра мас систе-
ми. Це треба враховувати при проектуваннi механiзмiв, в яких може виникати
фрикцiйно-ударна взаємодiя. На другiй стадiї шостого циклу вiдскакування ци-
лiндра вiд площини 𝜂 = 0 не вiдбувається, коливання затухають i в момент часу̃︀𝑇6,9 = 1, 5906с рух поршня вiдносно цилiндра припиняється. Дiлянка графiку,
для якої 𝑦 = 𝑦

(︁̃︀𝑇6,9)︁ = 0, 0952м = const, позначена на рис. 3 цифрою 2.

Рис. 4 Рис. 5
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На рис. 4 i 5 наведено графiк залежностi швидкостi 𝜉 вiд часу 𝑡 на iнтерва-
лах 𝑡 ∈ [0; 1, 25] с i 𝑡 ∈ [0, 5; 0, 54] с вiдповiдно. Залежнiсть на рис. 4 являє собою
послiдовнiсть iнтервалiв, на яких швидкiсть 𝜉 стала, що має мiсце при 𝜂 > 0, i
iнтервалiв, на яких вона зменшується, що характерно для ситуацiї 𝜂 = 0. Остан-
нiй iнтервал часу, для якого швидкiсть 𝜉 вiдмiнна вiд нуля i стала, закiнчується
в момент часу 𝑡6,1 = 0, 9753с, (див. таблицю 1), коли вiдбувається перехiд вiд
першої до другої стадiї шостого циклу.

З графiку на рис. 5 видно, що залежнiсть 𝜉 вiд 𝑡 є розривною. Розрив, який
можна побачити на рис. 5, виникає через те, що в момент часу 𝑡3,1 = 0, 5120с
вiдбувається механiчний удар абсолютно твердого цилiндра з абсолютно твер-
дою шорсткою площиною. Миттєва змiна швидкостi 𝜉 при ударi була описана
за допомогою гiпотези Рауса, яка в нашому випадку зводиться до формули (26).
Очевидно, розриви такого типу мають мiсце у кожен з моментiв часу 𝑡𝑘1. Для
того, щоб залежностi швидкостей вiд часу були неперервними, необхiдно при по-
будовi механiко-математичних моделей вводити безiнерцiйнi пружнi елементи в
тих частинах системи, де вiдбувається удар абсолютно твердих тiл.

На рис. 6 наведено графiк залежностi нормальної складової 𝑁 реакцiї в’язi
(1) вiд часу 𝑡 на iнтервалi 𝑡 ∈ [0, 8; 1, 7] с.

Рис. 6
Як можна бачити з рис. 6, залежнiсть 𝑁 вiд 𝑡 є розривною. Наявнiсть розривiв
пов’язана з тим, що, як видно з (9), нормальна складова реакцiї 𝑁 залежить
вiд сили кулонового тертя мiж цилiндром i поршнем, яка є розривною. Отже,
розриви мають мiсце в моменти часу ̃︀𝑇𝑘𝑖, коли трапляється ситуацiя 𝑦̇ = 0 при
наявностi контакту цилiндра iз площиною 𝜂 = 0. Iнтервали часу, для яких 𝑁 = 0,
мають мiсце на першiй стадiї кожного циклу, тобто при 𝑡 ∈ [𝑡𝑘−1,2; 𝑡𝑘1].

На рис. 7 наведено траєкторiю руху точки 𝑂1 цилiндра у системi вiдлiку
𝑂𝜉𝜂. Траєкторiя руху точки 𝑂1 цилiндра, наведена на рис. 7, являє собою по-
слiдовнiсть iнтервалiв, для яких 𝜂 > 0, i iнтервалiв, для яких 𝜂 = 0. При 𝜂 = 0
отриманий вид траєкторiї є результатом ковзання цилiндра вздовж площини.
Якщо 𝜂 > 0, то траєкторiя виникає внаслiдок суперпозицiї руху центра мас в
системi 𝑂𝜉𝜂 i руху точки 𝑂1 вiдносно центра мас. Цим пояснюється, наприклад,
той факт, що на третьому циклi руху можна побачити два максимуми на графi-
ку. Коли рух цилiндра i поршня один вiдносно другого вiдсутнiй, то траєкторiя
руху точки 𝑂1 при 𝜂 > 0 являє собою параболу.
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Рис. 7

Висновки. Побудованi i розв’язанi рiвняння динамiки редукованої до пер-
шого порядку ланцюгової вiброударної системи з кулоновим тертям, яка пропо-
нується в якостi моделi явищ, що вiдбуваються пiд час косого удару твердого
тiла та абсолютно твердої шорсткої площини. Розв’язки рiвнянь динамiки мають
розриви по швидкостi у моменти часу, коли вiдбувається удар абсолютно твер-
дого тiла з абсолютно твердою шорсткою площиною. Розривiв по координатi в
моменти, коли вiдбувається удар, немає. Коли швидкiсть обертається в нуль, або
змiнює знак, розривiв по координатi i швидкостi немає, а є лише розриви по силi
реакцiї. Такi результати узгоджуються з положеннями теоретичної механiки, а,
отже, свiдчать про те, що система диференцiальних рiвнянь зi змiнною структу-
рою була розв’язана правильно.

За час, поки виконується умова 𝜂 > 0, коливання цилiндра i поршня один вiд-
носно другого можуть або зникнути пiд дiєю сил кулонового тертя, або затухати
не остаточно. Це залежить вiд параметрiв конкретної системи, що вивчається,
та iнтервалу часу, протягом якого виконується умова 𝜂 > 0. Коливання можуть
викликати перевантаження в системi при механiчному ударi. Отже, можливiсть
повного або часткового затухання коливань пiд дiєю сил кулонового тертя варто
враховувати при проектуваннi механiзмiв, динамiка яких може бути змодельова-
на за допомогою вiброударних систем.
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Плахтиенко Н. П. , Забуга А. Г.
Нелинейная модель фрикционно-ударного взаимодействия твердого тела с
твердой шероховатой плоскостью

Резюме

Исследована динамика редуцированной до первого порядка цепной виброударной си-
стемы с кулоновым трением, которая предлагается в качестве модели явлений, проис-
ходящих при косом ударе твердого тела об абсолютно твердую шероховатую плоскость.
Многократные удары с трением были исследованы при помощи гипотезы Рауса. Было
предложено рассматривать каждый удар, как такой, что состоит из двух последователь-
ных стадий. Первая стадия представляет собой движение цепной виброударной системы
без наличия контакта с твердой шероховатой плоскостью. Вторая стадия представляет
собой скольжение с кулоновым трением цепной виброударной системы по твердой шеро-
ховатой плоскости. Показано, что возможность полного затухания колебаний в цепной
виброударной системе зависит от интервала времени между двумя последовательными
ударами.
Ключевые слова: фрикционно-ударное взаимодействие, виброударная система, пере-
менная структура, гипотеза Рауса, косой удар, кулоново трение, вязкое трение, прин-
цип Даламбера.

Plakhtienko M. P. , Zabuga A. G.
Nonlinear model of frictional impact of rigid body with rigid rough plane

Summary

Dynamics of reduced to the first order chain vibratory impact system with Coulomb friction

is investigated. This system is suggested as a model of phenomena that occur under oblique

impact of rigid body with perfectly rigid rough plane. Multiple impacts with friction were

investigated by using of Routh approach. It was considered that every impact consists of two
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consecutive stages. First stage is motion without contact between chain vibratory impact

system and rough rigid plane. Second stage is slipping motion with Coulomb friction of chain

vibratory impact system on rough rigid plane. It was shown that possibility of complete

damping of oscillations in chain vibratory impact system depends on time between two

consecutive impacts.

Key words: frictional impact, vibratory impact system, variable structure, Routh approach,

oblique impact, Coulomb friction, viscous friction, d’Alembert principle.
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