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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ СИНГУЛЯРНЫХ
РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С
ПРАВИЛЬНО МЕНЯЮЩИМИСЯ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

При изучении нелинейных неавтономных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний одними из важнейших являются вопросы о наличии у них правильных и сингу-
лярных первого и второго рода решений, в частности, так называемых, «взрывных
решений» (по терминологии И. Т. Кигурадзе). В настоящей работе для дифференци-
ального уравнения 𝑦(𝑛) =

∑︀𝑚
𝑘=1 𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)

∏︀𝑛−1
𝑗=0 𝜙𝑘𝑗(𝑦

(𝑗)), где 𝛼𝑘 ∈ {−1; 1} (𝑘 = 1,𝑚), 𝑝𝑘 :

[𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ (𝑘 = 1,𝑚) — непрерывные функции, 𝜙𝑘𝑗 : △𝑌𝑗 −→]0,+∞[ (𝑘 = 1,𝑚; 𝑗 =

0, 𝑛− 1) — непрерывные и правильно меняющиеся при 𝑦(𝑗) −→ 𝑌𝑗 , −∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞,
△𝑌𝑗 — односторонняя окрестность 𝑌𝑗 , 𝑌𝑗 равно либо 0, либо ±∞, устанавливаются усло-
вия существования сингулярных 𝑃𝑡*(𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)–решений, которые содержатся
в классе сингулярных решений первого и второго рода, а также асимптотических пред-
ставлений для таких решений и их производных до порядка 𝑛− 1 включительно.
MSC: 34E99.
Ключевые слова: правильно меняющиеся функции, нелинейные дифференциальные урав-
нения, правильные и сингулярные решения, сингулярные 𝑃𝑡*(𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)-решения,
асимптотические представления решений.

Введение. Рассматривается дифференциальное уравнение

𝑦(𝑛) =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)

𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝜙𝑘𝑗(𝑦
(𝑗)), (1)

где 𝛼𝑘 ∈ {−1; 1} (𝑘 = 1,𝑚), 𝑝𝑘 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ (𝑘 = 1,𝑚) — непрерывные функ-
ции, 𝜙𝑘𝑗 : Δ𝑌𝑗

−→]0,+∞[ (𝑘 = 1,𝑚; 𝑗 = 0, 𝑛− 1) — непрерывные и правильно
меняющиеся при 𝑦(𝑗) −→ 𝑌𝑗 функции порядков 𝜎𝑘𝑗 , −∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞1, △𝑌𝑗 —
односторонняя окрестность 𝑌𝑗 , 𝑌𝑗 равно либо 0, либо ±∞. При этом, не ограни-
чивая общности, будем считать, что

Δ𝑌𝑗
= [𝑏𝑗 , 𝑌𝑗 [, если Δ𝑌𝑗

− левая окрестность 𝑌𝑗 ,
Δ𝑌𝑗

=]𝑌𝑗 , 𝑏𝑗 ], если Δ𝑌𝑗
− правая окрестность 𝑌𝑗

(𝑗 = 0, 𝑛− 1),

где 𝑏𝑗 ∈ Δ𝑌𝑗
(𝑗 = 0, 𝑛− 1) и выбраны так, чтобы соблюдались неравенства

|𝑏𝑗 | < 1 при 𝑌𝑗 = 0, 𝑏𝑗 > 1 (𝑏𝑗 < −1) при 𝑌𝑗 = +∞ (𝑌𝑗 = −∞).

Непрерывная функция 𝜙 : Δ𝑌 −→]0,+∞[, где 𝑌 равно либо нулю, либо ±∞
и Δ𝑌 — односторонняя окрестность 𝑌 , называется правильно меняющейся при
𝑦 → 𝑌 , если существует число 𝜎 ∈ R такое, что

lim
𝑦→𝑌
𝑦∈Δ𝑌

𝜙(𝜆𝑦)

𝜙(𝑦)
= 𝜆𝜎 для любого 𝜆 > 0.

1Считаем, что 𝑎 > 1 при 𝜔 = +∞, и 𝜔 − 1 < 𝑎 < 𝜔 при 𝜔 < +∞.
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При этом число 𝜎 называют порядком правильно меняющейся функции.
Правильно меняющаяся при 𝑦 → 𝑌 функция порядка ноль называется мед-

ленно меняющейся функцией. Если 𝐿 : Δ𝑌 −→]0,+∞[ непрерывная медленно
меняющаяся функция при 𝑦 → 𝑌 , то

lim
𝑦→𝑌
𝑦∈Δ𝑌

𝐿(𝜆𝑦)

𝐿(𝑦)
= 1 для любого 𝜆 > 0.

Из этих определений ясно, что правильно меняющаяся при 𝑦 → 𝑌 функция 𝜙
порядка 𝜎 представима в виде

𝜙(𝑦) = |𝑦|𝜎𝐿(𝑦),

где 𝐿 — медленно меняющаяся функция при 𝑦 → 𝑌 .
Основные свойства правильно и медленно меняющихся функций изложены

в монографии Е. Сенета [2]. Примерами медленно меняющихся при 𝑦 −→ 𝑌
функций являются | ln |𝑦||𝛾1 , ln𝛾2 | ln |𝑦||, 𝛾1, 𝛾2 ∈ R, exp(| ln |𝑦||𝛾3), 0 < 𝛾3 < 1,
exp( ln |𝑦|

ln | ln |𝑦|| ), функции, имеющий отличный от нуля конечный предел при 𝑦 −→ 𝑌
и др.

Будем также говорить, что медленно меняющаяся при 𝑦 −→ 𝑌 функция
𝐿 : Δ𝑌 −→]0,+∞[, где 𝑌 равно либо нулю, либо ±∞, и Δ𝑌 — односторонняя
окрестность 𝑌 , удовлетворяет условию 𝑆0, если

𝐿
(︁
𝜈𝑒[1+𝑜(1)] ln |𝑦|

)︁
= 𝐿(𝑦)[1 + 𝑜(1)] при 𝑦 → 𝑌 (𝑦 ∈ Δ𝑌 ),

где 𝜈 = sign 𝑦.
Из указанных выше примеров медленно меняющихся функций первые две, а

также имеющие отличный от нуля конечный предел при 𝑦 → 𝑌 удовлетворяют
условию 𝑆0, а третья и четвертая этому условию не удовлетворяют.

Определение 1. Решение 𝑦 уравнения (1) называется 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1 . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)–
решением, где −∞ 6 𝜆0 6 +∞, если оно определено на промежутке [𝑡0, 𝜔[⊂ [𝑎, 𝜔[
и удовлетворяет следующим условиям

𝑦(𝑗)(𝑡) ∈ Δ𝑌𝑗 при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝜔[, lim
𝑡↑𝜔

𝑦(𝑗)(𝑡) = 𝑌𝑗 (𝑗 = 0, 𝑛− 1),

lim
𝑡↑𝜔

[︀
𝑦(𝑛−1)(𝑡)

]︀2
𝑦(𝑛)(𝑡)𝑦(𝑛−2)(𝑡)

= 𝜆0.

По своим асимптотическим свойствам множество всех 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1 . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)–
решений распадается на 𝑛+2 непересекающихся пордмножеств, соответствующих
следующим значениям 𝜆0:

𝜆0 ∈ R ∖
{︂
0,

1

2
,
2

3
, . . . ,

𝑛− 2

𝑛− 1
, 1

}︂
; 𝜆0 = ±∞;

𝜆0 = 1; 𝜆0 =
𝑛− 𝑖− 1

𝑛− 𝑖
(𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1).
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В работах [3–7] для каждого из указанных значений 𝜆0 получены условия суще-
ствования 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1 . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)–решений, а также асимптотические представ-
ления при 𝑡 ↑ 𝜔 этих решений и их производных до порядка 𝑛− 1 включительно.

Приведем два из установленных здесь результатов, относящихся к случаю,
когда 𝜆0 ∈ R ∖

{︁
0, 1

2 ,
2
3 , . . . ,

𝑛−2
𝑛−1

}︁
.

Для их формулировки потребуются следующие вспомогательные обозначе-
ния

𝜈𝑗 = sign 𝑏𝑗 (𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1),

𝑎0𝑖 = (𝑛− 𝑖)𝜆0 − (𝑛− 𝑖− 1) (𝑖 = 1, . . . , 𝑛) при 𝜆0 ∈ R,

𝜋𝜔(𝑡) =

{︂
𝑡, если 𝜔 = +∞,

𝑡− 𝜔, если 𝜔 < +∞,
𝛽 =

{︂
1, если 𝜔 = +∞,
−1, если 𝜔 < +∞,

𝛾𝑘 = 1−
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜎𝑘𝑗 , 𝜇𝑘𝑛 =

𝑛−2∑︁
𝑗=0

𝜎𝑘𝑗(𝑛−𝑗−1), 𝐶𝑘 =

𝑛−2∏︁
𝑗=0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
(𝜆0 − 1)𝑛−𝑗−1

𝑛−1∏︀
𝑖=𝑗+1

𝑎0𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜎𝑘𝑗

(𝑘 = 1,𝑚),

𝐽𝑘𝑛(𝑡) =

𝑡ˆ

𝐴𝑘𝑛

𝑝𝑘(𝜏)|𝜋𝜔(𝜏)|𝜇𝑘𝑛 𝑑𝜏, 𝐴𝑘𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑎, если

𝜔́

𝑎

𝑝𝑘(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)|𝜇𝑘𝑛 𝑑𝑡 = +∞,

𝜔, если
𝜔́

𝑎

𝑝𝑘(𝑡)|𝜋𝜔(𝑡)|𝜇𝑘𝑛 𝑑𝑡 < +∞

Теорема А. Пусть 𝜆0 ∈ R∖
{︁
0, 1

2 , . . . ,
𝑛−2
𝑛−1 , 1

}︁
и для некоторого 𝑠 ∈ {1, . . . ,𝑚}

справедливо неравенство 𝛾𝑠 ̸= 0 и при всех 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} ∖ {𝑠} выполняются
неравенства

lim sup
𝑡↑𝜔

ln 𝑝𝑘(𝑡)− ln 𝑝𝑠(𝑡)

| ln |𝜋𝜔(𝑡)||
<

𝛽

𝜆0 − 1

𝑛−1∑︁
𝑗=0

(𝜎𝑠𝑗 − 𝜎𝑘𝑗)𝑎0𝑗+1. (2)

Тогда для существования у уравнения (1) 𝑃𝜔(𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)–решений необхо-
димо, а если алгебраическое относительно 𝜌 уравнение

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜎𝑠𝑗

𝑛−1∏︁
𝑘=𝑗+1

𝑎0𝑘

𝑗∏︁
𝑘=1

(𝑎0𝑘 + 𝜌) = (1 + 𝜌)

𝑛−1∏︁
𝑘=1

(𝑎0𝑘 + 𝜌) (3)

не имеет корней с нулевой действительной частью, то и достаточно, чтобы

𝜈𝑗𝜈𝑗+1 > 0 при 𝑌𝑗 = ±∞, 𝜈𝑗𝜈𝑗+1 < 0 при 𝑌𝑗 = 0 (𝑗 = 0, 𝑛− 2). (4)

𝛼𝑠𝜈𝑛−1 > 0 при 𝑌𝑛−1 = ±∞, 𝛼𝑠𝜈𝑛−1 < 0 при 𝑌𝑛−1 = 0, (5)

выполнялись при 𝑡 ∈]𝑎, 𝜔[ неравенства

𝜈𝑗𝜈𝑗+1𝑎0𝑗+1(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0 (𝑗 = 0, 𝑛− 2), (6)

𝛼𝑠𝜈𝑛−1(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡) > 0, 𝛼𝑠𝜈𝑛−1𝛾𝑠𝐽𝑠𝑛(𝑡) > 0 (7)
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и условие

lim
𝑡↑𝜔

𝜋𝜔(𝑡)𝐽
′
𝑠𝑛(𝑡)

𝐽𝑠𝑛(𝑡)
=

𝛾𝑠
𝜆0 − 1

. (8)

Более того, для каждого такого решения имеют место при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптоти-
ческие представления

𝑦(𝑗)(𝑡) =
[(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)]

𝑛−𝑗−1

𝑛−1∏︀
𝑖=𝑗+1

𝑎0𝑖

𝑦(𝑛−1)(𝑡)[1 + 𝑜(1)] (𝑗 = 0, 𝑛− 2), (9)

⃒⃒
𝑦(𝑛−1)(𝑡)

⃒⃒𝛾𝑠

𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝐿𝑠𝑗

⎛⎜⎝ [(𝜆0−1)𝜋𝜔(𝑡)]𝑛−𝑗−1

𝑛−1∏︀
𝑖=𝑗+1

𝑎0𝑖

𝑦(𝑛−1)(𝑡)

⎞⎟⎠
= 𝛼𝑠𝜈𝑛−1𝛾𝑠𝐶𝑠𝐽𝑠𝑛(𝑡)[1 + 𝑜(1)], (10)

где 𝐿𝑠𝑗

(︀
𝑦(𝑗)
)︀
= |𝑦(𝑗)|−𝜎𝑠𝑗𝜙𝑠𝑗

(︀
𝑦(𝑗)
)︀

(𝑗 = 0, 𝑛− 1), причем существует 𝑙-пара-
метрическое семейство решений с такими представлениями в случае, когда
среди корней алгебраического уравнения (3) имеется 𝑙 корней, действительные
части которых имеют знак, противоположный знаку числа 𝛽(𝜆0 − 1).

Теорема Б. Пусть 𝜆0 ∈ R∖
{︁
0, 1

2 , . . . ,
𝑛−2
𝑛−1 , 1

}︁
и для некоторого 𝑠 ∈ {1, . . . ,𝑚}

соблюдается неравенство 𝛾𝑠 ̸= 0 и условия (2). Пусть, кроме того, функции
𝐿𝑠𝑗 (𝑗 = 0, 𝑛− 1) удовлетворяют условию 𝑆0. Тогда каждое 𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1,
𝜆0)-решение дифференциального уравнения (1) допускает при 𝑡 ↑ 𝜔 асимптоти-
ческие представления

𝑦(𝑗)(𝑡) =
𝜈𝑛−1[(𝜆0 − 1)𝜋𝜔(𝑡)]

𝑛−𝑗−1

𝑛−1∏︀
𝑖=𝑗+1

𝑎0𝑖

× (11)

×

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛾𝑠𝐶𝑠𝐽𝑠𝑛(𝑡)

𝑛−1∏︁
𝑖=0

𝐿𝑠𝑖

(︁
𝜈𝑖|𝜋𝜔(𝑡)|

𝑎0𝑖+1
𝜆0−1

)︁⃒⃒⃒⃒⃒
1
𝛾𝑠

[1 + 𝑜(1)] (𝑗 = 0, 𝑛− 1).

Замечание 1. Алгебраическое уравнение (3) заведомо не имеет корней с
нулевой действительной частью, если соблюдается неравенство

𝑛−2∑︁
𝑗=0

|𝜎𝑠𝑗 | < |𝜎𝑠𝑛−1 − 1|.

При выполнении этого неравенства и неравенств 𝛾𝑠 ̸= 0 и (2) условия (4)–
(8) теоремы А являются необходимыми и достаточными для существования
𝑃𝜔(𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)-решений у дифференциального уравнения (1).

Замечание 2. В случае одного слагаемого (𝑠-го слагаемого) в правой части
уравнения (1) утверждения теорем А и Б остаются в силе без предположения
о выполнении неравенств (2).
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Выберем теперь произвольным образом точку 𝑡* ∈]𝑎, 𝜔[. Эта точка не явля-
ется сингулярной для уравнения (1), поскольку 𝑝𝑘(𝑡*) = const > 0 (𝑘 = 1, . . . ,𝑚).
Однако в этой точке уравнение (1) может иметь сингулярные решения.

Определение 2. Решение 𝑦 уравнения (1) называется сингулярным 𝑃𝑡*(𝑌0,
𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)–решением, где 𝑡* ∈]𝑎, 𝜔[ и −∞ 6 𝜆0 6 +∞, если оно определено
на промежутке [𝑡0, 𝑡*[∈ [𝑎, 𝑡*[ и удовлетворяет следующим условиям:

𝑦(𝑗)(𝑡) ∈ Δ𝑌𝑗
при 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡*[, lim

𝑡↑𝑡*
𝑦(𝑗)(𝑡) = 𝑌𝑗 (𝑗 = 0, 𝑛− 1),

lim
𝑡↑𝑡*

[︀
𝑦(𝑛−1)(𝑡)

]︀2
𝑦(𝑛)(𝑡)𝑦(𝑛−2)(𝑡)

= 𝜆0.

Целью настоящей работы является установление условий существования у
дифференциального уравнения (1) сингулярных 𝑃𝑡*(𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)-решений
в случае, когда 𝜆0 ∈ R ∖

{︁
0, 1

2 , . . . ,
𝑛−2
𝑛−1 , 1

}︁
, а также асимптотических представле-

ний для таких решений и их производных до порядка 𝑛− 1 включительно.

Основные результаты.
Теорема 1. Пусть 𝑡* ∈]𝑎, 𝜔[, 𝜆0 ∈ R ∖

{︁
0, 1

2 , . . . ,
𝑛−2
𝑛−1 , 1

}︁
и для некоторого

𝑠 ∈ {1, . . . ,𝑚} справедливы неравенство 𝛾𝑠 ̸= 0 и неравенства

𝛽(𝜆0 − 1)

𝑛−1∑︁
𝑗=0

(𝜎𝑠𝑗 − 𝜎𝑘𝑗)𝑎0𝑗+1 > 0 при всех 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} ∖ {𝑠}. (12)

Тогда для существования у уравнения (1) сингулярных 𝑃𝑡*(𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)-ре-
шений необходимо, а если алгебраическое относительно 𝜌 уравнение (3) не име-
ет корней с нулевой действительной частью, то и достаточно, чтобы наряду
с (4) и (5) выполнялись условие

(𝜇𝑠𝑛 + 1)(𝜆0 − 1) = 𝛾𝑠 (13)

и неравенства

𝜈𝑗𝜈𝑗+1𝑎0𝑗+1(𝜆0 − 1) < 0 (𝑗 = 0, 𝑛− 2), 𝛼𝑠𝜈𝑛−1(𝜆0 − 1) < 0. (14)

Более того, для каждого такого решения имеют место при 𝑡 ↑ 𝑡* асимпто-
тические представления

𝑦(𝑗)(𝑡) =
[(𝜆0 − 1)(𝑡− 𝑡*)]

𝑛−𝑗−1

𝑛−1∏︀
𝑖=𝑗+1

𝑎0𝑖

𝑦(𝑛−1)(𝑡)[1 + 𝑜(1)] (𝑗 = 0, 𝑛− 2), (15)

⃒⃒
𝑦(𝑛−1)(𝑡)

⃒⃒𝛾𝑠

𝑛−1∏︀
𝑗=0

𝐿𝑠𝑗

⎛⎜⎝ [(𝜆0−1)(𝑡−𝑡*)]𝑛−𝑗−1

𝑛−1∏︀
𝑖=𝑗+1

𝑎0𝑖

𝑦(𝑛−1)(𝑡)

⎞⎟⎠
= −𝛼𝑠𝜈𝑛−1(𝜆0−1)𝐶𝑠𝑝(𝑡*)(𝑡*−𝑡)𝜇𝑠𝑛+1[1+𝑜(1)],

(16)
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где 𝐿𝑠𝑗

(︀
𝑦(𝑗)
)︀
= |𝑦(𝑗)|−𝜎𝑠𝑗𝜙𝑠𝑗

(︀
𝑦(𝑗)
)︀

(𝑗 = 0, 𝑛− 1), причем существует 𝑙-пара-
метрическое семейство решений с такими представлениями в случае, когда
среди корней алгебраического уравнения (3) имеется 𝑙 корней, действительные
части которых имеют знак, противоположный знаку числа (1− 𝜆0).

Теорема 2. Пусть 𝑡* ∈]𝑎, 𝜔[, 𝜆0 ∈ R ∖
{︁
0, 1

2 , . . . ,
𝑛−2
𝑛−1 , 1

}︁
и для некоторо-

го 𝑠 ∈ {1, . . . ,𝑚} соблюдаются неравенство 𝛾𝑠 ̸= 0 и неравенства (12). Пусть,
кроме того, функции 𝐿𝑠𝑗 (𝑗 = 0, 𝑛− 1) удовлетворяют условию 𝑆0. Тогда каж-
дое сингулярное 𝑃𝑡*(𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)-решение дифференциального уравнения
(1) допускает при 𝑡 ↑ 𝑡* асимптотические представления

𝑦(𝑗)(𝑡) =
𝜈𝑛−1[(𝜆0 − 1)(𝑡− 𝑡*)]

𝑛−𝑗−1

𝑛−1∏︀
𝑖=𝑗+1

𝑎0𝑖

× (17)

×

⃒⃒⃒⃒
⃒(𝜆0 − 1)𝐶𝑠𝑝(𝑡*)(𝑡* − 𝑡)𝜇𝑠𝑛+1

𝑛−1∏︁
𝑖=0

𝐿𝑠𝑖

(︁
𝜈𝑖(𝑡* − 𝑡)

𝑎0𝑖+1
𝜆0−1

)︁⃒⃒⃒⃒⃒
1
𝛾𝑠

[1 + 𝑜(1)].

Доказательство теорем 1 и 2. Поскольку в дифференциальном уравнении
(1) 𝜔 6 +∞, то теоремы А и Б охватывают и случай, когда 𝜔 = const. При этом
конечная точка 𝜔 может и не быть сингулярной для уравнения (1). Поэтому
результаты о наличии и асимптотике сингулярных 𝑃𝑡*(𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)–решений
уравнения (1) могут быть получены из теорем А и Б с заменой в них 𝜔 на 𝑡* и
учетом того, что

lim
𝑡↑𝑡*

𝑝𝑘(𝑡) = 𝑝𝑘(𝑡*) = const > 0 (𝑘 = 1, . . . ,𝑚). (18)

При замене 𝜔 на 𝑡* и в силу (18) имеем

𝜋𝜔(𝑡) = 𝑡− 𝑡*, 𝑡− 𝑡* < 0 при 𝑡 ∈]𝑎, 𝑡*[, (19)

𝐽𝑠𝑛(𝑡) =

𝑡ˆ

𝐴𝑠𝑛

𝑝𝑠(𝜏)(𝑡* − 𝜏)𝜇𝑠𝑛 𝑑𝜏 ∼

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−𝑝𝑠(𝑡*)(𝑡* − 𝑡)𝜇𝑠𝑛+1

𝜇𝑠𝑛 + 1
, 𝜇𝑠𝑛 ̸= −1,

−𝑝𝑠(𝑡*) ln(𝑡* − 𝑡), 𝜇𝑠𝑛 = −1,

при 𝑡 ↑ 𝑡*.

(20)
Учитывая (20), находим, что

lim
𝑡↑𝑡*

(𝑡− 𝑡*)𝐽
′
𝑠𝑛(𝑡)

𝐽𝑠𝑛(𝑡)
= lim

𝑡↑𝑡*

𝑝(𝑡)(𝑡* − 𝑡)(𝑡* − 𝑡)𝜇𝑠𝑛

𝐽𝑠𝑛(𝑡)
=

{︂
𝜇𝑠𝑛 + 1, если 𝜇𝑠𝑛 ̸= −1,

0, если 𝜇𝑠𝑛 = −1.

Отсюда ввиду неравенств 𝛾𝑠 ̸= 0 и 𝜆0 ̸= 1 ясно, что условие (8) теоремы А выпол-
няется лишь в случае, когда 𝜇𝑠𝑛 ̸= −1 и 𝜇𝑠𝑛 + 1 = 𝛾𝑠

𝜆0−1 , т. е. когда соблюдается
условие (13). Кроме того, в силу (18)

lim sup
𝑡↑𝑡*

ln 𝑝𝑘(𝑡)− ln 𝑝𝑠(𝑡)

| ln(𝑡* − 𝑡)|
= 0 для всех 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} ∖ {𝑠}
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и поэтому условия (2) теоремы А принимают вид неравенств (12). Также с учетом
(13) и (19) замечаем, что условия (6), (7) теоремы А запишутся в виде неравенств
(14).

Таким образом, показано, что условия (12)–(14) теоремы 1 совпадают при
𝜔 = 𝑡* с условиями (2), (6)–(8) теоремы А. Условия (4), (5) в них одни и те
же. Поэтому в силу теорем А, Б и формул (13), (20) справедливы утверждения
теорем 1 и 2.

Замечание 3. В случае одного слагаемого (𝑠-го слагаемого) в правой части
уравнения (1) утверждения теорем 1 и 2 остаются в силе без предположения
о выполнении неравенств (12).

Заключение. В настоящей работе впервые для уравнения (1) с правильно
меняющимися нелинейностями получены условия существования сингулярных
𝑃𝑡*(𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)–решений при 𝜆0 ∈ R ∖

{︁
0, 1

2 , . . . ,
𝑛−2
𝑛−1 , 1

}︁
. Кроме того, уста-

новлены асимптотические представления для таких решений и их производных
до порядка 𝑛 − 1 включительно, а также выяснен вопрос о количестве решений
с найденными асимптотическими представлениями.
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Євтухов В. М., Клопот А.М.
Асимптотичнi представлення сингулярних розв’язкiв диференцiальних рiв-
нянь з нелiнiйностями, що правильно змiнюються

Резюме

При дослiдженнi нелiнiйних неавтономних звичайних диференцiальних рiвнянь одними
з найважливiших є питання про наявнiсть в них правильних та сингулярних розв’язкiв
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першого та другого роду, зокрема, так званих «вибухових розв’язкiв» (за термiнологi-
єю I. Т. Кiгурадзе). В цiй роботi для диференцiального рiвняння 𝑦(𝑛) =

∑︀𝑚
𝑘=1 𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)×

×
∏︀𝑛−1

𝑗=0 𝜙𝑘𝑗(𝑦
(𝑗)), де 𝛼𝑘 ∈ {−1; 1} (𝑘 = 1,𝑚), 𝑝𝑘 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ (𝑘 = 1,𝑚) — непе-

рервнi функцiї, 𝜙𝑘𝑗 : △𝑌𝑗 −→]0,+∞[ (𝑘 = 1,𝑚; 𝑗 = 0, 𝑛− 1) — неперервнi та такi,
що правильно змiнюються при 𝑦(𝑗) −→ 𝑌𝑗 , −∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞, △𝑌𝑗 — односторон-
нiй окiл 𝑌𝑗 , 𝑌𝑗 дорiвнює або 0, або ±∞, встановлюються умови iснування сiнгулярних
𝑃𝑡*(𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)–розв’язкiв, що мiстяться в класi сiнгулярних розв’язкiв першо-
го та другого роду, а також асимптотичних представлень для таких розв’язкiв та їх
похiдних до порядку 𝑛− 1 включно.
Ключовi слова: функцiї, що змiнюються правильно, нелiнiйне диференцiальне рiвня-
ння, правильнi та сингулярнi розв’язки, сингулярнi 𝑃𝑡*(𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)–розв’язки,
асимптотичнi представлення розв’язкiв.

Evtukhov V. M., Klopot A. M.
Asymptotic representations of the singular solutions of non-linear differen-
tial equations with regularly varying functions

Summary

In the study of non-linear non-autonomous ordinary differential equations, one of the most
important questions are existence of regular and singular solutions of the first and second
kind, particularly, so-called ¡¡explosive solutions¿¿ (in the terminology by I. T. Kiguradze
[1]). This paper deals with the differential equation 𝑦(𝑛) =

∑︀𝑚
𝑘=1 𝛼𝑘𝑝𝑘(𝑡)

∏︀𝑛−1
𝑗=0 𝜙𝑘𝑗(𝑦

(𝑗)),

where 𝛼𝑘 ∈ {−1; 1} (𝑘 = 1,𝑚), 𝑝𝑘 : [𝑎, 𝜔[−→]0,+∞[ (𝑘 = 1,𝑚) are continuous func-
tions, 𝜙𝑘𝑗 : △𝑌𝑗 −→]0,+∞[ (𝑘 = 1,𝑚; 𝑗 = 0, 𝑛− 1) are continuous and regularly vary-
ing functions subject to 𝑦(𝑗) −→ 𝑌𝑗 , −∞ < 𝑎 < 𝜔 6 +∞, △𝑌𝑗 is an one-sided neigh-
borhood of 𝑌𝑗 , 𝑌𝑗 equals either 0 or ±∞. We establish existence conditions of singular
𝑃𝑡*(𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)–solutions, which are contained in the class of singular solutions of
first and second kind as well as the asymptotic representations of such solutions and their
derivatives up to 𝑛− 1 order inclusively.
Key words: regularly varying functions, non-linear differential equations, regular and singu-
lar solutions, singular 𝑃𝑡*(𝑌0, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛−1, 𝜆0)-solutions, asymptotic representations of the
solutions.
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