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К ТЕОРИИ БЕЗУСЛОВНЫХ БАЗИСОВ ГИЛЬБЕРТОВЫХ
ПРОСТРАНСТВ ИЗ ЗНАЧЕНИЙ ЦЕЛЫХ ВЕКТОР-ФУНКЦИЙ

В статье рассматриваются классы целых функций конечной степени, удовлетворяющих
некоторым условиям, которые связаны с теоремами о безусловных базисах из значений
целых вектор-функций. В частности, для любого (𝐴2)-веса 𝑤2 на R дается конструкция
целой функции 𝜙 с нулями в области Im 𝑧 < 0 и такой, что при любом 𝜀 > 0 вес
|𝑤−1

+ (𝑥 + 𝑖𝜀)𝜙(𝑥 + 𝑖𝜀)|2 удовлетворяет 𝐴2-условию. Здесь 𝑤+ — внешняя функция в
области Im 𝑧 > 0 со свойством |𝑤+(𝑥+ 𝑖0)|2 = 𝑤2(𝑥) почти всюду на R.
MSC: 46E20, 32A15.
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Введение. Пусть 𝐸(𝑧) — целая вектор-функция со значениями в сепара-
бельном гильбертовом пространстве H. Известно [1, 2], что если для некоторой
комплексной последовательности Λ семейство {𝐸(𝜆𝑘) : 𝜆𝑘 ∈ Λ} образует безуслов-
ный базис пространства H, то при достаточно общих предположениях о функции
𝐸 она резольвентно представима, то есть справедливо равенство

𝐸(𝑧) = (𝐼 − 𝑧𝐵)−1𝐸(0), 𝑧 ∈ C, (1)

где 𝐵 — некоторый вполне непрерывный оператор в пространстве H со спектром в
нуле. Для определенности остановимся на наиболее исследованом случае, когда 𝐵
принадлежит классу Λ(𝑒𝑥𝑝), то есть 1) 𝜎(𝐵) = {0},Ker 𝐵 = {0}; 2) (𝐵−𝐵*)/𝑖 > 0;
3) резольвента (𝐼 − 𝑧𝐵)−1 имеет конечный экспоненциальный тип.

Выделим подкласс вектор-функций 𝐸 с оператором 𝐵 ∈ Λ(𝑒𝑥𝑝), который яв-
ляется модельным в проблеме описания расматриваемых безусловных базисов
[1-2]. Пусть 𝑤2— произвольный 𝐴2-вес Макенхаупта на R, 𝑤−(𝑧)— внешняя в
нижней полуплоскости функция, такая, что |𝑤−(𝑥 − 𝑖0)|2 = 𝑤2(𝑥) почти всюду
на R [3]. Тогда имеет место представление [1]

𝑤−(𝑧) = 𝑧

ˆ ∞

0

𝑒−𝑖𝑧𝑡𝑦𝑤(𝑡)𝑑𝑡, 𝑧 ∈ C−,

где функция 𝑦𝑤 ∈ 𝐿2(0, 𝑏) при каждом 𝑏 > 0. Вектор-функция

𝐸𝑤(𝑧, 𝑡) :=
𝑑

𝑑𝑡

ˆ 𝑡

0

𝑦𝑤(𝑡− 𝑠)𝑒𝑖𝑧𝑠𝑑𝑠, 𝑧 ∈ C (2)

со значениями в каждом из пространств 𝐿2(0, 𝑏), 𝑏 > 0 резольвентно представима
с оператором

(𝐵ℎ)(𝑡) = 𝑖

ˆ 𝑡

0

ℎ(𝑠)𝑑𝑠, ℎ ∈ 𝐿2(0, 𝑏),

который принадлежит классу Λ(𝑒𝑥𝑝).
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Две вектор-функции 𝐸𝑘 вида (1) со значениями в пространствах H𝑘, (𝑘 = 1, 2)
называются изоморфными, если существует непрерывный и непрерывно обрат-
ный оператор 𝑆 из H1 на H2 такой, что 𝑆𝐸1(𝑧) = 𝐸2(𝑧). Заметим, что если вектор-
функции изоморфны, то семейства {𝐸1(𝜆𝑘), 𝜆𝑘 ∈ Λ} и {𝐸2(𝜆𝑘), 𝜆𝑘 ∈ Λ} только
одновременно могут быть базисами соответствующих пространств.

В силу сформулированной ниже теоремы вектор-функции вида (2), порож-
даемые произвольными 𝐴2-весами 𝑤2 на вещественной оси, играют фундамен-
тальную роль в описании безусловных базисов.

Теорема А [1, 2]. Пусть 𝐸— произвольная вектор-функция вида (1), 𝐵 ∈
Λ(𝑒𝑥𝑝), 𝑎 — экспоненциальный тип 𝐸. Если существует комплексная последо-
вательность Λ = {𝜆𝑘}+∞

−∞ такая, что inf
𝑘

Im 𝜆𝑘 > −∞ и семейство {𝐸(𝜆𝑘) :

𝜆𝑘 ∈ Λ} образует безусловный базис пространства H, то вес 𝑤2(𝑥) :=‖ 𝐸(𝑥) ‖2
удовлетворяет условию (𝐴2) на R и вектор-функция 𝐸(𝑧) изоморфна функции
𝐸𝑤(𝑧, 𝑡) вида (2) со значениями в пространстве 𝐿2(0, 𝑎).

Таким образом, задача об описании абстрактных базисов {𝐸(𝜆𝑘) : 𝜆𝑘 ∈ Λ}
сводится к аналогичной задаче о базисах в пространстве 𝐿2(0, 𝑎) из значений
𝐸𝑤(𝑧, 𝑡). Сформулируем соответствующий результат, предполагая, что существу-
ет прямая R + 𝑖𝛿 := {𝑥 + 𝑖𝛿, 𝑥 ∈ R}, которая лежит на положительном рассто-
янии от последовательности Λ. Введем в рассмотрение две последовательности
Λ𝛿
+ := {𝜆𝑘 − 𝑖𝛿, Im 𝜆𝑘 > 𝛿, 𝜆𝑘 ∈ Λ}, Λ𝛿

− := {𝜆𝑘 − 𝑖𝛿, Im 𝜆𝑘 < 𝛿, 𝜆𝑘 ∈ Λ}, из областей
C+ и C− соответственно.

Из результатов работ [1, 2] вытекает следующая теорема, в формулировке
которой для определенности предполается, что 𝛿 > 0 и принято обозначение
𝑤+(𝑧) := 𝑤−(𝑧).

Теорема В. Пусть 𝑤2 — произвольный 𝐴2-вес на R , 𝑤− — отвечающая ему
внешняя функция в C−. Для того, чтобы семейство векторов {𝐸𝑤(𝜆𝑘, 𝑡) : 𝜆𝑘 ∈
Λ} было безусловным базисом пространства 𝐿2(0, 𝑎), необходимо и достаточно,
чтобы последовательность Λ совпадала с множеством корней целой функции
экспоненциального типа 𝜙, которая удовлетворяет условиям:

1) 𝜙(𝑥)𝑤−1(𝑥)(1 + |𝑥|)−1 ∈ 𝐿2(R);
2) lim sup

𝑦→+∞
𝑦−1 log |𝜙(𝑖𝑦)| = 0, lim sup

𝑦→−∞
|𝑦|−1 log |𝜙(𝑖𝑦)| = 𝑎;

3) вес 𝑊 2(𝑥) := |𝑤−1
+ (𝑥+ 𝑖𝛿)𝜙(𝑥+ 𝑖𝛿)|2 удовлетворяет 𝐴2-условию на R.

4) корни 𝜙 простые и последовательности Λ𝛿
+, Λ𝛿

− удовлетворяют условию
Карлесона в C+, C− соответственно.

Напомним, что последовательность {𝜇𝑘}(например, из C+) удовлетворяет
условию Карлесона [3], если

inf
𝑘

∏︁
𝑗 ̸=𝑘

⃒⃒
(𝜇𝑘 − 𝜇𝑗)(𝜇𝑘 − 𝜇𝑗)

−1
⃒⃒
> 0.

Таким образом, важное значение приобретает задача построения целых функ-
ций 𝜙 конечной степени, которые удовлетворяют всем (некоторым) пречислен-
ным условиям 1)–4). В настоящей статье рассматриваются два класса функций,
удовлетворяющие трем условиям теоремы B.
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Основные результаты
1. Рассмотрим класс целых функций 𝜙 вида

𝜙(𝑧) = 𝑐+

ˆ 𝑎

0

𝑒𝑖𝑧𝑡ℎ(𝑡)𝑑𝑡, 𝑐 ̸= 0, ℎ ∈ 𝐿2(0, 𝑎). (3)

Ясно, что в этом случае существует такое 𝛿0 > 0, что Λ𝛿
+ = ∅ при всех 𝛿 > 𝛿0.

При очевидном ограничении на ℎ функция удовлетворяет всем условиям 1)–3)
при любом весе Макенхаупта 𝑤2. Оказывается, что условие 4) для функций вида
(3) не имеет места.

Теорема 1. Пусть 𝜙 — произвольная функция вида (3), 𝑚𝑘 — кратность
корня 𝜆𝑘 ∈ Λ. Если sup𝜆𝑘

𝑚𝑘 < ∞, то любой сдвиг Λ𝛿
−, 𝛿 > 𝛿0 в нижнюю полу-

плоскость последовательности корней Λ функции 𝜙 не удовлетворяет условию
Карлесона.

Доказательство. Шаг 1. Без ограничения общности будем считать, что Λ
лежит в области C− и |𝜙(𝑥)| ≍ 1, 𝑥 ∈ R. Кроме того, можно считать также, что

ℎ𝜙(
𝜋

2
) = 0, ℎ𝜙(−

𝜋

2
) = 𝑎,

где ℎ𝜙 — индикатор роста функции 𝜙. В пространстве 𝐿2(0, 𝑎) рассмотрим неогра-
ниченный оператор 𝐴, обратный к которому задается равенством

(𝐴−1𝑔)(𝑡) = (𝐽𝑔)(𝑡) + (𝑔, 𝑓), (𝐽𝑔)(𝑡) := 𝑖

ˆ 𝑡

0

𝑔(𝑠)𝑑𝑠, (4)

где скобки обозначают скалярное произведение в 𝐿2(𝑜, 𝑎), функция 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑎)
и находится из представления

(𝜙(0)− 𝜙(𝑧))/𝜙(0)𝑧 =

ˆ 𝑎

0

𝑒𝑖𝑧𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡. (5)

Спектр 𝐴 совпадает с последовательностью Λ корней 𝜙, причем корневое под-
пространство, отвечающее 𝜆𝑘 ∈ Λ натягивается на функции 𝑡𝑗𝑒𝑖𝜆𝑘𝑡, 0 6 𝑗 < 𝑚𝑘.
К оператору 𝐴 применима теорема 3.1 из статьи [2], в силу которой существует
изоморфизм 𝑆 из 𝐿2(0, 𝑎) на подпространство

ℒ− := closspan ℋ2
+

{︁
𝑗!(𝑧 − 𝜆𝑘)

−(𝑗+1) : 𝜆𝑘 ∈ Λ, 0 6 𝑗 < 𝑚𝑘

}︁
класса Харди ℋ2

+ такой, что 𝑆𝐴𝑆−1 = 𝐴−, где 𝐴− — антидиссипативный модель-
ный оператор в ℒ−. В [2, с. 47] доказано, что

𝑆(𝑡𝑗𝑒𝑖𝜆𝑘𝑡) =
𝜕𝑗

𝜕𝜆𝑗

𝑒𝑖𝑎𝜆

𝑧 − 𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝜆=𝜆𝑘

, 0 6 𝑗 < 𝑚𝑘, 𝜆𝑘 ∈ Λ.

Из этих равенств заключаем, что существуют константы 𝑏𝑗𝑘𝑠 такие, что

𝑆

(︃
𝑡𝑗𝑒𝑖𝜆𝑘𝑡 +

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑏𝑗𝑘𝑠𝑡
𝑠𝑒𝑖𝜆𝑘𝑡

)︃
= 𝑒𝑖𝑎𝜆𝑘(−1)𝑗𝑗!(𝑧 − 𝜆𝑘)

−(𝑗+1) (6)

для всех 𝜆𝑘 ∈ Λ, 0 6 𝑗 < 𝑚𝑘.
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Шаг 2. Предположим теперь, что Λ удовлетворяет условию Карлесона. То-
гда из условия sup𝑚𝑘 < ∞ следует безусловная базисность семейства правых
частей равенств (6) в ℒ− и, стало быть, безусловная базисность семейства функ-
ций

𝑒𝑗(𝜆𝑘, 𝑡) := 𝑡𝑗𝑒𝑖𝜆𝑘𝑡 +

𝑗−1∑︁
𝑠=0

𝑏𝑗𝑘𝑠𝑡
𝑠𝑒𝑖𝜆𝑘𝑡, 𝜆𝑘 ∈ Λ, 0 6 𝑗 < 𝑚𝑘 (7)

в пространстве 𝐿2(0, 𝑎). Легко проверяется справедливсть равенств

(𝑡𝑗𝑒𝑖𝜆𝑘𝑡, 𝑓(�̄�, 𝑡))𝐿2(0,𝑎) = −𝑗!𝜙(𝜇)𝜙−1(0)(𝜇− 𝜆𝑘)
−(𝑗+1), 0 6 𝑗 < 𝑚𝑘,

где 𝑓(�̄�, 𝑡) := (𝐼− �̄�𝐽*)−1𝑓, 𝐽 определяется формулой (4), 𝑓 входит в (5). Поэтому

(𝑒𝑗(𝜆𝑘, 𝑡), 𝑓(�̄�𝑝, 𝑡)) = −𝛿𝑘𝑝𝛿𝑗(𝑚𝑘−1)(𝜙(0)𝑚𝑘)
−1𝜙(𝑚𝑘)(𝜆𝑘),

где 𝜆𝑘, 𝜆𝑝 ∈ Λ, 0 6 𝑗 6 𝑚𝑘 − 1. Таким образом, семейство функций{︂
−𝜙(0)𝑚𝑘

(︁
𝜙(𝑚𝑘)(𝜆𝑘)

)︁−1

𝑓(�̄�𝑘, 𝑡), 𝜆𝑘 ∈ Λ

}︂
является частью биортогональной системы к базисному семейству (7). Поэтому
существует константа 𝑀 такая, что

‖𝑓(�̄�𝑘, 𝑡)‖ 6𝑀 |𝜙(𝑚𝑘)(𝜆𝑘)|‖𝑒𝑚𝑘−1(𝜆𝑘, 𝑡)‖−1, 𝜆𝑘 ∈ Λ. (8)

Поскольку 𝜙′(𝜆𝑘) = . . . = 𝜙(𝑚𝑘−1)(𝜆𝑘) = 0, с учетом (7) получим

(−𝑖)𝑚𝑘𝜙(𝑚𝑘)(𝜆𝑘) =

ˆ 𝑎

0

𝑡𝑚𝑘−1𝑒𝑖𝜆𝑘𝑡𝑡ℎ(𝑡)𝑑𝑡 =

ˆ 𝑎

0

𝑒𝑚𝑘−1(𝜆𝑘, 𝑡)𝑡ℎ(𝑡)𝑑𝑡,

где ℎ входит в формулу (3).
Шаг 3. Так как функции 𝑒𝑚𝑘−1(𝜆𝑘, 𝑡) являются элементами безусловного ба-

зиса пространства 𝐿2(0, 𝑎), последовательность правых частей в (8) принадлежит
𝑙2, то есть

∑︀
‖𝑓(�̄�𝑘, 𝑡)‖2 < ∞.

Заметим, что справедливо представление 𝑒𝑖𝑧𝑡 = (𝐼−𝑧𝐽)−1
1, где 1 — функция

равная 1 тождественно. Поэтому полагая в (5) 𝑧 = 𝜆𝑘, с учетом определения
𝑓(𝜇, 𝑡), для всех 𝜆𝑘 ∈ Λ получим

𝜆−1
𝑘 = (1, (𝐼 − �̄�𝑘𝐽

*)−1𝑓) = (1, 𝑓(�̄�𝑘, 𝑡)/‖𝑓(�̄�𝑘, 𝑡)‖)‖𝑓(�̄�𝑘, 𝑡)‖.

Так как семейство {𝑓(�̄�𝑘, 𝑡) : 𝜆𝑘 ∈ Λ} есть частью безусловного базиса 𝐿2(0, 𝑎), то
из последних равенств, ввиду ограниченности 𝑚𝑘, следует, что

∑︀
𝑚𝑘|𝜆𝑘|−1 < ∞.

Отсюда вытекает, что ширина индикаторной диаграммы 𝜙 равна нулю. Полу-
ченное противоречие доказывает теорему.

Таким образом, если Λ — множество корней любой функции 𝜙 вида (3), то
семейство {𝐸𝑤(𝜆𝑘, 𝑡) : 𝜆𝑘 ∈ Λ} для произвольного веса 𝑤2 не будет базисом про-
странства 𝐿2(0, 𝑎). Вместе с тем, можно доказать, что соответствующиие биор-
тогональные разложения всегда суммируемы методом Абеля.

2. В этом пункте мы приведем метод построения целых функций 𝜙, которые
для заданного веса 𝑤2 удовлетворяют условию 3) теоремы В.
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Обозначим через 𝑀 множество аналитических в области C+ функций, кото-
рые допускают факторизацию

𝜐(𝑧) = 𝑠(𝑧)𝑤(𝑧), 𝑧 ∈ C+, (9)

где 𝑤 — внешняя функция такая, что вес |𝑤(𝑥+ 𝑖0|2 удовлетворяет условию (𝐴2)
на R, 𝑠 — внутренняя, которая взаимно проста с exp(𝑖𝑎𝑧), то есть

inf
𝑧∈C+

{︀
|𝑠(𝑧)|+ |𝑒𝑖𝑎𝑧|

}︀
> 0.

Каждая функция 𝜐 ∈ 𝑀 представима в виде

𝜐(𝑧) = 𝑧

ˆ ∞

0

𝑒𝑖𝑧𝑡𝑔𝜐(𝑡)𝑑𝑡, 𝑧 ∈ C+, (10)

где 𝑔𝜐 принадлежит 𝐿2 на каждом конечном интервале. Функции класса 𝑀 были
введены в [4] и нашли там прменение в спектральной теории конечномерных
возмущений вольтерровых операторов .

Рассмотрим теперь интегральное уравнение

𝑔𝜐(𝑧, 𝑡) + 𝑖𝑧

ˆ 𝑡

0

𝑔𝜐(𝑧, 𝑠)𝑑𝑠 = 𝑔𝑣(𝑡), 𝑡 > 0, (11)

решение которого 𝑔𝜐(𝑧, 𝑡) ∈ 𝐿2(0, 𝑏) при любом 𝑏 > 0.
И, наконец, введем целую функцию конечной степени

Ψ(𝑧) = 1 + 𝑖𝑧

ˆ 𝑎

0

𝑔𝜐(𝑧, 𝑡)𝑔𝜐(𝑡)𝑑𝑡, 𝑧 ∈ C. (12)

Имеет место
Теорема 2. Пусть 𝜐 — произвольная функция класса 𝑀 , 𝑤 — внешний

множитель в факторизации (9), 𝑤−(𝑧) := 𝑤(𝑧), 𝑧 ∈ C+. Тогда корни функции
Ψ вида (12) лежат в области C+ и при каждом 𝛿 < 0 вес |𝑤−1

− (𝑥+ 𝑖𝛿)Ψ(𝑥+ 𝑖𝛿)|2
удовлетворяет условию (𝐴2) на R .

Доказательство. Шаг 1. В пространстве 𝐿2(0, 𝑎) рассмотрим оператор

𝐾ℎ = −𝐽ℎ− 𝑖(ℎ, 𝑔𝜐)𝑔𝜐, ℎ ∈ 𝐿2(0, 𝑎),

где оператор 𝐽 снова задается формулой (4). Вычисляя резольвету (𝐼 − 𝑧𝐾)−1,
приходим к выводу, что фредгольмов спектр оператора 𝐾 совпадает с множе-
ством корней функции Ψ, которую, как это следует из (12), можно записать в
виде

Ψ(𝑧) = 1 + 𝑖𝑧
(︀
(𝐼 + 𝑧𝐽)−1𝑔𝑣, 𝑔𝜐

)︀
. (13)

Легко проверяется, что

Im (𝐾ℎ, ℎ) 6 0, ℎ ∈ 𝐿2(0, 𝑎). (14)

Рассматривая это неравенство на собственных векторах оператора 𝐾, заключа-
ем, что корни Ψ лежат в замыкании C+. Докажем, что 𝐾 не имеет вещественных
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собственных чисел. Пусть, например, 𝐾ℎ = 𝜇−1ℎ, 𝜇 ∈ R. Тогда, как уже отмеча-
лось, Ψ(𝜇) = 0, то есть

1 + 𝑖𝜇
(︀
(𝐼 + 𝜇𝐽)−1𝑔𝜐, 𝑔𝜐

)︀
= 0, 𝜇 ∈ R. (15)

Учитывая, что

(𝐽 − 𝐽*)ℎ = 𝑖

ˆ 𝑎

0

ℎ(𝑠)𝑑𝑠,

из соотношения Гильберта для резольвент найдем

(︀
(𝐼 + 𝜇𝐽)−1𝑔𝜐, 𝑔𝜐)

)︀
−
(︀
(𝐼 + 𝜇𝐽*)−1𝑔𝜐, 𝑔𝜐)

)︀
= −𝑖𝜇

⃒⃒⃒⃒ˆ 𝑎

0

𝑔𝑣(𝑡)𝑒
−𝑖𝜇𝑡𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒2
.

Теперь, с учетом (15) отсюда выводится неравенство 𝜇−2 6 0 , что невозможно.
Поскольку из (14) следует, что Ker 𝐾 = Ker 𝐾* нетрудно доказать, что

Ker 𝐾 = {0}. Таким образом, корни Ψ лежат в C+ и, кроме того, существует
плотно заданный замкнутый оператор 𝐴 такой , что 𝐾 = 𝐴−1.

Шаг 2. Докажем двустороннюю оценку

𝑚‖ℎ‖2 6
ˆ ∞

−∞
|𝑤(𝑥+ 𝑖0|−2|(𝑔𝜐(𝑥, 𝑡), ℎ)|2𝑑𝑥 6𝑀‖ℎ‖2, (16)

где 𝑚,𝑀 > 0, ℎ ∈ 𝐿2(0, 𝑎), 𝑤 — внешний множитель в факторизации (9).
Докажем сначала неравенства (16) для случая 𝜐 = 𝑤. Для этого применим

преобразование Фурье—Лапласа (с ядром exp(𝑖𝜆𝑡)) к обеим частям уравения (11).
Учитывая, что

ˆ ∞

0

𝑒𝑖𝜆𝑡
ˆ 𝑡

0

𝑔𝑤(𝑧, 𝑠)𝑑𝑠𝑑𝑡 = −(𝑖𝜆)−1

ˆ ∞

0

𝑒𝑖𝜆𝑠𝑔𝑤(𝑧, 𝑠)𝑑𝑠,

получим

(1− 𝑧/𝜆)

ˆ ∞

0

𝑒𝑖𝜆𝑡𝑔𝑤(𝑧, 𝑡)𝑑𝑡 =

ˆ ∞

0

𝑒𝑖𝜆𝑡𝑔𝑤(𝑡)𝑑𝑡, 𝜆 ∈ C+.

Принимая во внимание формулу (10), в случае 𝜐 = 𝑤 найдем
ˆ ∞

0

𝑒𝑖𝜆𝑡𝑔𝑤(𝑧, 𝑡)𝑑𝑡 =
𝑤(𝜆)

𝜆− 𝑧
, 𝜆 ∈ C+, 𝑧 ∈ C−. (17)

Теперь, используя унитарность преобразования Фурье в пространстве 𝐿2(R) для
любого 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑎), вычислим скалярное произведение(︀

(𝐼 + 𝑧𝐽)−1𝑔𝑤, 𝑓
)︀
=

1

2𝜋

ˆ ∞

−∞

𝑤(𝑥+ 𝑖0)

𝑥− 𝑧
𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 𝑧 ∈ C−,

𝑓(𝑥) :=

ˆ 𝑎

0

𝑒−𝑖𝑡𝑥𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Переходя к пределу при 𝑧 → 𝑢 ∈ R некасательно, найдем:

(︀
(𝐼 + 𝑢𝐽)−1𝑔𝑤, 𝑓

)︀
= −𝑖𝑤(𝑢+ 𝑖0)𝑓(𝑢) +

1

2𝜋
lim
𝑧→𝑢

ˆ ∞

−∞

𝑤(𝑥+ 𝑖0)

𝑥− 𝑧
𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (18)
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Поскольку 𝑓 ∈ ℋ2
−, а второе слагаемое в (18) после деления на 𝑤(𝑥+𝑖0) лежит

в ℋ2
+, то отсюда вытекает оценка (16) для 𝜐 = 𝑤, ℎ = 𝑓 . В работе [4] найдена

связь между функциями 𝑔𝑤 и 𝑔𝜐 на отрезке [0, 𝑎]. В ней доказано существование
изоморфизма 𝑆 пространства 𝐿2(0, 𝑎) такого, что 𝑦𝜐 = 𝑆𝑦𝑤, 𝑆𝐽 = 𝐽𝑆. Подставляя
в (18) 𝑓 = 𝑆*ℎ, получаем справедливость оценки (16) для любой функции 𝜐 ∈ 𝑀 .

Шаг 3. Из (14) вытекает, что для оператора 𝐴 := 𝐾−1 (Шаг 1) справед-
ливо неравенство Im(𝐴𝑓, 𝑓) > 0, 𝑓 ∈ 𝐷𝐴 и, следовательно, полугруппа 𝑈(𝑡) =
exp𝑖𝐴𝑡, 𝑡 > 0 является сжимающей. Обратимся теперь к теореме 3.2 работы [5].
Отметим, что двустороння оценка (16) означает, что оператор 𝐴 есть 𝑤-возмуще-
ние оператора дифференцирования 𝐴0 := (−𝐽)−1 [5]. Из (18) следует, что при
каждом 𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑎) функция

𝐺(𝑢, 𝑓) := 𝑤−1(𝑢+ 𝑖0)
(︀
(𝐼 + 𝑢𝐽)−1𝑔𝑤, 𝑓

)︀
такова,что 𝑒𝑖𝑏𝑢𝐺(𝑢, 𝑓) принадлежит классу Харди ℋ2

+ при каждом 𝑏 > 𝑎 и, во-
обще говоря, не принадлежит ℋ2

+, если 𝑏 < 𝑎. Это свойство означает, что 𝑤-
возмущению 𝐴 отвечает вес |𝑤(𝑥+𝑖0)|2 и внутрення функция 𝜃(𝑧) := 𝑒𝑖𝑎𝑧. Теперь
из теоремы 3.2 [5] следует второе утверждение теоремы.

Из доказанной теоремы уже легко вытекает следующий результат.
Теорема 3. Пусть 𝜐 — произвольная функция класса 𝑀 , 𝑤 — внешний мно-

житель в факторизации (9),Ψ — целая функция вида (12), 𝜙(𝑧) := Ψ(𝑧). Тогда
корни функции 𝜙 лежат в области C− и при каждом 𝜀 > 0 вес |𝑤−1(𝑥+𝑖𝜀)𝜙(𝑥+
𝑖𝜀)|2 удовлетворяет условию (𝐴2) на R. Кроме того, выполняется условие 1), а
также первое равенство условия 2) теоремы В.

Действительно, условие 1) легко вытекает из правого неравенства (16) и пред-
ставления (13) функции Ψ. Первое равенство условия 2) вытекает из теоремы
3.2 [5].

Формула (12) не всегда удобна для вычисления функции Ψ. Поэтому при-
ведем другую формулу для Ψ, а значит, и для искомой функции 𝜙. Для этого
заметим,что оператор

P𝑎𝑓 = 𝑒𝑖𝑎𝑥P−𝑒
−𝑖𝑎𝑥𝑓(𝑥), 𝑓 ∈ ℋ2

+,

где P− — ортопроектор из 𝐿2(R) на класс Харди ℋ2
−, ортогонально проектирует

класс ℋ2
+на подпространство Винера—Пэли преобразований Фурье функций 𝑔 ∈

𝐿2(0, 𝑎). Кроме того, те же рассуждения, что и при доказательстве формулы (17),
дают ˆ ∞

0

𝑒𝑖𝜆𝑡𝑔𝑣(𝑧, 𝑡)𝑑𝑡 =
𝜐(𝜆)

𝜆− 𝑧
, 𝜆 ∈ C+, 𝑧 ∈ C−,

где 𝜐 — произвольная функция класса 𝑀 . Поэтому приходим к формулеˆ 𝑎

0

𝑒𝑖𝑥𝑡𝑔𝑣(𝑧, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑒𝑖𝑎𝑥 P− 𝑒−𝑖𝑎𝑥

ˆ ∞

0

𝑒𝑖𝑥𝑡𝑔𝑣(𝑧, 𝑡)𝑑𝑡 =

= 𝑒𝑖𝑎𝑥 P− 𝑒−𝑖𝑎𝑥 𝜐(𝑥+ 𝑖0)

𝑥− 𝑧
, 𝑧 ∈ C−.

Кроме того, из формулы (10) следует, что
ˆ 𝑎

0

𝑒𝑖𝑥𝑡𝑔𝑣(𝑡)𝑑𝑡 = lim
𝜀→+0

𝑒𝑖𝑎𝑥 P− 𝑒−𝑖𝑎𝑥

ˆ ∞

0

𝑒𝑖(𝑥+𝑖𝜀)𝑡𝑔𝑣(𝑡)𝑑𝑡 =



38 Олефир Е. И.

lim
𝜀→+0

𝑒𝑖𝑎𝑥 P− 𝑒−𝑖𝑎𝑥 𝑣(𝑥+ 𝑖𝜀)

𝑥+ 𝑖𝜀
.

Учитывая унитарность преобразования Фурье, формулу (12) перепишем в виде

Ψ(𝑧) = 1 + 2𝜋𝑖𝑧 lim
𝜀→+0

ˆ +∞

−∞

(︂
P−

𝑒−𝑖𝑎𝑥𝑣(𝑥+ 𝑖0)

𝑥− 𝑧

)︂
𝑒𝑖𝑎𝑥𝑣(𝑥+ 𝑖𝜀)

𝑥− 𝑖𝜀
𝑑𝑥, 𝑧 ∈ C−.

Эта формула позволяет вычислять функцию Ψ в конкретных случаях. Например,
с помощью теории вычетов нетрудно проделать вычисления в случае 𝑣(𝑧) = 𝐵(𝑧),
где 𝐵 — произвольное произведение Бляшке в C+.

Заключение. Рассмотрены классы целых функций конечной степени, удо-
влетворяющих некоторым условиям, которые связаны с теоремами о безусловных
базисах из значений целых вектор-функций. В частности, для любого (𝐴2)-веса
𝑤2 на R дана конструкция целой функции 𝜙 с нулями в области Im 𝑧 < 0 такой,
что при любом 𝜀 > 0 вес |𝑤−1

+ (𝑥+ 𝑖𝜀)𝜙(𝑥+ 𝑖𝜀)|2 удовлетворяет 𝐴2-условию.
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Олефир О. I.
До теорiї безумовних базисiв гiльбертових просторiв iз значень цiлих вектор-
функцiй

Резюме

В статтi розглядаються класи цiлих функцiй скiнченного ступеню, якi задовольняють
деяким умовам, що пов’язанi з теоремами про безумовнi базиси iз значень цiлих вектор-
функцiй Зокрема, для кожної (𝐴2)-ваги 𝑤2 на R дається конструкцiя цiлої функцiї 𝜙 з
нулями в областi Im 𝑧 < 0 i такої, що при будь–якому 𝜀 > 0 вага |𝑤−1

+ (𝑥+ 𝑖𝜀)𝜙(𝑥+ 𝑖𝜀)|2
задовольняє 𝐴2-умовi. Тут 𝑤+ — зовнiшня функцiя в областi Im 𝑧 > 0 з властивiстю
|𝑤+(𝑥+ 𝑖0)|2 = 𝑤2(𝑥) майже всюди на R.
Ключовi слова: цiла функцiя, безумовний базис, ваги Макенгаупта.
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Olefir E. I.
To the theory of Hilbert space’s unconditional basis from values of entire
vector-functions

Summary

Classes of entire functions of exponential type are considered in the article. They fulfil certain

conditions related to theorems about unconditional basises from the values of entire vector-

functions. In particular, for any (𝐴2)-weight 𝑤2 on R is given by entire function 𝜙 with

zeros in region Im 𝑧 < 0; futher, for any 𝜀 > 0 the weight |𝑤−1
+ (𝑥 + 𝑖𝜀)𝜙(𝑥 + 𝑖𝜀)|2 meets

the 𝐴2-condition. Here 𝑤+ is an exterior function in region Im 𝑧 > 0 with a property that

|𝑤+(𝑥+ 𝑖0)|2 = 𝑤2(𝑥) almost everywhere on R.
Key words: entire function, unconditional basis, Muckenhoupt’s weights.
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