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НЕОБОРОТНИЙ АНАЛОГ СПРЯГАЮЧОГО ВIДОБРАЖЕННЯ
ДЛЯ ПАРИ ТЕНТОПОДIБНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ

Вивчається функцiональне рiвняння, яке визначає топологiчну спряженiсть пари тен-
топодiбних кусково лiнiйних вiдображень iнтервалу в себе. Отримано всi неперервнi
розв’язки цього функцiонального рiвняння, зокрема доведено, що їх iснує злiченна кiль-
кiсть.
MSC: 37E05.
Ключовi слова: топологiчна спряженiсть, тент-вiдображення, одновимiрна динамi-
ка.

Вступ. Вивчення динамiчних систем з точнiстю до топологiчної спряженос-
тi є природним i широко вiдомим прийомом в теорiї динамiчних систем, та бере
свiй початок ще в роботах Анрi Пуанкаре. Нагадаємо, що вiдображення 𝑓1 та 𝑓2,
якi вiдображають iнтервал [0; 1] в себе, називаються топологiчно спряженими,
якщо iснує гомеоморфiзм (тобто неперервне оборотне вiдображення) 𝜏 : [0; 1] →
[0; 1], для якого дiаграма

[0; 1]
𝑓1−−−−→ [0; 1]

𝜏

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜏

[0; 1]
𝑓2−−−−→ [0; 1]

є комутативною, тобто 𝜏(𝑓1(𝑥)) = 𝑓2(𝜏(𝑥)) для кожного 𝑥 ∈ [0; 1].
В пiдручниках з теорiї динамiчних систем (див., напр.: [3, с. 14]) згадується

топологiчна спряженiсть вiдображення 𝑓 , заданого як

𝑓(𝑥) =

{︂
2𝑥, 𝑥 < 1/2;
2− 2𝑥, 𝑥 > 1/2,

(1)

та вiдображення ̃︀𝑓(𝑥) = 4𝑥(1−𝑥). Гомеоморфiзм ̃︀ℎ, який задає топологiчну спря-
женiсть 𝑓 та ̃︀𝑓 , має вигляд ̃︀ℎ(𝑥) = sin2

(︁𝜋𝑥
2

)︁
.

Наведений приклад природно надихає на розгляд питання про топологiчну
спряженiсть 𝑓 вигляду (1) та вiдображень

𝑓𝑣(𝑥) =

{︂
𝑥
𝑣 , 0 6 𝑥 6 𝑣;
1−𝑥
1−𝑣 , 𝑣 < 𝑥 6 1,

(2)

для довiльного 𝑣 ∈ [0; 1]∖{1/2}.
Iснування та єдинiсть гомеоморфiзму ℎ, який визначає топологiчну спряже-

нiсть 𝑓 та 𝑓𝑣, є простою вправою для студентiв, якi вивчають курс теорiї дина-
мiчних систем. Робота [1] присвячена обмеженням ℎ на множи́ни рацiональних
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чисел з фiксованим знаменником, що є степенем двiйки. Властивостi диференцi-
йовностi цього гомеоморфiзму вивчалися також в [2]. Зокрема, в [2] доведено, що
похiдна вiдображення ℎ дорiвнює нулю майже скрiзь, а також, що якщо похiдна
ℎ′ в деякiй точцi iснує i скiнченна, то вона дорiвнює 0. Нетривiальнiсть вста-
новлених в [2] властивостей гомеоморфiзму ℎ пояснює природнiсть задачi про
знаходження негомеоморфних розв’язкiв функцiонального рiвняння

𝜂(𝑓(𝑥)) = 𝑓𝑣(𝜂(𝑥)) (3)

для невiдомої неперервної функцiї 𝜂 : [0; 1] → [0; 1].
Ми доведемо, що якщо вiдображення 𝜂 монотонне, то воно є гомеоморфiзмом,

який визначає топологiчну спряженiсть 𝑓 та 𝑓𝑣. Iншими словами, розв’язок фун-
кцiонального рiвняння (3) не може бути неперервним, монотонним, але при цьому
вiдображати [0; 1] в його пiдмножину, котра не збiгається з усiм iнтервалом [0; 1].

Для гомеоморфiзму ℎ, який визначає топологiчну спряженiсть вiдображень
𝑓 та 𝑓𝑣 та довiльного неперервного розв’язку 𝜂 функцiонального рiвняння (3),
буде комутативною дiаграма

[0; 1]
𝑓−−−−→ [0; 1]

𝜂

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜂

[0; 1]
𝑓𝑣−−−−→ [0; 1]

ℎ−1

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄ℎ−1

[0; 1]
𝑓−−−−→ [0; 1].

З комутативностi цiєї дiаграми видно, що для знаходження вiдображення 𝜂
необхiдно i достатньо знайти неперервне вiдображення 𝜉, для якого комутуватиме
дiаграма

[0; 1]
𝑓−−−−→ [0; 1]

𝜉

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜉

[0; 1]
𝑓−−−−→ [0; 1],

пiсля чого вiдображення 𝜂 буде задане рiвнiстю

𝜂 = ℎ(𝜉).

Тому будемо шукати неперервне вiдображення 𝜉 iнтервалу [0, 1] в себе, котре
є розв’язком функцiонального рiвняння

𝜉(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝜉(𝑥)). (4)

Основним результатом є теорема.

Теорема 1. Нехай вiдображення 𝜉 є неперервний розв’язок функцiонального
рiвняння (4). Тодi 𝜉 має один з двох виглядiв:
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1. Для деякого 𝑘 ∈ N

𝜉(𝑥) =
1− (−1)[𝑘𝑥]

2
+ (−1)[𝑘𝑥]{𝑘𝑥},

де {·} – функцiя дробової частини, а [·] – функцiя цiлої частини, причому 𝑘 ∈ N
може бути довiльним.

2. 𝜉(𝑥) = 𝑥0, де 𝑥0 = 0, або 𝑥0 = 2/3.

Для довiльного 𝑛 > 1 позначатимемо 𝑛-ну iтерацiю вiдображення 𝑓 через
𝑓𝑛, тобто 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑓(. . . (𝑓(𝑥)) . . .)). Це позначення будемо використовувати не
лише для вiдображення 𝑓 , але i для вiдображень, позначених iншими лiтерами.

1. Про монотоннiсть розв’язку вiдображення 𝜂 рiвняння (3)
До кiнця цього роздiлу будемо вважати, що 𝜂 – неперервний розв’язок фун-

кцiонального рiвняння (3).

Лема 1. 𝜂(0) = 0, або 𝜂(0) = 1
2−𝑣 .

Доведення. Пiдставимо значення 𝑥 = 0 у функцiональне рiвняння (3),
отримавши

𝜂(𝑓(0)) = 𝑓𝑣(𝜂(0)).

Тому 𝜂(0) – нерухома точка вiдображення 𝑓𝑣. Враховуючи, що вiдображення 𝑓𝑣
має двi гiлки монотонностi, визначенi рiвняннями 𝑓𝑣(𝑥) = 𝑥

𝑣 та 𝑓𝑣 = 1−𝑥
1−𝑣 , то

нерухомi точки вiдображення 𝑓𝑣 – це i є 0 та 1
2−𝑣 .

Лема 2. Якщо 𝜂(0) = 0, то 𝜂(1) = 0, або 𝜂(1) = 1.

Доведення. Пiдстановка значення 𝑥 = 1 у функцiональне рiвняння (3) дає
рiвнiсть 𝜂(𝑓(1)) = 𝑓𝑣(𝜂(1)). Тепер твердження леми випливає з того, що 𝑓(1) = 0
та того, що вiдображення 𝑓𝑣 дорiвнює 0 лише в точках 0 та 1.

Наслiдок 1. Якщо 𝜂(1) = 1, то 𝜂 є гомеоморфiзмом.

Лема 3. Якщо 𝜂(0) = 1
2−𝑣 , то 𝜂(1) = 1

2−𝑣 , або 𝜂(1) = 𝑣
2−𝑣 .

Доведення. Твердження леми випливає з рiвностi 𝑓𝑣(𝜂(1)) = 1
2−𝑣 , яка отри-

мується з функцiонального рiвняння (3) пiдстановкою 𝑥 = 1.

Наслiдок 2. Якщо 𝜂 монотонне та 𝜂(0) = 1
2−𝑣 , то 𝜂(1) = 𝑣

2−𝑣 .

Лема 4. Якщо 𝜂(0) = 1
2−𝑣 та 𝜂(1) = 𝑣

2−𝑣 , то вiдображення 𝜂 є немонотон-
ним.

Доведення. З функцiонального рiвняння (3) для 𝑥 = 1/2 за умов леми
маємо 𝑓𝑣(𝜂(1/2)) =

𝑣
2−𝑣 .

Про вiдображення 𝑓𝑣 знаємо, що його графiк складається з двох гiлок моно-
тонностi, причому 𝑥 = 𝑣

2−𝑣 є нерухомою точкою вiдображення 𝑓𝑣. Тобто, 𝜂(1/2)
є нерухомою точкою вiдображення 𝑓𝑣. Втiм, умова 𝜂(1/2) = 𝑣

2−𝑣 суперечить мо-
нотонностi вiдображення 𝜂, звiдки маємо 𝜂(1/2) = 𝑣2

2−𝑣 . Але отримана умова
також суперечить монотонностi вiдображення 𝜂, бо виходить, що 𝜂(1/2) < ℎ(0)
та 𝜂(1/2) < ℎ(1). Останнє завершує доведення леми.



Необоротний аналог спрягаючого вiдображення 43

Лема 5. Якщо 𝜂(0) = 1
2−𝑣 та 𝜂(1) = 0, то вiдображення 𝜂 є немонотонним.

Доведення. З рiвняння (3) для 𝑥 = 1/2 та умови леми маємо

𝑓𝑣(𝜂(1/2)) = 0,

звiдки 𝜂(1/2) ∈ {0; 1}. Це суперечить монотонностi 𝜂.
З доведених лем випливає така теорема.

Теорема 2. Якщо неперервне вiдображення 𝜂, котре є розв’язком функцiо-
нального рiвняння (3), монотонне, то образ вiдрiзку [0; 1] при дiї 𝜂 є весь вiдрiзок
[0; 1].

2. Найпростiшi властивостi розв’язку 𝜉 функцiонального рiвнян-
ня (4)

Зауваження 1. Наведемо деякi приклади розв’язкiв 𝜉(𝑥) функцiонального
рiвняння (4):

1. 𝜉(𝑥) = 𝑥 для всiх 𝑥 ∈ [0; 1];
2. 𝜉 – тотожно стале вiдображення, значення якого дорiвнює однiй з двох

нерухомих точок вiдображення 𝑓 ;
3. 𝜉 – деяка iтерацiя вiдображення 𝑓 .

Теорема 3. Якщо неперервний розв’язок 𝜉 функцiонального рiвняння (4), є
тотожно сталим на деякому вiдрiзку 𝑀 = [𝛼; 𝛽], то вiн є тотожно сталим
на всьому вiдрiзку [0; 1].

Доведення. Доведемо, що якщо вiдображення 𝜉 стале на iнтервалi 𝑀 , то
воно або стале на деякому iнтервалi [̃︀𝛼; ̃︀𝛽] довжиною 2(𝛽 − 𝛼), або на деякому
iнтервалi [0; 𝛾].

Для комутативної дiаграми

[𝛼; 𝛽]
𝑓−−−−→ 𝑓([𝛼; 𝛽])

𝜉

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜉

𝜉([𝛼; 𝛽])
𝑓−−−−→ 𝜉(𝑓([𝛼; 𝛽])) = 𝑓(𝜉([𝛼; 𝛽]))

розглянемо два випадки: мiстить, чи нi вiдрiзок [𝛼; 𝛽] число 0,5. Якщо мiстить,
то замiнимо в комутативнiй дiаграмi 𝑀 на 𝑀1 = [𝛼; 0,5], або на 𝑀2 = [0,5; 𝛽]. На
кожному з них маємо

𝜉(𝑓(𝑀𝑖)) = 𝑓(𝜉(𝑀𝑖)),

звiдки вiдображення 𝜉 виявляється сталим на множинi 𝑓(𝑀𝑖).
Якщо 𝑀 мiстить точку 1

2 , то вiдображення 𝜉 буде сталим на вiдрiзку 𝑓(𝑀),
котрий матиме вигляд [𝛿; 1] i, повторно застосувавши комутативну дiаграму до
нього, отримуємо вiдрiзок вигляду [0; 𝛾], на якому вiдображення 𝜉 буде сталим.
Застосувавши за потреби декiлька разiв наведенi мiркування для [0; 𝛾], отрима-
ємо, що вiдображення 𝜉 буде сталим на всiй множинi [0; 1].

Якщо початковий вiдрiзок 𝑀 не мiстить точку 1
2 , то множина 𝑓(𝑀) буде вiд-

рiзком, довжина якого в два рази бiльша за довжину 𝑀 , причому вiдображення
𝜉 буде сталим на ньому. Застосувавши наведенi мiркування скiнченну кiлькiсть
разiв отримуємо, що вiдображення 𝜉 стале на деякому вiдрiзку, який мiстить
точку 0, або точку 1

2 .
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Теорема 4. Якщо на деякому 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏] промiжку графiк вiдображення 𝜉 є
вiдрiзком прямої, на всьому промiжку [0; 1] графiк вiдображення 𝜉 є ламаною,
яка складається зi скiнченної кiлькостi ланок.

Доведення. Доведення цiєї теореми цiлком аналогiчне до доведення теоре-
ми 3. Для доведення теореми 4 потрiбно слово «стале» по всьому тексту доведе-
ння теореми 3 замiнити на словосполучення «є вiдрiзком прямої».

3. Доведення того, що розв’язок 𝜉 функцiонального рiвняння (4)
кусково лiнiйний

Для зручностi подальших мiркувань наведемо додатковi означення та позна-
чення.

Означення 1. Позначимо 𝐴𝑛, 𝑛 > 1 множину всiх тих точок iнтервалу
[0; 1] таких, що 𝑓𝑛(𝐴𝑛) = 0.

Лема 6. Множина 𝐴𝑛 описується такою рiвнiстю:

𝐴𝑛 =

{︂
0;

1

2𝑛−1
; . . .

2𝑛−1 − 1

2𝑛−1
; 1

}︂
.

Перед доведенням наведеної леми наведемо зауваження про те, яким можна
означити вiдображення 𝑓(𝑥), якщо використовувати двiйковий запис числа 𝑥 ∈
[0; 1].

Зауваження 2. Якщо двiйковий запис числа 𝑥 ∈ [0; 1] має вигляд

𝑥 = 0, 𝛼1𝛼2 . . . ,

то двiйковий запис числа 𝑓(𝑥) має вигляд

𝑓(𝑥) =

{︂
0, 𝛼2𝛼3 . . . 𝛼𝑛 . . . , якщо 𝛼1 = 0,
0, 𝛼2𝛼3 . . . 𝛼𝑛 . . . , якщо 𝛼1 = 1,

де 𝛼𝑖 = 1− 𝛼𝑖.

Доведення. [Доведення леми 6]
Згiдно з зауваженням 2, для кожного числа 𝑥 ∈ [0; 1] умова 𝑓𝑛(𝑥) = 0 означає,

що цифри його двiйкового запису, починаючи з 𝑛+1-ї довiрнюють нулю, а першi
𝑛 цифр є довiльними. Зазначене доводить лему.

Враховуючи компактнiсть iнтервалу [0; 1], з неперервностi вiдображення 𝜉
випливає його рiвномiрна неперервнiсть. Для кожного 𝑛 ∈ N з рiвномiрної не-
перервностi вiдображення 𝜉 випливає, що iснує 𝑚 таке, що з того, що у чисел
𝑎, 𝑏 ∈ [0; 1] першi 𝑚 двiйкових цифр однаковi, випливає умова

|𝜉(𝑎)− 𝜉(𝑏)| < 2𝑛. (5)

Позначимо 𝑚𝜉(𝑛) цю кiлькiсть однакових двiйкових цифр.

Лема 7. Для кожного 𝑛 ∈ N, якщо у чисел 𝑎, 𝑏 ∈ [0; 1] першi 𝑚𝜉(𝑛) + 1
двiйковi цифри однаковi, то |𝜉(𝑎)− 𝜉(𝑏)| < 2𝑛+1.
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Доведення. Нехай 𝑚 = 𝑚𝜉(𝑛) та двiйковi розклади чисел 𝑎 та 𝑏 мають
вигляд

𝑎 = 0, 𝑐1 𝑐2 . . . 𝑐𝑚+1 𝑥1 𝑥2 . . .

та
𝑏 = 0, 𝑐1 𝑐2 . . . 𝑐𝑚+1 𝑦1 𝑦2 . . . .

Оскiльки першi 𝑚 цифр чисел 𝑎 та 𝑏 однаковi, то виконується нерiвнiсть
|𝜉(𝑎)− 𝜉(𝑏)| < 2𝑛.

Не обмежуючи загальностi, можемо вважати, що 𝜉(𝑎) > 𝜉(𝑏). Припустимо,
що 𝜉(𝑎) − 𝜉(𝑏) < 2𝑛, але 𝜉(𝑎) − 𝜉(𝑏) > 2𝑛+1. Це припущення, що 𝜉(𝑎) та 𝜉(𝑏) в
двiйковiй системi мають один з поданих нижче виглядiв:

Випадок 1:
𝜉(𝑎) = 0,𝑀 10 1⏟  ⏞  

𝑛

1𝐴,

𝜉(𝑏) = 0,𝑀 01 0⏟  ⏞  
𝑛

0𝐵,
(6)

де 𝑀, 𝐴, 𝐵, 0 та 1 – блоки з цифр, причому в блоках 0 та 1 кiлькiсть цифр
однакова, блок 0 складається лише з нулiв, блок 1 складається лише з одиниць
i, крiм того, 0, 𝐴 ≥ 0, 𝐵 та фiгурна дужка, пiд якою написано 𝑛, означає, що 𝑛 –
кiлькiсть цифр у блоцi, охопленому фiгурною дужкою.

Випадок 2:
𝜉(𝑎) = 0, 𝑀⏟ ⏞ 

𝑛

1𝐴,

𝜉(𝑏) = 0, 𝑀⏟ ⏞ 
𝑛

0𝐵,
(7)

де 𝑀, 𝐴 та 𝐵 — блоки з цифр, причому кiлькiсть цифр в блоцi 𝑀 дорiвнює 𝑛 та
виконується нерiвнiсть 0, 𝐴 > 0, 𝐵.

Якщо у чисел 𝑎 та 𝑏 однаковими є першi 𝑚 + 1 двiйкова цифра, то у чисел
𝑓(𝑎) та 𝑓(𝑏) однаковими є першi 𝑚 двiйкових цифр.

Для скорочення подальших мiркувань позначимо через 𝑀 ′ – блок 𝑀 з вiд-
кинутою першою цифрою, а з рискою над назвою блоку цифр, наприклад, 𝐴, 𝑀

′

i т. д. позначатимемо блок, в якому кожен 0 замiнено на 1 i кожен 1 – на 0.
З рiвностi

𝜉(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝜉(𝑥))

маємо, що для чисел 𝑓(𝜉(𝑎)) та 𝑓(𝜉(𝑏)) виконується нерiвнiсть (5).
Розглянемо перший випадок, тобто коли числа 𝜉(𝑎) та 𝜉(𝑏) мають вигляд (6).
Якщо перша цифра блоку 𝑀 дорiвнює нуль, то

𝑓(𝜉(𝑎)) = 0,𝑀 ′ 10 1⏟  ⏞  
𝑛−1

1𝐴,

𝑓(𝜉(𝑏)) = 0,𝑀 ′ 01 0⏟  ⏞  
𝑛−1

0𝐵.

Ця умова суперечить умовi (5), бо виходить, що

𝑓(𝜉(𝑎))− 𝑓(𝜉(𝑏)) = 2−𝑛 + 2−𝑛−1 · (0, 𝐴− 0, 𝐵). (8)
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Якщо перша цифра блоку 𝑀 дорiвнює 1, то

𝑓(𝜉(𝑎)) = 0,𝑀
′
01 0⏟  ⏞  

𝑛−1

0𝐴,

𝑓(𝜉(𝑏)) = 0,𝑀
′
10 1⏟  ⏞  

𝑛−1

1𝐵.

Ця умова означає, що

𝑓(𝜉(𝑏))− 𝑓(𝜉(𝑎)) = 2−𝑛 + 2−𝑛−1 · (0, 𝐴− 0, 𝐵) (9)

i також суперечить умовi (5).
Розглянемо другий випадок, тобто коли числа 𝜉(𝑎) та 𝜉(𝑏) мають вигляд (7).

Аналогiчно до «першого випадку» розглянемо альтернативу, коли перша цифра
блоку 𝑀 дорiвнює 0 або 1.

Якщо перша цифра блоку 𝑀 дорiвнює 0, то

𝑓(𝜉(𝑎)) = 0, 𝑀 ′⏟ ⏞ 
𝑛−1

1𝐴,

𝑓(𝜉(𝑏)) = 0, 𝑀 ′⏟ ⏞ 
𝑛−1

0𝐵,

звiдки рiзниця 𝑓(𝜉(𝑎))− 𝑓(𝜉(𝑏)) має вигляд (8), що суперечить (5).
Якщо перша цифра блоку 𝑀 дорiвнює 1, то

𝑓(𝜉(𝑎)) = 0, 𝑀⏟ ⏞ 
𝑛

1𝐴,

𝑓(𝜉(𝑏)) = 0, 𝑀⏟ ⏞ 
𝑛

0𝐵,

i рiзниця 𝑓(𝜉(𝑏))− 𝑓(𝜉(𝑎)) має вигляд (9), i це також суперечить (5).

Наслiдок 3. Нехай 𝑡, 𝑛 ∈ N та 𝑚 = 𝑚𝜉(𝑚). Якщо у чисел 𝑎, 𝑏 ∈ [0; 1] першi
𝑚+ 𝑡 двiйковi цифри однаковi, то |𝜉(𝑎)− 𝜉(𝑏)| < 2𝑛+𝑡.

Доведення. Цей наслiдок доводиться iндукцiєю за 𝑡 з допомогою мiркувань,
цiлком аналогiчних до тих, що використанi в лемi вище.

Наслiдок 3 допускає наступну геометричну iнтерпретацiю. Нехай число 𝑛
фiксоване. Зауважимо, що умова спiвпадiння перших 𝑚 цифр у чисел 𝑎 та 𝑏
означає, що цi числа знаходяться мiж двома сусiднiми точками множини 𝐴𝑚+1.
Зафiксуємо двi довiльнi сусiднi точки множини 𝐴𝑚, котрi назвемо 𝛼(𝑡; 𝑚) та
𝛼(𝑡 + 1; 𝑚). З побудови числа 𝑚 за числом 𝑛 маємо, що графiк вiдображення
ℎ(𝑥) при

𝑥 ∈ [𝛼(𝑡; 𝑚); 𝛼(𝑡+ 1; 𝑚)] (10)

лежить в прямокутнику зi сторонами, паралельним до осей координат, який має
висоту (вимiр за вiссю ординат), що дорiвнює 2−𝑛.

Лема 7 означає, що якщо ми роздiлимо розглянутий прямокутник на чотири
частини, провiвши через середини його сторiн вiдрiзки, паралельнi до координат-
них осей, то графiк вiдображення ℎ буде знаходитись точно в двох з отриманих
квадратiв.
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Наслiдок 3 означає, що якщо кожен з побудованих менших квадратiв, в якому
знаходиться графiк вiдображення 𝜉, ми в той саме спосiб розiб’ємо на 4 частини,
то графiк вiдображення 𝜉 буде знаходитися точно в двох з чотирьох побудованих
ще менших квадратiв, крiм того, вказаний процес дроблення можна повторювати
до нескiнченностi.

Означення 2. Нехай 𝑛 ∈ N, 𝑚 = 𝑚𝜉(𝑛) та 𝑡, 0 6 𝑡 6 2𝑚−1 – деяке цiле
число. Назвемо лiнiями сiтки такi вiдрiзки:

1. Вiдрiзки, паралельнi до осi абсцис при 𝑥 ∈ [𝛼(𝑡; 𝑚); 𝛼(𝑡 + 1; 𝑚)], котрi
(можливо, не строго) обмежують графiк вiдображення 𝜉 i вiдстань мiж якими
дорiвнює 2−𝑛;

2. Горизонтальнi вiдрiзки, якi з’єднують кiнцi лiнiй сiтки, побудованих в
п. 1.

3. Кожен з вiдрiзкiв, якi будуються при описанiй вище геометричнiй iнтер-
претацiї леми 7 та наслiдку 3.

Точки перетину лiнiй сiтки називатимемо вузлами сiтки. Прямокутни-
ки, утворенi побудованими у п. 3, вiдрiзками та вiдрiзками, побудованими на
попередньому кроцi, назвемо квадратами сiтки. При цьому новi лiнiї сiтки
(та, вiдповiдно, квадрати сiтки) будуються лише в тому разi, коли вiдкритий
стартовий квадрат сiтки мiстить принаймнi одну точку графiку вiдображен-
ня 𝜉.

Зауваження 3. Зауважимо, що лiнiї сiтки, визначенi в п. 1 означення 2,
визначенi не однозначно — однозначно визначена лише горизонтальна вiдстань
мiж цими лiнiями. Все iнше визначене однозначно.

Зауваження 4. Якщо пiсля чергового кроку розбиття сiтки, визначеного
п. 3 означення 2, вiдповiдно до наслiдку 3 графiк вiдображення виходить за два
сусiднi по горизонталi прямокутники, то воно проходить через вузол сiтки,
утворений перетином нових лiнiй сiтки.

Доведення. (Пояснення до зауваження) Розглянемо приклад, де на малюн-
ку зображено iнтервал [𝛼(𝑡; 𝑚); 𝛼(𝑡+ 1; 𝑚)] та графiк вiдображення 𝜉 на цьому
iнтервалi.

𝛼(𝑡; 𝑚) 𝛼(𝑡+ 1; 𝑚)

A D

B C

1

2 3

4

Рис. 1. Пояснення для доведення

Верхню та нижню межу на квадратi, що зображено на малюнку, розумiємо
як обмеження, гарантованi означенням рiвномiрної неперервностi функцiї 𝜉.
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Квадрат дiлиться на 4 квадрати, позначенi лiтерами 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷. Графiк вiд-
ображення знаходиться в квадратах сiтки 𝐴 та 𝐷. Квадрат 𝐴 подiлено на чотири
частини, якi позначено цифрами вiд 1 до 4. Добре видно, що графiк вiдображе-
ння знаходиться в утворених квадратах 1 та 3. Згiдно з лемою 2 та наслiдком 3
це означає, що, по-перше, цей графiк проходить через точку перетину вiдрiз-
кiв, котрi подiлили квадрат 𝐴 на меншi квадрати 1, 2, 3, 4, а по-друге, графiк
вiдображення 𝜉 не має точок в квадратах 2 та 4.

Лема 8. Якщо вiдображення 𝜉 не є тотожно сталим, то на кожному з
промiжкiв 𝐽 вигляду (10) графiк вiдображення 𝜉 проходить через деякий вузол
сiтки.

Доведення. За теоремою 3 вiдображення 𝜉 не є тотожно сталим на вiдрiзку,
вигляду (10), де ми розглядаємо це вiдображення. Тому можемо розглянути 𝑎 =
min
𝑥∈𝐽

𝜉(𝑥) та 𝑏 = max
𝑥∈𝐽

𝜉(𝑥), причому 𝑎 ̸= 𝑏.

Оскiльки висота кожного квадрату зменшується i щоразу дiлиться на 2, то на
якомусь кроцi знайдеться квадрат, висота якого буде меншою за 𝑏−𝑎. Вiдповiдно
до зауваження 4 це означатиме, що не пiзнiше, нiж через цю кiлькiсть крокiв
графiк вiдображення 𝜉 пройде через вузол сiтки.

Наслiдок 4. Якщо вiдображення 𝜉 не є тотожно сталим, то на кожному
з промiжкiв 𝐽 вигляду (10) є принаймнi два вузли сiтки, через якi проходить
графiк вiдображення, причому цi вузли мають рiзнi ординати.

Доведення. Доведення цього наслiдку цiлком повторює доведення леми 8.

Лема 9. Якщо на деякому промiжку 𝐽 вигляду (10) графiк не тотожно
сталого вiдображення 𝜉 проходить через два вузли сiтки, що мають рiзну орди-
нату, то графiк вiдображення 𝜉 є ламаною на всьому промiжку [0; 1], причому
ця ламана має скiнченну кiлькiсть ланок.

Доведення. Нехай 𝑎, 𝑏, (𝑎 < 𝑏) – точки промiжку 𝐽 , в яких графiк вiдобра-
ження 𝜉 проходить через вузли сiтки.

Тодi за наслiдком 3 графiк вiдображення 𝜉 пройде також через точку (𝑐; 𝜉(𝑐)),
яка є серединою вiдрiзку з кiнцями в точках (𝑎; 𝜉(𝑎)) та (𝑏; 𝜉(𝑏)).

Застосувавши наслiдок 3 до вiдрiзкiв (𝑎; 𝑐) та (𝑐; 𝑏) i продовживши наведе-
нi мiркування нескiнченно багато разiв для вiдрiзкiв, котрi будемо отримувати,
отримаємо щiльну множину точок графiку вiдображення, котрi належать пря-
мiй, що проходить через точки (𝑎; 𝜉(𝑎)) та (𝑏; 𝜉(𝑏)).

З неперервностi вiдображення 𝜉 отримаємо, що його графiк при 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]
буде вiдрiзком.

Звiдси з теореми 4 маємо твердження леми.
4. Властивостi кусково-лiнiйного розв’язку 𝜉 функцiонального рiв-

няння (4).
До кiнця цього роздiлу позначимо через 𝑘 кутовий коефiцiєнт найлiвiшого

промiжку графiку 𝜉, тобто 𝑘 = 𝜉′(0).
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Лема 10. 𝜉(0) ∈ {0; 2
3}.

Доведення. Пiдставимо 𝑥 = 0 у функцiональне рiвняння (3) та отримаємо
𝑓(𝜉(0)) = 𝜉(0), тобто 𝜉(0) – нерухома точка вiдображення 𝑓 . Втiм вiдображення
𝑓 має лише двi нерухомi точки — точку 0 та точку 2

3 , яка є розв’язком рiвняння
𝑥 = 2− 2𝑥.

Лема 11. 𝜉(0) = 0.

Доведення. Нехай (𝑥1; 𝑘𝑥1) – перша точка зламу графiку функцiї 𝜉. Тодi
з комутативної дiаграми

[0; 𝑥1]
𝑓−−−−→ [0; 2𝑥1]

𝜉

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜉

[0; 1]
𝑓−−−−→ [0; 1]

отримуємо рiвнiсть 𝜉(2𝑥) = −2𝜉(𝑥) + 2 = −2𝑘𝑥+ 2, звiдки 2𝑘𝑥 = −2𝑘𝑥+ 2.

Лема 12. 𝑘 > 1.

Доведення. Нехай для 𝑥 ∈ [0; 𝑥1] функцiя 𝜉 задається рiвнiстю 𝜉(𝑥) = 𝑘𝑥,
причому (𝑥1; 𝑘𝑥1) – точка зламу графiку 𝜉.

Припустимо, що 𝑘 < 1.
Оскiльки 𝑘 < 1, то для кожного 𝑥 ∈ [0; 1/2] виконується нерiвнiсть 𝑘𝑥 < 1/2

i для кожного 𝑥 ∈ [0; 1/2] з комутативної дiаграми

𝑥
𝑓−−−−→ 2𝑥

𝜉

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜉

𝑘𝑥
𝑓−−−−→ 2𝑘𝑥 = 𝜉(2𝑥)

маємо, що для кожного 𝑥 ∈ [0; 2𝑥1] виконується рiвнiсть 𝜉(𝑥) = 𝑘𝑥.
Це означає, що 𝜉(𝑥) = 𝑘𝑥 для кожного 𝑥 ∈ [0; 1], тобто 𝑥1 = 1. Але в такому

разi має комутувати дiаграма

1
𝑓−−−−→ 0

𝜉

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜉

𝑘
𝑓−−−−→ ?,

тобто виконувати рiвнiсть 𝑓(𝑘) = 0, яка суперечить умовi 𝑘 < 1.

Лема 13. На промiжку 𝑥 ∈ [0; 1
𝑘 ] виконується рiвнiсть 𝜉(𝑥) = 𝑘𝑥.

Доведення. Нехай 𝑥1 – абсциса першої, додатної точки зламу графiку 𝜉.
Тодi для 𝑥2 = min{1/2; 𝑥1} та довiльного 𝑥 ∈ [0; 𝑥2] розглянемо комутативну
дiаграму

𝑥
𝑓−−−−→ 2𝑥

𝜉

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜉

𝑘𝑥
𝑓−−−−→ ?,
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з якої за додаткової умови 𝑘𝑥 < 1
2 випливає рiвнiсть

2𝑘𝑥 = 𝜉(2𝑥). (11)

Зробивши в рiвностi (11) замiну 𝑡 = 2𝑥, отримаємо рiвнiсть 𝑘𝑡 = 𝜉(𝑡), котра
справджується при кожному 𝑡 < 1

𝑘 , звiдки маємо, що на промiжку [0; 1
𝑘 ] функцiя

𝜉 не має точок зламу, тобто 𝑥1 > 1
𝑘 . Втiм, при 𝑡 = 1

𝑘 виконується рiвнiсть 𝜉(𝑡) = 1,
звiдки 𝑥1 6 1

𝑘 , що доводить лему.
З лем 12 та 13 випливає такий наслiдок.

Наслiдок 5. Якщо 𝑘 = 1, то 𝜉(𝑥) = 𝑥 для всiх 𝑥 ∈ [0; 1].

Лема 14. Для 𝑥 ∈ [ 1𝑘 ;
2
𝑘 ] ∩ [0; 1] виконується рiвнiсть 𝜉(𝑥) = 2− 𝑘𝑥.

Доведення. Розглянемо для 𝑥 ∈ [ 1
2𝑘 ;

1
𝑘 ] комутативну дiаграму

𝑥
𝑓−−−−→ 2𝑥

𝜉

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜉

𝑘𝑥
𝑓−−−−→ 2− 2𝑘𝑥.

Звiдси на промiжку 𝑥 ∈ [ 1𝑘 ;
2
𝑘 ] виконується рiвнiсть 𝜉(𝑥) = 2− 𝑘𝑥.

Лема 15. На кожному промiжку вигляду [ 2𝑡𝑘 ;
2𝑡+1
𝑘 ] вiдображення 𝜉 має ку-

товий коефiцiєнт 𝑘, а на кожному промiжку вигляду [ 2𝑡+1
𝑘 ; 2𝑡+2

𝑘 ] вiдображення
𝜉 має кутовий коефiцiєнт −𝑘.

Доведення. Припустимо, що для всiх 𝑡 6 𝑡0 лему доведено, причому 2𝑡+2
𝑘 6

1
2 . Доведемо, що в такому разi твердження леми буде справедливим i для всiх
𝑡 6 2𝑡0. Застосувавши мiркування, що представимо нижче, 𝑛 разiв (де 𝑛 – деяке
натуральне число) отримаємо, що твердження леми буде справедливим також
для всiх 𝑡 6 2𝑛𝑡0.

Зафiксуємо довiльне 𝑡 < 𝑡0 таке, що 2𝑡+2
𝑘 6 1

2 . Для множини 𝑀1 = [ 2𝑡𝑘 ;
2𝑡
𝑘 + 1

2𝑘 ]
та 𝑥 ∈ 𝑀1 розглянемо комутативну дiаграму

𝑥
𝑓−−−−→ 2𝑥

𝜉

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜉

𝜉(𝑥)
𝑓−−−−→ ?.

(12)

Оскiльки на множинi 𝑀1 вiдображення 𝜉 зростає вiд 0 до 1
2 , то 𝜉(𝑥) = 𝑘𝑥−2𝑡

при 𝑥 ∈ 𝑀1 та комутативна дiаграма може бути переписана у виглядi 𝜉(2𝑥) =
2𝜉(𝑥). Замiнивши 2𝑥 = 𝑠, маємо, що при 𝑠 ∈ [ 4𝑡𝑘 ;

4𝑡
𝑘 + 1

𝑘 ] виконується рiвнiсть

𝜉(𝑠) = 𝑘𝑠− 4𝑡. (13)

Для множини 𝑀2 = [ 2𝑡𝑘 + 1
2𝑘 ;

2𝑡+1
𝑘 ] та 𝑥 ∈ 𝑀2 розглянемо комутативну дi-

аграму (12). Оскiльки на множинi 𝑀2 вiдображення 𝜉 зростає вiд 1
2 до 1, то

𝜉(𝑥) = 𝑘𝑥 − 2𝑡 при 𝑥 ∈ 𝑀2 та комутативна дiаграма може бути переписана у
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виглядi 𝜉(2𝑥) = 2 − 2𝜉(𝑥). Замiнивши 2𝑥 = 𝑠, маємо, що при 𝑠 ∈ [ 4𝑡+1
𝑘 ; 4𝑡+2

𝑘 ]
виконується рiвнiсть

𝜉(𝑠) = 2− 𝑘𝑠+ 4𝑡. (14)

Для множини 𝑀3 = [ 2𝑡+1
𝑘 ; 2𝑡+1

𝑘 + 1
2𝑘 ] та 𝑥 ∈ 𝑀3 розглянемо комутативну

дiаграму (12) Оскiльки на множинi 𝑀3 вiдображення 𝜉 спадає вiд 1 до 1
2 , то

𝜉(𝑥) = −𝑘𝑥+ 2𝑡+ 2 при 𝑥 ∈ 𝑀3 та комутативна дiаграма може бути переписана
у виглядi 𝜉(2𝑥) = 2 − 2𝜉(𝑥). Замiнивши 2𝑥 = 𝑠, маємо, що при 𝑠 ∈ [ 4𝑡+2

𝑘 ; 4𝑡+3
𝑘 ]

виконується рiвнiсть
𝜉(𝑠) = 𝑘𝑠− 4𝑡− 2. (15)

Для множини 𝑀4 = [ 2𝑡+1
𝑘 + 1

2𝑘 ;
2𝑡+2
𝑘 ] та 𝑥 ∈ 𝑀4 розглянемо комутативну

дiаграму (12).
Оскiльки на множинi 𝑀4 вiдображення 𝜉 спадає вiд 1

2 до 0, то 𝜉(𝑥) = −𝑘𝑥+
2𝑡 + 2 при 𝑥 ∈ 𝑀4 та комутативна дiаграма може бути переписана у виглядi
𝜉(2𝑥) = 2𝜉(𝑥). Замiнивши 2𝑥 = 𝑠, маємо, що при 𝑠 ∈ [ 4𝑡+3

𝑘 ; 4𝑡+4
𝑘 ] виконується

рiвнiсть
𝜉(𝑠) = −𝑘𝑠+ 4𝑡+ 4. (16)

Рiвностi (13)–(16) дозволяють реалiзувати мiркування, описанi на початку
доведення, i це доводить лему.

Наслiдок 6. 1. 𝑘 ∈ N, причому або 𝑘 = 1, або число 𝑘 парне.
2. Нулi вiдображення 𝜉 мають вигляд 2𝑡

𝑘 , де 𝑡 ∈ N.

Доведення. 1. Якщо 𝑘 > 1, то з лем 2 та 15 випливає, що на промiжку
[0; 1] вiдображення має цiлу кiлькiсть промiжкiв, на кожному з яких набуває по
одному значенню з iнтервалу [0; 1], причому область визначення кожного з цих
промiжкiв є iнтервалом довжиною 1

𝑘 .
Це означає, що частка 1 : 1

𝑘 є цiлим числом.
Другий пункт наслiдку отримується з леми 15 прямою перевiркою.

Лема 16. Вiдображення 𝜉, визначене при натуральних 𝑘 умовою леми 15,
задовольняє функцiональне рiвняння (4).

Доведення. Для 𝑥 ∈ [0; 1
2 ] твердження леми випливає з доведення леми 15.

Тому досить розглянути рiвняння (4) при 𝑥 ∈ [ 12 ; 1].
Для 𝑡 > 𝑘

2 та кожної з множин 𝑀1 = [2𝑡𝑘 ;
2𝑡
𝑘 + 1

2𝑘 ], 𝑀2 = [ 2𝑡𝑘 + 1
2𝑘 ;

2𝑡+1
𝑘 ],

𝑀3 = [ 2𝑡+1
𝑘 ; 2𝑡+1

𝑘 + 1
2𝑘 ] та 𝑀4 = [ 2𝑡+1

𝑘 + 1
2𝑘 ;

2𝑡+2
𝑘 ] почергово розглянемо дiаграми

𝑥
𝑓−−−−→ −2𝑥+ 2

𝜉

⎮⎮⌄ ⎮⎮⌄𝜉

[0; 1]
𝑓−−−−→ [0; 1]

(17)

при 𝑥 ∈ 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 4 та покажемо, що в разi виконання умов леми цi дiаграми
дiйсно будуть комутувати.

При 𝑥 ∈ 𝑀1 вiдображення 𝜉 має вигляд 𝜉(𝑥) = 𝑘𝑥 − 2𝑡. Оскiльки 𝜉(𝑥) ∈
[0; 1/2], то комутування дiаграми рiвносильне рiвностi 2𝜉(𝑥) = 𝜉(−2𝑥 + 2). Втiм
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при 𝑥 ∈ 𝑀1 виконується включення 2 − 2𝑥 ∈ ̃︁𝑀1 = [ 2𝑘−4𝑡−1
𝑘 ; 2𝑘−4𝑡

𝑘 ]. При 𝑥 ∈ ̃︁𝑀1

вiдображення 𝜉 пробiгає всi значення вiд 1 до 0, спадаючи з кутовим коефiцiєнтом
−𝑘, тобто при 𝑥 ∈ ̃︁𝑀1 має мiсце формула 𝜉(𝑥) = −𝑘𝑥+ 2𝑘 − 4𝑡.

Таким чином, комутування дiаграми (17) рiвносильне тривiальнiй рiвностi
2(𝑘𝑥− 2𝑡) = −𝑘(−2𝑥+ 2) + 2𝑘 − 4𝑡.

При 𝑥 ∈ 𝑀2 вiдображення 𝜉 має вигляд 𝜉(𝑥) = 𝑘𝑥 − 2𝑡. Оскiльки 𝜉(𝑥) ∈
[1/2; 1], то комутування дiаграми (17) рiвносильне рiвностi 2−2𝜉(𝑥) = 𝜉(−2𝑥+2).

Втiм при 𝑥 ∈ 𝑀2 виконується включення 2 − 2𝑥 ∈ ̃︁𝑀2 = [ 2𝑘−4𝑡−2
𝑘 ; 2𝑘−4𝑡−1

𝑘 ]. При
𝑥 ∈ ̃︁𝑀2 вiдображення 𝜉 пробiгає всi значення вiд 0 до 1, зростаючи з кутовим
коефiцiєнтом 𝑘, тобто при 𝑥 ∈ ̃︁𝑀2 має мiсце формула 𝜉(𝑥) = 𝑘𝑥− 2𝑘 + 4𝑡+ 2.

Таким чином, комутування дiаграми (17) рiвносильне тривiальнiй рiвностi 2−
2(𝑘𝑥−2𝑡) = 𝑘(−2𝑥+2)−2𝑘+4𝑡+2. При 𝑥 ∈ 𝑀3 вiдображення 𝜉 має вигляд 𝜉(𝑥) =
−𝑘𝑥 + 2𝑡 + 2. Оскiльки 𝜉(𝑥) ∈ [ 12 ; 1], то комутування дiаграми (17) рiвносильне
рiвностi 2−2𝜉(𝑥) = 𝜉(−2𝑥+2). Втiм, при 𝑥 ∈ 𝑀3 виконується включення 2−2𝑥 ∈̃︁𝑀3 = [ 2𝑘−4𝑡−3

𝑘 ; 2𝑘−4𝑡−2
𝑘 ]. При 𝑥 ∈ ̃︁𝑀3 вiдображення 𝜉 пробiгає всi значення вiд 1

до 0, спадаючи з кутовим коефiцiєнтом −𝑘, тобто при 𝑥 ∈ ̃︁𝑀3 має мiсце формула
𝜉(𝑥) = −𝑘𝑥 + 2𝑘 − 4𝑡 − 2. Таким чином, комутування дiаграми (17) рiвносильне
тривiальнiй рiвностi 2− 2(−𝑘𝑥+ 2𝑡+ 2) = −𝑘(−2𝑥+ 2) + 2𝑘 − 4𝑡− 2.

При 𝑥 ∈ 𝑀4 вiдображення 𝜉 має вигляд 𝜉(𝑥) = −𝑘𝑥+ 2𝑡+ 2. Оскiльки 𝜉(𝑥) ∈
[0; 1

2 ], то комутування дiаграми (17) рiвносильне рiвностi 2𝜉(𝑥) = 𝜉(−2𝑥+2). Втiм
при 𝑥 ∈ 𝑀4 виконується включення 2−2𝑥 ∈ ̃︁𝑀4 = [ 2𝑘−4𝑡−4

𝑘 ; 2𝑘−4𝑡−3
𝑘 ]. При 𝑥 ∈ ̃︁𝑀4

вiдображення 𝜉 зростає вiд 0 до 1 з кутовим коефiцiєнтом 𝑘, тобто при 𝑥 ∈ ̃︁𝑀4 має
мiсце формула 𝜉(𝑥) = 𝑘𝑥− 2𝑘 + 4𝑡+ 4. Таким чином, комутування дiаграми (17)
рiвносильне тривiальнiй рiвностi 2(−𝑘𝑥+ 2𝑡+ 2) = 𝑘(2− 2𝑥)− 2𝑘 + 4𝑡+ 4.

Теорема 1, наведена як основний результат роботи, є природним узагальнен-
ням доведених лем.
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Плахотник М. В.
Необратимый аналог сопрягающего отображения для пары тентоподобных
отображений

Резюме

Изучается функциональное уравнение, определяющее топологическую сопряженность
пары тентоподобных кусочно линейных отображений интервала в себя. Получены все
непрерывные решения этого функционального уравнения, в частности доказано, что
количество этих решений счетно.
Ключевые слова: топологическая сопряженность, тент-отображение, одномерная
динамика.
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Plakhotnyk M.
Noninvertible analogue for the congugate mapping for the pair of tent-like
mappings

Summary

The functional equation which appear in the definition of the topological conjugacy of the

tent-like piecewise linear mappings of an interval into itself. All the solutions of this functional

equations are obtained and the countable number of these solutions is proved.

Key words: topological conjugacy, tent-maps, one-dimensional dynamics.
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