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ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УПРУГОГО СЛОЯ

Использована новая методика решения пространственных задач, основанная на ее све-
дении к двум совместно и одному раздельно решаемым уравнениям. С ее помощью
построено точное решение пространственной задачи для упругого слоя, нижняя грань
которого либо защемлена, либо находится в условиях скользящей заделки, а к верхней
грани приложено нормальное сжимающее напряжение. Применение интегрального пре-
образования Фурье по двум переменным сводит решение к одномерной векторной кра-
евой задаче в пространстве трансформант. Решение задачи получено в явном виде при
помощи аппарата матричного дифференциального исчисления. Вычислены нормаль-
ные напряжения и смещения на поверхности слоя и исследована возможность появле-
ния растягивающих напряжений на нижней грани при выполнении условий гладкого
контакта.
MSC: 74G05.
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Введение. Впервые метод сведения уравнений движения к двум совместно
и одному раздельно решаемым уравнениям был предложен в работах Г. Я. По-
пова [1]. Особенностью и преимуществом указанного подхода является то, что
решение поставленной задачи получено в терминах исходных смещений и напря-
жений, а не в терминах вспомогательных функций, которые часто используют-
ся при решении краевых задач. Как известно, возвращение от вспомогательных
функций к исходным механическим представляет собой достаточно сложную за-
дачу, которой удается избежать при указанном подходе.

Пространственные задачи теории упругости рассматривались многими ав-
торами. Тут следует упомянуть работы Александрова В. М., Воровича И. И.,
Мусхелишвили Н. И. и Поручикова В. Б. [6–10]. В последнее время решение
пространственных задач приобрело острую актуальность в связи с развитием
вычислительной техники [2–5].

Предложенная работа представляет собой аналитическое решение простран-
ственной задачи упругости для слоя. Ее результаты могут быть обобщены на
решение пространственных динамических задач.

Основные результаты
1. Постановка задачи.
Рассматривается задача о напряженном состоянии бесконечного упругого

слоя, описываемого в декартовой системе координат соотношениями −∞ < 𝑥, 𝑦 <
+∞, 0 < 𝑧 < ℎ, к верхней грани 𝑧 = ℎ которого приложена нормальная сжи-
мающая нагрузка 𝑃 (𝑥, 𝑦), а на нижней выполняются либо условия скользящей
заделки ⎧⎪⎨⎪⎩

𝜏𝑧𝑥|𝑧=0 = 0

𝜏𝑧𝑦|𝑧=0 = 0

𝑤|𝑧=0 = 0,

(1)
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либо условия защемления ⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢|𝑧=0 = 0

𝑣|𝑧=0 = 0

𝑤|𝑧=0 = 0,

(2)

где 𝑢 = 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑣 = 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑤 = 𝑢𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) — смещения среды вдоль со-
ответствующих координатных осей. Требуется найти смещения и напряжения,
удовлетворяющие краевым условиям и уравнениям равновесия⎧⎪⎨⎪⎩

Δ𝑢+ 𝜇0𝜃
′
= 0

Δ𝑣 + 𝜇0𝜃
. = 0

Δ𝑤 + 𝜇0𝜃
, = 0.

(3)

Здесь 𝜇0 = 1
1−2𝜇 , 𝜇 — коэффициент Пуассона, 𝜃 = 𝑢

′
+ 𝑣. + 𝑤, — объемное

расширение, штрих обозначает производную по переменной 𝑥, точка — по 𝑦,
запятая — по 𝑧.

2. Приведение уравнений к системе из двух совместно и одного
раздельно решаемого уравнений.

Согласно [1] введение вспомогательных функций

𝑓 = 𝑢
′
+ 𝑣.

𝑓 = 𝑣
′ − 𝑢. (4)

с последующим дифференцированием системы (3) приводит к системе из двух
совместно и одного раздельно решаемых уравнений вида⎧⎪⎨⎪⎩

Δ𝑓 + 𝜇0∇𝑥𝑦 (𝑓 + 𝑤,) = 0

Δ𝑤 + 𝜇0 (𝑓 + 𝑤,)
,
= 0

Δ𝑓 = 0.

(5)

Вводя аналогичные замены для касательных напряжений и используя соотноше-
ния теории упругости [11], получаем преобразованные граничные условия. Соот-
ношения, определяющие нагрузку на верхней грани, имеют вид⎧⎪⎨⎪⎩

𝜏𝐺−1|𝑧=ℎ = (∇𝑥𝑦𝑤 + 𝑓 ,) |𝑧=ℎ = 0

𝜏𝐺−1|𝑧=ℎ = 𝑓 ,|𝑧=ℎ = 0
𝜎𝑧

2𝐺𝜇0
|
𝑧=ℎ

= (𝜇𝑓 + (1− 𝜇)𝑤,) |𝑧=ℎ = −𝑃 (𝑥, 𝑦),

(6)

где 𝜏 = 𝜏
′

𝑧𝑥 + 𝜏 .𝑧𝑦, 𝜏 = 𝜏
′

𝑧𝑦 − 𝜏 .𝑧𝑥. Аналогичным образом преобразуем остальные
уравнения. В новых переменных условия скользящей заделки (1) будут выгля-
деть как ⎧⎪⎨⎪⎩

𝜏𝐺−1|𝑧=0 = (∇𝑥𝑦𝑤 + 𝑓 ,) |𝑧=0 = 0

𝜏𝐺−1|𝑧=0 = 𝑧,|𝑧=0 = 0

𝑤|𝑧=0 = 0,

(7)

условия защемления (2) —
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⎧⎪⎨⎪⎩
𝑓 |𝑧=0 = 0

𝑓 |𝑧=0 = 0

𝑤|𝑧=0 = 0.

(8)

Таким образом, исходная задача сведена к задаче (5), (6), (7) или (5), (6), (8).
3. Сведение полученных соотношений к одномерной краевой зада-

че.
Полученная задача относительно функции 𝑓 является однородной задачей

для уравнения Лапласа, что приводит к тривиальному решению

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 0. (9)

К оставишимся двум уравнениям системы (5) применим полное интегральное
преобразование Фурье по переменным 𝑥 и 𝑦 согласно схеме

𝑓𝛼𝛽 =

+∞¨

−∞

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖(𝛼𝑥+𝛽𝑦) d𝑥d𝑦.

В пространстве трансформант уравнения представляют собой однородное век-
торное дифференциальное уравнение для оператора второго порядка

𝐿2[
−→𝑦 (𝑧)] = 𝐼−→𝑦

′′
+ 𝜇0𝑄

−→𝑦
′
−𝑁2𝑃−→𝑦 , (10)

где

−→𝑦 =

⃦⃦⃦⃦
𝑤𝛼𝛽

𝑓𝛼𝛽

⃦⃦⃦⃦
, 𝐼 =

⃦⃦⃦⃦
1 0
0 1

⃦⃦⃦⃦
, 𝑄 =

⃦⃦⃦⃦
0 𝜇−1

*
−𝑁2 0

⃦⃦⃦⃦
, 𝑃 =

⃦⃦⃦⃦
𝜇−1
* 0
0 𝜇*

⃦⃦⃦⃦
.

Аналогичным образом преобразовываем граничные условия, получая одномер-
ную краевую задачу в пространстве трансформант.

4. Решение одномерной краевой задачи.
Одномерную краевую задачу будем решать методом, описанным в [12]. Ре-

шение векторного уравнения связано с решением соответствующего матричного
уравнения 𝐿2[𝑌 (𝑧)] = 0 соотношением

−→𝑦 (𝑧) =

2∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖(𝑧)𝐶𝑖, (11)

где 𝐶𝑖 =
(︀
𝐶𝑖1 𝐶𝑖2

)︀𝑇 — векторы неизвестных констант. Прямой подстановкой
можно убедиться, что решением однородного матричного уравнения является
функция [13]

𝑌 (𝑧) =
1

2𝜋𝑖

˛

𝐶

𝑒𝑠𝑧𝑀−1(𝑠) d𝑠, (12)

где матрица 𝑀(𝑠) определяется из соотношения 𝐿2[𝑒
𝑠𝑧𝐼] = 𝑀(𝑠)𝑒𝑠𝑧𝐼, что можно

установить путем подстановки матрицы 𝑅(𝑧) = 𝑒𝑠𝑧𝐼 в соотношение (10). Опре-
деляя нули подынтегральной функции det𝑀(𝑠) = (𝑠 − 𝑁)2(𝑠 + 𝑁)2, выбирая
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соответствующие контуры и вычисляя вычеты, получаем два линейно независи-
мых решения матричного уравнения:

𝑌1(𝑧) = 𝑒−𝑁𝑧

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ − 𝑧𝑁(𝜇*−1)+𝜇*+1

4𝑁
𝜇0𝑧

4𝑁𝜇*

−𝜇0𝑁𝑧
4

𝑧𝑁(𝜇*−1)−𝜇*−1
4𝑁𝜇*

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

𝑌2(𝑧) = 𝑒𝑁𝑧

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ − 𝑧𝑁(𝜇*−1)−𝜇*−1

4𝑁 − 𝜇0𝑧
4𝑁𝜇*

𝜇0𝑁𝑧
4

𝑧𝑁(𝜇*−1)+𝜇*+1
4𝑁𝜇*

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ .

(13)

Константы в выражении (11) находятся из граничных условий (6), (7) или (6),
(8). Таким образом, получено векторное решение краевой задачи с уравнением
(10) и условиями (6), (7) или (6), (8).

5. Обращение преобразований.
Учитывая (8), трансформанты смещений связаны с трансформантами вспо-

магательных функций (4) соотношением{︃
𝑢𝛼𝛽 = 𝑖𝛼

𝑁2 𝑧𝛼𝛽

𝑣𝛼𝛽 = 𝑖𝛽
𝑁2 𝑧𝛼𝛽 .

(14)

В связи с тем, что исходная система дифференциальных уравнений была про-
дифференцирована, необходимо убедиться, является ли формула (10) решением
исходной системы (3). Для этого в трансформанте системы (3) применим выра-
жение для 𝑢𝛼𝛽 и 𝑣𝛼𝛽 из (13), получая систему (9). Таким образом, показано, что
решения уравнений в переменных 𝑓 и 𝑓 удовлетворяют системе уравнений Ламе.
Для получения смещений в пространстве оригиналов обратим преобразование
Фурье по формуле

𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

4𝜋2

+∞¨

−∞

𝑓𝛼𝛽𝑒
−𝑖(𝛼𝑥+𝛽𝑦) d𝛼d𝛽.

Учитывая четность функций 𝑓𝛼𝛽(𝑁, 𝑧) и 𝑤𝛼𝛽(𝑁, 𝑧) относительно 𝛼 и 𝛽, в фор-
мулах обратных преобразований перейдем к полярной системе координат (𝑁,𝜑).
Окончательные формулы для смещений будут иметь вид

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
𝜋2

𝜋
2́

0

+∞́

0

𝑁𝑤𝛼𝛽(𝑧) cos(𝑁𝑥 cos(𝜑)) cos(𝑁𝑦 sin(𝜑))d𝑁d𝜑

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
𝜋2

𝜋
2́

0

+∞́

0

𝑧𝛼𝛽(𝑧) cos(𝜑) sin(𝑁𝑥 cos(𝜑)) cos(𝑁𝑦 sin(𝜑))d𝑁d𝜑

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1
𝜋2

𝜋
2́

0

+∞́

0

𝑧𝛼𝛽(𝑧) cos(𝜑) sin(𝑁𝑦 cos(𝜑)) cos(𝑁𝑥 sin(𝜑))d𝑁d𝜑.

(15)

6. Численные результаты.
В качестве упругого материала была выбрана сталь (𝜇 = 0,28, 𝐺 = 7,93 · 109)

с толщиной ℎ = 1. Рассмотрим два вида нагрузок: убывающую, приложенную
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ко всей верхней грани, и постоянную, приложенную к определенной области.
Численное интегрирование в формулах (15) было выполнено при помощи метода
Филона [14].

В качестве убывающей нагрузки выберем 𝑅 = 1
(𝑥2+1)(𝑦2+1) , трансформан-

та Фурье которой может быть вычислена при помощи леммы Жордана: 𝑅𝛼𝛽 =
𝜋𝑒−|𝛼|+|𝛽|. В случае скользящей заделки смещения выглядят следующим обра-
зом:

Рис 1. Общий вид смещений в случае убывающей нагрузки

При этом нормальные напряжения по своей структуре остаются похожими
на:

Рис 2. Общий вид напряжений в случае убывающей нагрузки

Динамика напряжений по оси 𝑧 показана на рис. 3. Заметим, что напряжения
остаются отрицательными, т.е. отрыва нижней грани от жесткого основания не
происходит.

В качестве нагрузки, приложенной к области, выберем

𝑄 =

{︃
𝐴, |𝑥| < 𝑎, |𝑦| < 𝑏

0, в противном случае
, 𝐴 = 𝑎 = 𝑏 = 1.

Ее трансформантой является 𝑄𝛼𝛽 = 4𝐴
𝛼𝛽 sin (𝑎𝛽) sin (𝛼𝑏).

В данном случае смещения будут иметь вид
Напряжения 𝜎𝑧 и их изменение при увеличении координаты 𝑧 показано на

рис. 5. В данном случае все напряжения также остаются отрицательными.
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Рис 3. Изменение напряжений при увеличении 𝑧

Рис 4. Общий вид смещений в случае постоянной нагрузки

Приложение А. Построение системы фундаментальных решений
уравнения (10).

Согласно формуле (12) решением матричного уравнения 𝐿2[𝑌 (𝑧)] = 0 явля-
ется

𝑌 (𝑧) =
1

2𝜋𝑖

˛

𝐶

𝑒𝑠𝑧𝑀−1(𝑠) d𝑠, (1𝐴)

где оператор 𝐿2 определен в выражении (10), а матрица 𝑀(𝑠) определяется из
соотношения 𝐿2[𝑒

𝑠𝑧𝐼] = 𝑀(𝑠)𝑒𝑠𝑧𝐼.
Положим 𝑅(𝑧) = 𝑒𝑠𝑧𝐼. Тогда 𝑅

′
(𝑧) = 𝑠𝑒𝑠𝑧𝐼 = 𝑠𝑅(𝑧), 𝑅

′′
(𝑧) = 𝑠2𝑒𝑠𝑧𝐼 = 𝑠2𝑅(𝑧),

и

𝐿2[𝑅(𝑧)] = 𝐼𝑅
′′
(𝑧) + 𝜇0𝑄𝑅

′
(𝑧)−𝑁2𝑃𝑅(𝑧) =

(︀
𝑠2𝐼 + 𝜇0𝑄𝑠−𝑁2𝑃

)︀
𝑅(𝑧),

откуда получаем 𝑀(𝑠) = 𝑠2𝐼 + 𝜇0𝑄𝑠 − 𝑁2𝑃 . Тогда нулями знаменателя подын-
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Рис 5. Напряжения в случае постоянной нагрузки

тегральной функции det𝑀(𝑠) = (𝑠−𝑁)2(𝑠+𝑁)2 в выражении (1А) являются

𝑠𝑖 = ±𝑁, (2𝐴)

и обращение матрицы 𝑀(𝑠) приводит к

𝑀−1(𝑠) =
1

(𝑠−𝑁)2(𝑠+𝑁)2

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑠2 − 𝜇*𝑁

2 −𝜇0𝑠𝜇
−1
*

𝜇0𝑠𝑁
2 𝑠2 −𝑁2𝜇−1

*

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
.

Для преобразования выражения (1А) выберем контуры, содержащие точки (2А),
и введем вычеты

𝜑𝑖𝑗 =

˛

𝑠=𝑠𝑗

𝑠𝑖𝑒𝑠𝑧

(𝑠−𝑁)2(𝑠+𝑁)2
d𝑠.

Таким образом, формула (1А) может быть переписана в терминах функций 𝜑𝑖𝑗

следующим образом:

𝑌𝑖(𝑧) =

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝜑2𝑖 − 𝜇*𝑁

2𝜑0𝑖 −𝜇0𝜇
−1
* 𝜑1𝑖

𝜇0𝑁
2𝜑1𝑖 𝜑2𝑖 −𝑁2𝜇−1

* 𝜑0𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
, 𝑖 = 0, 1. (3𝐴)

Вычеты 𝜑𝑖𝑗 могут быть вычислены с учетом того, что точки 𝑠𝑖 являются
полюсами второго порядка как 𝜑𝑖𝑗 = 𝑑

𝑑𝑠

(︁
(𝑠− 𝑠𝑖)

2 𝑠𝑖𝑒𝑠𝑧

(𝑠−𝑁)2(𝑠+𝑁)2

)︁
. Таким образом,

получаем

𝜑00 = 𝑒𝑁𝑧 𝑧𝑁−1
4𝑁3 ;𝜑10 = 𝑒𝑁𝑧 𝑧

4𝑁 ;𝜑20 = 𝑒𝑁𝑧 𝑧𝑁+1
4𝑁

𝜑01 = 𝑒−𝑁𝑧 𝑧𝑁+1
4𝑁3 ;𝜑11 = −𝑒−𝑁𝑧 𝑧

4𝑁 ;𝜑21 = 𝑒−𝑁𝑧 𝑧𝑁−1
4𝑁 ,
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а окончательное выражение для системы фундаментальных решений будет иметь
вид

𝑌0(𝑧) = 𝑒−𝑁𝑧

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ − 𝑧𝑁(𝜇*−1)+𝜇*+1

4𝑁
𝜇0𝑧

4𝑁𝜇*

−𝜇0𝑁𝑧
4

𝑧𝑁(𝜇*−1)−𝜇*−1
4𝑁𝜇*

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦

𝑌1(𝑧) = 𝑒𝑁𝑧

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ − 𝑧𝑁(𝜇*−1)−𝜇*−1

4𝑁 − 𝜇0𝑧
4𝑁𝜇*

𝜇0𝑁𝑧
4

𝑧𝑁(𝜇*−1)+𝜇*+1
4𝑁𝜇*

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦⃦ .

(4𝐴)

Приложение B. Проверка решения на удовлетворение исходным
уравнениям.

Поскольку преобразование системы (3) в систему (5) включает в себя диф-
ференцирование системы уравнений Ламе, после получения решений в терминах
функций 𝑤, 𝑓 и 𝑓 необходимо убедиться, что после возвращения к смещениям
путем подстановки (14), они будут являться решениями системы (3). Проверку
будем проводить в пространстве трансформант. Для этого к первым двум урав-
нениям системы (3) применим преобразование Фурье, получая⎧⎨⎩−𝑁2𝑢𝛼𝛽 + 𝑢

′′

𝛼𝛽 − 𝜇0𝑖𝛼
(︁
𝑓𝛼𝛽 + 𝑤

′

𝛼𝛽

)︁
= 0

−𝑁2𝑣𝛼𝛽 + 𝑣
′′

𝛼𝛽 − 𝜇0𝑖𝛽
(︁
𝑓𝛼𝛽 + 𝑤

′

𝛼𝛽

)︁
= 0.

(𝐵1)

В данной системе выполним подстановку (14):
𝑢

′′

𝛼𝛽 = 𝑖𝛼𝑁−2𝑧
′′

𝛼𝛽 ;𝑢
′′

𝛼𝛽 = 𝑖𝛽𝑁−2𝑧
′′

𝛼𝛽 . В итоге получим уравнения{︃
𝑤

′′

𝛼𝛽 + 𝜇0𝜇
−1
* 𝑓

′

𝛼𝛽 −𝑁2𝜇−1
* 𝑤𝛼𝛽 = 0

𝑓
′′

𝛼𝛽 −𝑁2𝜇0𝑤
′

𝛼𝛽 −𝑁2𝜇*𝑓𝛼𝛽 = 0,
(𝐵2)

которые, будучи записанным в векторной форме, в точности совпадают с урав-
нением (10). Таким образом, функции (11), (13), являясь решениями уравнения
(10), одновременно являются решениями системы (B2), а функции, полученные
при возвращении к исходным смещениям путем подстановки (14), будут решения-
ми системы (B1), которая представляет собой трансформированную систему (3).

Заключение.

1. Используя подход, предложенный в [1], построено точное решение про-
странственной задачи для упругого слоя.

2. Указанная методика позволит решать аналогичные по постановке задачи
для слоистых сред.
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Плюснов Д. С.
Просторова задача для пружного шару

Резюме

Використано новий пiдхiд для розв’язання просторових задач, заснований на зведеннi
системи рiвнянь Ламе до двох спiльно i одного окремо вирiшуваного рiвнянь. З її до-
помогою побудовано точний розв’язок просторової задачi для пружного шару, нижня
грань якого або затиснена, або знаходиться в умовах ковзного закладення, а до верхньої
прикладено нормальне стискаюче навантаження. Застосування iнтегрального перетво-
рення Фур’є за двома змiнними зводить розв’язання задачi до одномiрної векторної
крайової задачi у просторi трансформант. Розв’язок задачi побудовано в явному вигля-
дi за домопогою апарату матричного диференцiального числення. Обчисленi нормальнi
напруги та змiщення на поверхнi шару та дослiджена можливiсть появи розтягуючих
напруг на нижнiй гранi при виконаннi умов ковзного закладення.
Ключовi слова: просторова задача, пружний шар, перетворення Фур’є.
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Pliusnov D. S.
Spatial problem for elastic layer

Summary

A new approach to spatial problems’ solving has been used to construct the exact solution
for the elastic layer with its lower surface being in either rigid or slipping restraint conditions
and its upper one being subjected to a compression load. The approach lies in converting
the problem into the system of two simultaneously and one separately solved equations.
The integral Fourier transform is applied to the system, leading to a one-dimensional vector
boundary problem. The solution to the obtained problem has been constructed explicitly
using the matrix differential calculus. The normal stresses and displacements have been
calculated on the surfaces and the possibility of stretching stresses on the lower surface in
case of slipping restraint has been examined.
Key words: spatial problem, elastic layer, Fouirier transformation.
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