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МЕЖФАЗНАЯ ПЛАСТИЧЕСКАЯ ЗОНА ПРЕДРАЗРУШЕНИЯ В
УГЛОВОЙ ТОЧКЕ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА СРЕД

Рассмотрена симметричная задача о расчете пластической зоны предразрушения в уг-
ловой точке границы раздела двух изотропных сред. Кусочно-однородное изотропное
тело с границей раздела сред в форме сторон угла составлено из различных упругих ча-
стей. Эти части соединены тонким упруго-пластическим слоем. Зона предразрушения
моделируется линиями разрыва касательного смещения, расположенными на границе
раздела сред. Точное решение соответствующей задачи теории упругости построено
методом Винера—Хопфа. На основе этого решения определена длина зоны предразру-
шения. Исследовано напряженное состояние вблизи угловой точки.
MSC: 74B20, 74C05, 74G70.
Ключевые слова: пластическая зона предразрушения, угловая точка, граница раздела
сред, линия разрыва, метод Винера—Хопфа.

Введение. За последние годы в литературе по механике разрушения был
опубликован целый ряд работ, посвященных изучению пластических зон и других
зон предразрушения вблизи концов трещин в анизотропных и кусочно-однород-
ных телах [1,8–12]. В то же время актуальными являются задачи о расчетах зон
предразрушения в угловых точках таких тел. В частности, значительный ин-
терес для механики разрушения клеевых соединений представляют результаты
исследования напряженно-деформированного состояния материала в окрестно-
стях особых точек кусочно-однородных тел, составленных из различных упругих
частей, соединенных между собой тонким связующим упруго-пластическим сло-
ем. В данной работе такое исследование проводится для угловой точки границы
раздела сред.

Упомянутые исследования напряженно-деформированного состояния сводят-
ся к рассмотрению соответствующих задач теории упругости для кусочно-одно-
родных клиновидных тел. Информация о сингулярностях напряжений в угловых
точках, получаемая на основе решений этих задач, может быть использована при
разработке численных методов расчета напряженно-деформированного состоя-
ния кусочно-однородных тел сложной структуры с угловыми точками.

Основные результаты
1. Постановка задачи. В условиях плоской деформации в рамках симмет-

ричной задачи рассмотрим кусочно-однородное изотропное тело с границей раз-
дела сред в форме сторон угла, которое составлено из различных упругих частей,
соединенных между собой тонким связующим слоем. Материал связующего слоя
предполагается упруго-пластическим.

С ростом внешней нагрузки вблизи угловой точки границы раздела сред,
представляющей собой остроконечный концентратор напряжений, появляется и
развивается пластическая зона предразрушения в виде пары узких полос, исхо-
дящих из данной точки и расположенных на этой границе. Будем изучать лишь
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начальную стадию развития пластической зоны предразрушения, считая внеш-
нюю нагрузку достаточно малой. Тогда размер зоны будет значительно меньше
размеров тела.

Ставится задача определения длины пластической зоны предразрушения и
исследования напряженного состояния вблизи угловой точки границы раздела
сред. Поскольку связующий материал является упруго-пластическим, преимуще-
ственные деформации в зоне предразрушения развиваются по механизму сдвига.
Поэтому полоску-зону будем моделировать линией разрыва касательного смеще-
ния, на которой касательное напряжение равно пределу текучести связующего
материала на сдвиг 𝜏𝑠.

Таким образом, с учетом малости пластической зоны предразрушения с це-
лью определения ее длины приходим к плоской статической симметричной задаче
теории упругости для кусочно-однородной изотропной плоскости с границей раз-
дела сред в форме сторон угла, содержащей разрезы конечной длины, исходящие
из угловой точки и расположенные на этой границе (рис. 1). На бесконечности ре-
ализуется асимптотика, представляющая собой решение аналогичной задачи без
разрезов (задача К), порождаемое единственным на интервале ]− 1; 0[ корнем ее
характеристического уравнения. Произвольная постоянная 𝐶, входящая в ука-
занное решение, считается заданной. Она характеризует интенсивность внешнего
поля и должна определяться из решения внешней задачи.

Рис. 1. Постановка задачи

Задача К решается методом разделения переменных. В частности, для на-
пряжения 𝜏𝑟𝜃(𝑟, 0) в этой задаче имеет место выражение

𝜏𝑟𝜃(𝑟, 0) = 𝐶𝑔𝑟𝜆1 , 𝑔 = 𝜆1𝑔1 sin𝜆1𝛼− 𝑔2 sin(𝜆1 + 2)𝛼,

где

𝑔1 = (1− 𝑒)𝜆2
1 sin

2 2𝛼 cos(𝜆1 + 2)𝛼− (1− æ1 − 2𝑒)𝜆1 sin 2𝛼 cos(𝜆1 + 2)𝛼×

× cos𝜆1(𝜋 − 𝛼) sin[𝜆1(𝜋 − 𝛼)− 2𝛼] + [2− (1− æ2)𝑒]𝜆1 sin 2𝛼 cos𝜆1𝛼×

× sin(𝜆1 + 2)𝛼 cos(𝜆1 + 2)𝛼 − 2[1− æ1 − (1− æ2)𝑒] cos𝜆1𝛼 sin(𝜆1 + 2)𝛼×

× cos(𝜆1 + 2)𝛼 cos𝜆1(𝜋 − 𝛼) sin[𝜆1(𝜋 − 𝛼)− 2𝛼] + (1 + æ1)𝜆1 sin 2𝛼×

× sin(𝜆1 + 2)𝛼 cos𝜆1(𝜋 − 𝛼) cos[𝜆1(𝜋 − 𝛼)− 2𝛼] + (1 + æ1)(1− æ2)×
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× cos𝜆1𝛼 sin2(𝜆1 + 2)𝛼 cos𝜆1(𝜋 − 𝛼) cos[𝜆1(𝜋 − 𝛼)− 2𝛼]−

−(1 + æ2)𝜆1 sin 2𝛼 cos𝜆1𝛼 sin(𝜆1 + 2)𝛼 cos(𝜆1 + 2)𝛼 + (1− æ1)(1 + æ2)×

× cos𝜆1𝛼 sin(𝜆1 + 2)𝛼 cos(𝜆1 + 2)𝛼 cos𝜆1(𝜋 − 𝛼) sin[𝜆1(𝜋 − 𝛼)− 2𝛼];

𝑔2 = (1− 𝑒)(1− æ2 + 𝜆1)𝜆
2
1 sin

2 2𝛼 cos𝜆1𝛼− (1− æ1 − 2𝑒)𝜆1(1− æ2 + 𝜆1)×

× sin 2𝛼 cos𝜆1𝛼 cos𝜆1(𝜋 − 𝛼) sin[𝜆1(𝜋 − 𝛼)− 2𝛼] + [2− (1− æ2)𝑒]𝜆1×

×(1− æ2 + 𝜆1) sin 2𝛼 cos2 𝜆1𝛼 sin(𝜆1 + 2)𝛼− 2[1− æ1 − (1− æ2)𝑒]×

×(1− æ2 + 𝜆1) cos
2 𝜆1𝛼 sin(𝜆1 + 2)𝛼 cos𝜆1(𝜋 − 𝛼) sin[𝜆1(𝜋 − 𝛼)− 2𝛼]+

+(1 + æ1)𝜆
2
1 sin 2𝛼 sin𝜆1𝛼 cos𝜆1(𝜋 − 𝛼) cos[𝜆1(𝜋 − 𝛼)− 2𝛼]+

+(1 + æ1)(1− æ2)𝜆1 sin𝜆1𝛼 cos𝜆1𝛼 sin(𝜆1 + 2)𝛼 cos𝜆1(𝜋 − 𝛼)×

× cos[𝜆1(𝜋 − 𝛼)− 2𝛼]− (1 + æ2)𝜆
2
1 sin 2𝛼 sin𝜆1𝛼 cos𝜆1𝛼 cos(𝜆1 + 2)𝛼+

+(1− æ1)(1 + æ2)𝜆1 sin𝜆1𝛼 cos𝜆1𝛼 cos(𝜆1 + 2)𝛼 cos𝜆1(𝜋 − 𝛼) sin[𝜆1(𝜋 − 𝛼)− 2𝛼];

𝑒 =
1 + 𝜈2
1 + 𝜈1

𝑒0; 𝑒0 =
𝐸1

𝐸2
; æ1,2 = 3− 4𝜈1,2.

Здесь 𝐸1, 𝐸2 — модули Юнга; 𝜈1,𝜈2 — коэффициенты Пуассона; 𝜆1 — един-
ственный на интервале ] − 1; 0[ корень характеристического уравнения задачи
К

Δ(−𝜆− 1) = 0, Δ(𝑧) = 𝛿0(𝑧) + 𝛿1(𝑧)𝑒+ 𝛿2(𝑧)𝑒
2;

𝛿0(𝑧) = (sin 2𝑧𝛼+ 𝑧 sin 2𝛼)[æ1 sin 2𝑧(𝜋 − 𝛼) + 𝑧 sin 2𝛼];

𝛿1(𝑧) = (1 + æ1)(1 + æ2) sin
2 𝑧𝜋 − (sin 2𝑧𝛼+ 𝑧 sin 2𝛼)×

×[æ1 sin 2𝑧(𝜋 − 𝛼) + 𝑧 sin 2𝛼]− [sin 2𝑧(𝜋 − 𝛼)− 𝑧 sin 2𝛼]× (æ2 sin 2𝑧𝛼− 𝑧 sin 2𝛼);

𝛿2(𝑧) = [sin 2𝑧(𝜋 − 𝛼)− 𝑧 sin 2𝛼](æ2 sin 2𝑧𝛼− 𝑧 sin 2𝛼).

Зависимость корня 𝜆1 от угла 𝛼 качественно изображена на рис. 2.

Рис. 2. Зависимость корня 𝜆1 от угла 𝛼
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Таблица 1. Приближенные значения 𝜆1 в зависимости от 𝑒0 и 𝛼0

𝑒0

𝛼0

2 3 5 10

15 -0,036 -0,068 -0,122 -0,215
30 -0,075 -0,132 -0,232 -0,310
45 -0,112 -0,180 -0,258 -0,332
60 -0,112 -0,184 -0,248 -0,308
75 -0,086 -0,127 -0,167 -0,203
105 -0,025 -0,037 -0,049 -0,059
120 -0,054 -0,081 -0,104 -0,124
135 -0,089 -0,130 -0,168 -0,202
150 -0,117 -0,173 -0,228 -0,278
165 -0,104 -0,168 -0,241 -0,318

В табл. 1 приведены некоторые значения корня 𝜆1(𝜈1, 𝜈2 = 0, 3).
Как показывают результаты расчетов, 𝑔(𝛼) < 0 при 𝛼 ̸= 0, 𝜋/2, 𝜋, 𝑔(0) =

𝑔(𝜋/2) = 𝑔(𝜋) = 0; 𝑔 = 0, если E1 = E2, 𝜈1 = 𝜈2.
Граничные условия рассматриваемой задачи о разрезах (рис. 1) имеют сле-

дующий вид:

𝜃 = 𝜋 − 𝛼, 𝜏𝑟𝜃 = 0;𝑢𝜃 = 0; 𝜃 = −𝛼; 𝜏𝑟𝜃 = 0;𝑢𝜃 = 0; (1)

𝜃 = 0, ⟨𝜎𝜃⟩ = ⟨𝜏𝑟𝜃⟩ = 0, ⟨𝑢𝜃⟩ = 0;

𝜃 = 0, 𝑟 < 𝑙, 𝜏𝑟𝜃 = 𝜏1;

𝜃 = 0, 𝑟 > 𝑙, ⟨𝑢𝑟⟩ = 0; (2)

𝜃 = 0, 𝑟 → ∞, 𝜏𝑟𝜃 = 𝐶𝑔𝑟𝜆1 + 𝑜
(︀
1
𝑟

)︀
. (3)

Здесь −𝛼 6 𝜃 6 𝜋 − 𝛼; ⟨𝑎⟩- скачок 𝑎; 𝜏1 = 𝜏𝑠, если 𝐶 < 0;𝜏1 = −𝜏𝑠, если 𝐶 > 0.
Решение сформулированной задачи теории упругости (рис. 1) представляет

собой сумму решений следующих двух задач. Первая отличается от нее тем, что
вместо первого условия (2) имеем

𝜃 = 0, 𝑟 < 𝑙, 𝜏𝑟𝜃 = 𝜏1 − 𝐶𝑔𝑟𝜆1 , (4)

а на бесконечности напряжения затухают как 𝑜(1/𝑟) (в (3) отсутствует первое
слагаемое). Вторая задача — задача К. Поскольку решение второй задачи из-
вестно, достаточно построить решение первой.

Для построения точного решения первой задачи будем использовать метод
Винера—Хопфа в сочетании с аппаратом интегрального преобразования Мелли-
на [4, 6, 7].

Решение уравнения Винера—Хопфа. Применяя преобразование Мелли-
на к уравнениям равновесия, условию совместности деформаций, закону Гука,
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условиям (1) и учитывая второе условие (2) и условие (4), приходим к следую-
щему функциональному уравнению Винера—Хопфа:

Φ+(𝑝) + 𝜏1
𝑝+1 + 𝜏2

𝑝+𝜆1+1 = 𝐴𝑐𝑡𝑔𝑝𝜋𝐺 (𝑝) Φ− (𝑝) ; (5)

A =
(1 + æ1)[1 + æ1 + (1 + æ2) 𝑒]

2 [æ1 + (1 + æ1æ2) 𝑒+æ2𝑒2]
; G (𝑝) =

G1 (𝑝)

G2 (𝑝)
;

𝐺1 (𝑝) = [æ1 + (1 + æ1æ2)𝑒+æ2𝑒
2][𝑎0 (𝑝) + 𝑎1 (𝑝) 𝑒] sin 𝑝𝜋;

𝐺2 (𝑝) = [1 + æ1 + (1 + æ2) 𝑒][𝑏0 (𝑝) + 𝑏1 (𝑝) 𝑒+ 𝑏2 (𝑝) 𝑒
2] cos 𝑝𝜋;

𝑎0 (𝑝) = (1 + æ1)[cos 2𝑝 (𝜋 − 𝛼)− cos 2𝛼] (sin 2𝑝𝛼+ 𝑝 sin 2𝛼) ;

𝑎1 (𝑝) = (1 + æ2)(cos 2𝑝𝛼− cos 2𝛼)[sin 2𝑝(𝜋 − 𝛼)− 𝑝 sin 2𝛼];

𝑏0 (𝑝) = (sin 2𝑝𝛼+ 𝑝 sin 2𝛼) [æ1 sin 2𝑝 (𝜋 − 𝛼) + 𝑝 sin 2𝛼] ;

𝑏1 (𝑝) = (1 + æ1) (1 + æ2) sin
2 𝑝𝜋 − (sin 2𝑝𝛼+ 𝑝 sin 2𝛼)×

× [æ1 sin 2𝑝 (𝜋 − 𝛼) + 𝑝 sin 2𝛼]− [sin 2𝑝 (𝜋 − 𝛼)− 𝑝 sin 2𝛼] (æ2 sin 2𝑝𝛼− 𝑝 sin 2𝛼) ;

𝑏2 (𝑝) = [sin 2𝑝 (𝜋 − 𝛼)− 𝑝 sin 2𝛼] (æ2 sin 2𝑝𝛼− 𝑝 sin 2𝛼) , 𝜏2 = −𝐶𝑔𝑙𝜆1 ;

Φ+ (𝑝) =

ˆ ∞

1

𝜏𝑟𝜃 (𝜌𝑙, 0) 𝜌
𝑝𝑑𝜌, Φ− (𝑝) =

𝐸1

4 (1− 𝜈21)

ˆ 1

0

⟨
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟

⟩ ⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒ 𝑟 = 𝜌𝑙
𝜃 = 0

𝜌𝑝𝑑𝜌 .

Здесь −𝜀1 < Re 𝑝 < 𝜀2, 𝜀1,2 — достаточно малые положительные числа.
Функция 𝐺 (𝑖𝑡) (−∞ < 𝑡 < ∞) представляет собой действительную положи-

тельную четную функцию 𝑡, стремящуюся к единице при 𝑡 → ∞. Следовательно,
индекс функции 𝐺 (𝑝) по мнимой оси равен нулю и имеет место факторизация

𝐺(𝑝) = 𝐺+(𝑝)
𝐺−(𝑝) (Re 𝑝 = 0), exp

[︁
1

2𝜋𝑖

´ 𝑖∞
−𝑖∞

ln𝐺(𝑧)
𝑧−𝑝 𝑑𝑧

]︁
=

{︂
𝐺+(𝑝), Re 𝑝 < 0,
𝐺−(𝑝), Re 𝑝 > 0.

(6)

Функцию p𝑐𝑡𝑔p𝜋 можно факторизовать так:

p, 𝑐𝑡𝑔p𝜋 = 𝐾+ (𝑝)𝐾− (𝑝) , 𝐾+ (𝑝) = Γ(1∓𝑝)
Γ(1/2∓𝑝) (7)

(Γ(𝑧) — гамма-функция). С помощью факторизаций (6), (7) уравнение (5) пере-
пишем в виде

Φ+(𝑝)
𝐾+(𝑝)𝐺+(𝑝) ++

𝜏1
(𝑝+1)𝐾+(𝑝)𝐺+(𝑝) +

𝜏2
(𝑝+𝜆1+1)𝐾+(𝑝)𝐺+(𝑝) =

= 𝐴𝐾−(𝑝)Φ−(𝑝)
𝑝𝐺−(𝑝) (Re p = 0).

(8)

Справедливы представления

𝜏1
(𝑝+1)𝐾+(𝑝)𝐺+(𝑝) =

𝜏1
𝑝+1

[︁
1

𝐾+(𝑝)𝐺+(𝑝) −
1

𝐾+(−1)𝐺+(−1)

]︁
+ 𝜏1

(𝑝+1)𝐾+(−1)𝐺+(−1) ; (9)
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𝜏2
(𝑝+𝜆1+1)𝐾+(𝑝)𝐺+(𝑝) =

𝜏2
𝑝+𝜆1+1

[︁
1

𝐾+(𝑝)𝐺+(𝑝) −
1

𝐾+(−𝜆1−1)𝐺+(−𝜆1−1)

]︁
+

+ 𝜏2
(𝑝+𝜆1+1)𝐾+(−𝜆1−1)𝐺+(−𝜆1−1) (Re 𝑝 = 0) .

Подставляя (9) в (8), получаем

Φ+(𝑝)
𝐾+(𝑝)𝐺+(𝑝) +

𝜏1
𝑝+1

[︁
1

𝐾+(𝑝)𝐺+(𝑝) −
1

𝐾+(−1)𝐺+(−1)

]︁
+ (10)

+ 𝜏2
𝑝+𝜆1+1

[︁
1

𝐾+(𝑝)𝐺+(𝑝) −
1

𝐾+(−𝜆1−1)𝐺+(−𝜆1−1)

]︁
=

= 𝐴𝐾−(𝑝)Φ−(𝑝)
𝑝𝐺−(𝑝) − 𝜏1

(𝑝+1)𝐾+(−1)𝐺+(−1) −
𝜏2

(𝑝+𝜆1+1)𝐾+(−𝜆1−1)𝐺+(−𝜆1−1) (Re 𝑝 = 0).

Функция в левой части (10) аналитична в полуплоскости Re 𝑝 < 0, а функ-
ция в правой части (10) аналитична в полуплоскости Re 𝑝 > 0. В силу принципа
аналитического продолжения эти функции равны одной и той же функции, ана-
литической во всей плоскости 𝑝.

Вблизи конца разреза в силу общих положений о поведении напряжений в
окрестностях угловых точек упругих тел реализуется асимптотика, представ-
ляющая собой решение однородной статической задачи теории упругости для
кусочно-однородной изотропной плоскости, содержащей на прямолинейной гра-
нице раздела сред полубесконечную линию разрыва касательного смещения, по-
рождаемое корнем −1/2 ее характеристического уравнения. В частности, имеют
место асимптотики

𝜃 = 0, 𝑟 → 𝑙 + 0, 𝜏𝑟𝜃 ∼ æ 1+𝑒+1+æ 2𝑒
2(1+æ 2𝑒)

𝑘𝐼𝐼√
2𝜋(𝑟−𝑙)

; (11)

𝜃 = 0, 𝑟 → 𝑙 − 0,
⟨︀
𝜕𝑢𝑟

𝜕𝑟

⟩︀
∼ − 4(1−𝜈2

1)
𝐸1

æ 1+𝑒
1+æ 1

𝑘𝐼𝐼√
2𝜋(𝑙−𝑟)

.

Здесь 𝑘𝐼𝐼 — коэффициент интенсивности напряжений в конце разреза, подлежа-
щий определению.

Исходя из (11), по теореме абелева типа получаем

𝑝 → ∞,Φ+ (𝑝) ∼ æ 1+𝑒+1+æ 2𝑒
2(1+æ 2𝑒)

𝑘𝐼𝐼√
−2𝑝𝑙

, Φ− (𝑝) ∼ −æ 1+𝑒
1+æ 1

𝑘𝐼𝐼√
2𝑝𝑙

. (12)

Из (6), (7), (12) следует, что функции в левой и правой частях (10) стремятся
к нулю при 𝑝 → ∞ в полуплоскостях Re 𝑝 < 0 и Re 𝑝 > 0 соответственно. В силу
теоремы Лиувилля единая аналитическая функция тождественно равна нулю во
всей плоскости 𝑝.

Таким образом, решение уравнения (5) имеет вид

Φ+ (𝑝) = 𝐾+ (𝑝)𝐺+ (𝑝)
{︁

𝜏1
𝑝+1

[︁
1

𝐾+(−1)𝐺+(−1) −
1

𝐾+(𝑝)𝐺+(𝑝)

]︁
+ (13)

+ 𝜏2
𝑝+𝜆1+1

[︁
1

𝐾+(−𝜆1−1)𝐺+(−𝜆1−1) −
1

𝐾+(𝑝)𝐺+(𝑝)

]︁}︁
(Re 𝑝 < 0) ;

Φ− (𝑝) = 𝑝𝐺−(𝑝)
𝐴𝐾−(𝑝)

[︁
𝜏1

(𝑝+1)𝐾+(−1)𝐺+(−1) +
𝜏2

(𝑝+𝜆1+1)𝐾+(−𝜆1−1)𝐺+(−𝜆1−1)

]︁
(Re 𝑝 > 0) .
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Определение длины пластической зоны предразрушения. С помо-
щью (13) находим асимптотику

𝑝 → ∞, Φ− (𝑝) ∼ 1
𝐴
√
𝑝

[︁
𝜏1

𝐾+(−1)𝐺+(−1) +
𝜏2

𝐾+(−𝜆1−1)𝐺+(−𝜆1−1)

]︁
. (14)

Согласно (12), (14) получаем формулу для коэффициента интенсивности напря-
жений в конце разреза

𝑘𝐼𝐼 = 2
√
2(1+æ2𝑒)

1+æ1+(1+æ2)𝑒

√
𝑙
[︁

𝑔Γ(𝜆1+3/2)
Γ(𝜆1+2)𝐺+(−𝜆1−1)𝐶𝑙𝜆1 −

√
𝜋

2𝐺+(−1)𝜏1

]︁
. (15)

Длина пластической зоны предразрушения определяется из условия ограни-
ченности напряжений вблизи конца линии разрыва касательного смещения, т. е.
из условия равенства нулю коэффициента 𝑘𝐼𝐼 .

Приравнивая к нулю правую часть (15), получаем следующую формулу, слу-
жащую для определения длины 2𝑙 пластической зоны предразрушения:

𝑙 = 𝐿
(︁

|𝐶|
𝜏𝑠

)︁−1/𝜆1

, 𝐿 =
[︁

2|𝑔|(𝜆1+3/2)𝐺+(−1)√
𝜋(𝜆1+2)𝐺+(−𝜆1−1)

]︁−1/𝜆1

. (16)

В табл. 2 приведены некоторые значения функции 𝐿 (𝜈1 = 𝜈2 = 0, 3).

Таблица 2. Приближенные значения функции 𝐿

𝑒0

𝛼0

2 3 5 10

15 1,573 2,273 3,527 5,637
30 4,546 6,299 9,102 13,451
45 5,361 6,881 9,086 11,708
60 1,982 2,296 2,680 3,241
75 3·10−3 3·10−3 4·10−3 4·10−3

105 9·10−5 4·10−4 2·10−3 0,018
120 0,661 1,347 3,331 11,674
135 2,352 3,767 6,929 17,402
150 1,667 2,312 3,390 6,945
165 0,380 0,496 0,689 1,026

С ростом модуля параметра нагружения 𝐶 длина пластической зоны предраз-
рушения возрастает по степенному закону. Чем больше предел текучести связу-
ющего материала на сдвиг 𝜏𝑠, тем меньше длина пластической зоны предразру-
шения.

Например, если модуль Юнга первого материала вдвое больше модуля Юнга
второго материала, а коэффициенты Пуассона равны 0,3, длина пластической
зоны предразрушения будет наибольшей, когда угол 𝛼 приблизительно равен
370.

Анализ поведения напряжений вблизи угловой точки. Используя (13),
можно получить выражения для меллиновских трансформант напряжений. В
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результате применения к этим выражениям формулы обращения Меллина могут
быть определены напряжения. В частности, получаем

𝜎𝜃(𝑟, 𝜃) =
1

2𝜋𝑖

´
𝛾

𝐹 (𝑝,𝜃)𝑀(𝑝)
(𝑝+1)(𝑝+𝜆1+1)𝐷(𝑝) 𝑟

−𝑝−1𝑑𝑝; (17)

𝑀(𝑝) = [𝑚1(𝑝+𝜆1+1)+𝑚2(𝑝+1)](1−𝑝)𝐺+(𝑝)𝑙𝑝+1

(1/2−𝑝) ,

𝑚1 =
√
𝜋

2𝐺+(−1)𝜏1,𝑚2 = − 𝑔(𝜆1+3/2)
(𝜆1+2)𝐺+(−𝜆1−1)𝐶𝑙𝜆1 ;

𝐷 (𝑝) = 𝑑0 (𝑝) + 𝑑1 (𝑝) 𝑒,

𝑑0 (𝑝) = (1 + æ1) [cos 2𝑝 (𝜋 − 𝛼)− cos 2𝛼] (sin 2𝑝𝛼+ 𝑝 sin 2𝛼) ,

𝑑1 (𝑝) = (1 + æ2) (cos 2𝑝𝛼− cos 2𝛼) [sin 2𝑝(𝜋 − 𝛼)− 𝑝 sin 2𝛼].

Здесь 𝐹 (𝑝, 𝜃) — известная целая функция 𝑝; 𝛾 — произвольная прямая, па-
раллельная мнимой оси и лежащая в полосе −𝜀1 < Re 𝑝 < 0.

В полосе −1 < Re 𝑝 < 0 подинтегральная функция в (17) имеет две особенно-
сти — простые полюсы в точках 𝑝 = −𝜆1−1 и 𝑝 = −𝜆2−1, где 𝜆2 — единственный
на интервале ]− 1; 0[ корень уравнения 𝐷(−𝜆− 1) = 0.

Зависимость корня 𝜆2 от угла 𝛼 качественно изображена на рис. 3 (пунктиром
изображен график функции 𝜆1(𝛼)). В табл. 3 приведены некоторые значения
корня 𝜆2 (𝜈1 = 𝜈2 = 0, 3).

Используя эту информацию об особых точках подинтегральной функции в
(17), применяя к интегралу (17) теорему о вычетах и складывая решения задач
1 и К, находим главный член разложения напряжения 𝜎𝜃 в асимптотический ряд
при 𝑟 → 0 в рассматриваемой задаче теории упругости с граничными условиями
(1)–(3) (рис. 1).

Рис. 3. Зависимость 𝜆2 от угла 𝛼

Имеет место следующая формула:

𝜎𝜃(𝑟, 𝜃) = 𝑟𝜆2𝑆(𝜃)𝐶1 + 𝑜(𝑟𝜆2) (𝑟 → 0); (18)
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Таблица 3. Приближенные значения 𝜆2

𝑒0

𝛼0

2 3 5 10

15 -0,738 -0,702 -0,652 -0,602
30 -0,640 -0,611 -0,577 -0,541
45 -0,547 -0,527 -0,506 -0,484
60 -0,430 -0,419 -0,408 -0,398
75 -0,262 -0,258 -0,255 -0,252
105 -0,274 -0,277 -0,280 -0,283
120 -0,467 -0,476 -0,484 -0,492
135 -0,613 -0,628 -0,641 -0,653
150 -0,731 -0,749 -0,767 -0,782
165 -0,835 -0,855 -0,873 -0,889

𝐶1 = Γ(𝜆2+2)𝐺+(−𝜆2−1)
𝜆2(𝜆2−𝜆1)𝑠Γ(𝜆2+3/2)

[︁
𝜆2𝑔Γ(𝜆1+3/2)

Γ(𝜆1+2)𝐺+(−𝜆1−1)𝐶𝑙𝜆1−𝜆2 +
√
𝜋(𝜆1−𝜆2)
2𝐺+(−1) 𝜏1𝑙

−𝜆2

]︁
;

𝑠 = (1 + æ1) {[cos 2(𝜆2 + 1)(𝜋 − 𝛼)− cos 2𝛼][2𝛼 cos 2(𝜆2 + 1)𝛼+ sin 2𝛼]−
−2 (𝜋 − 𝛼) sin 2(𝜆2 + 1) (𝜋 − 𝛼) [sin 2(𝜆2 + 1)𝛼+ (𝜆2 + 1) sin 2𝛼]}

+(1 + æ2) {[2 (𝜋 − 𝛼) cos 2(𝜆2 + 1) (𝜋 − 𝛼)− sin 2𝛼][cos 2(𝜆2 + 1)𝛼− cos 2𝛼]−
−2𝛼 sin 2(𝜆2 + 1)𝛼[sin 2(𝜆2 + 1) (𝜋 − 𝛼)− (𝜆2 + 1) sin 2𝛼]} 𝑒;

𝑆(𝜃) = 1
2 [−𝑆1(𝜆2 + 2) sin𝜆2𝜃 + 𝑆2 sin(𝜆2 + 2)𝜃+

+𝑆3(𝜆2 + 2) cos𝜆2𝜃 − 𝑆4 cos(𝜆2 + 2)𝜃] ;
𝑆1 = 2𝑐1 − [𝑐2𝑐3 + (1 + æ2)𝑐4𝑐5]𝑒;

𝑆2 = 2(1 + 𝜆2 +æ2)𝑐1 − [𝜆2𝑐2𝑐3 − (𝜆2 + 2)(1 + æ2)𝑐4𝑐6]𝑒;
𝑆3 = 2𝑐6𝑐7 − [𝑐6𝑐3 + (1 + æ1)𝑐4𝑐8]𝑒;

𝑆4 = 2(1 + 𝜆2 +æ1)𝑐5𝑐7 − [𝜆2𝑐5𝑐3 + (𝜆2 + 2)(1 + æ1)𝑐4𝑐8]𝑒;

𝑐1 = [cos 2(𝜆2 + 1)(𝜋 − 𝛼)− cos 2𝛼][sin 2(𝜆2 + 1)𝛼+ (𝜆2 + 1) sin 2𝛼];
𝑐2 = cos 2(𝜆2 + 1)(𝜋 − 𝛼)− cos 2𝛼;

𝑐3 = (2𝜆2 + 3 + æ2) sin 2𝛼+ (1− æ2) sin 2(𝜆2 + 1)𝛼;
𝑐4 = cos 2(𝜆2 + 1)𝛼− cos 2𝛼;

𝑐5 = sin 2(𝜆2 + 1)(𝜋 − 𝛼) + sin 2𝛼;
𝑐6 = sin 2(𝜆2 + 1)(𝜋 − 𝛼) + sin 2𝛼;

𝑐7 = sin 2(𝜆2 + 1)𝛼+ (𝜆2 + 1) sin 2𝛼;
𝑐8 = cos 2(𝜆2 + 1)(𝜋 − 𝛼) + cos 2𝛼; 0 6 𝜃 6 𝜋 − 𝛼.

Аналогичные формулы имеют место для 𝜎𝜃(𝑟, 𝜃) при −𝛼 6 𝜃 6 0, а также
для 𝜏𝑟𝜃(𝑟, 𝜃) и 𝜎𝑟(𝑟, 𝜃).

Заключение. Анализ полученных результатов позволяет сделать следую-
щие выводы. Угловая точка 𝑂 является особой точкой рассматриваемой краевой
задачи теории упругости. Она представляет собой остроконечный концентратор
напряжений. При приближении точки плоскости к точке 𝑂 напряжения стремят-
ся к бесконечности.
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Это стремление напряжений к бесконечности соответствует эксперименталь-
ному результату [5], из которого следует, что часть пластической зоны предразру-
шения, находящаяся вблизи точки 𝑂, является областью деструкции материала,
уровень напряжений в которой чрезвычайно высок. Даная область отличается
максимально высоким уровнем пластических деформаций, наличием в ней пор
и микротрещин.

Особенность напряжений в точке 𝑂 степенная. Показатель степени сингуляр-
ности напряжений зависит от угла, отношения модулей Юнга и от коэффициен-
тов Пуассона. Этот показатель представляет собой единственный на интервале
]− 1; 0[ корень определенного трансцендентного уравнения.

С ростом угла 𝛼 от нуля до 900 интенсивность напряжений в области де-
струкции материала ослабевает, а с ростом его от 900 до 1800 — усиливается.
Если угол 𝛼 стремится к нулю или к 1800, показатель степени сингулярности
напряжений стремится к −1. Если угол 𝛼 стремится к 900, показатель степени
сингулярности напряжений стремится к нулю. Если угол 𝛼 острый, то с ростом
отношения модулей Юнга 𝐸1/𝐸2 интенсивность напряжений в области деструк-
ции материала ослабевает, а если тупой — усиливается.

Интенсивность напряжений в области деструкции материала сильнее, чем
вблизи угловой точки при отсутствии пластической зоны предразрушения.

На основе точного решения задачи теоории упругости для кусочно-однородного
тела клиновидной конфигурации с разрезами выведена формула, выражающая
длину межфазной пластической зоны предразрушения в угловой точке границы
раздела изотропных сред через коэффициент интенсивности напряжений в этой
точке. Показано, что угловая точка при наличии разрезов представляет собой
концентратор напряжений со степенной особенностью. Установлен характер из-
менения уровня концентрации напряжений вблизи угловой точки в зависимости
от угла и упругих постоянных.
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Полiщук Т. В.
Мiжфазна пластична зона передруйнування в кутовiй точцi межi подiлу се-
редовищ

Резюме

Розглянуто симетричну задачу про розрахунок пластичної зони передруйнування у
кутовiй точцi межi роздiлу двох iзотропних середовищ. Кусково–однорiдне iзотропне
тiло з межею роздiлу середовищ у формi сторiн кута складене з рiзних пружних ча-
стин. Цi частини з’єднанi тонким пружнопластичним шаром. Зона передруйнування
моделюється лiнiями розриву дотичного перемiщення, якi розташованi на межi роздiлу
середовищ. Точний розв’язок вiдповiдної задачi теорiї пружностi побудовано методом
Вiнера—Хопфа. На основi цього розв’язку визначено довжину зони передруйнування.
Дослiджено напружений стан бiля кутової точки.
Ключовi слова: пластична зона передруйнування, кутова точка, межа подiлу середо-
вищ, лiнiя розриву, метод Вiнера—Хопфа.

Polishchuk T. V.
Interfacial prefracture zone at the corner point of the media-seperating bound-
ary

Summary

The symmetric problem on the calculation of a plastic prefracture zone at the corner point

of the interface of two isotropic media is considered. The piece-homogeneous isotropic body

with the media-separating boundary in the form of the sides of angle is composed of different

elastic parts. These parts are connected by the thin elastoplastic layer. The prefracture zone

is modeled by lines of rupture of tangential displacement located on the interface. An exact

solution of the corresponding problem of the theory of elasticity is constructed by the Wiener-

Hopf method. The length of the prefracture zone is determined on the base of this solution.

The stress near the corner point is investigated.

Key words: plastic prefracture zone, corner point, interface of media, displacement rupture

line, Wiener–Hopf method.
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