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ПРО КВАЗIАРЕАЛЬНУ НЕСКIНЧЕННО МАЛУ ДЕФОРМАЦIЮ
КАТЕНОЇДА

В данiй роботi розглянута квазiареальна нескiнченно мала деформацiя катеноїда, при
якiй вiдхилення вiд дотичної площини зберiгається у будь-якому напрямi.
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Вступ. Основнi рiвняння квазiареальної нескiнченно малої деформацiї по-
верхнi (квазiареальної н. м. д.) були здобутi в роботi [1]. В [2] розглядалася задача
про квазiареальну н. м. д., при якiй вiдхилення вiд дотичної площини залиша-
ється стацiонарним у будь-якому напрямi. В цiй роботi встановлено, що для iсну-
вання зазначеної деформацiї необхiдно i достатньо, щоб система рiвнянь⎧⎪⎨⎪⎩

𝑇𝛼𝛽,𝛼 − 𝑇𝛼𝑏𝛽𝛼 + 𝜇𝛼𝑐
𝛼𝛽 = 0,

𝑐𝑖𝛼𝑇
𝛼𝛽𝑏𝛽𝑗 + 𝑐𝑖𝛼𝑇

𝛼
,𝑗 − 𝑏𝑖𝑗𝜇 = 0,

𝑐𝛼𝛽𝑇
𝛼𝛽 = 0

(1)

мала ненульовий розв’язок (𝑇𝛼𝛽 , 𝑇𝛼, 𝜇). Тут через 𝑐𝛼𝛽 позначено дискримiнант-
ний тензор поверхнi (𝑐11 = 𝑐22 = 0, 𝑐12 = −𝑐21 =

√
𝑔, 𝑔 = 𝑔11𝑔22 − 𝑔212, 𝑔𝑖𝑗− ме-

тричний тензор, 𝛼, 𝛽, 𝑖, 𝑗 = 1, 2), 𝑏𝑖𝑗− коефiцiєнти другої квадратичної форми.
Симетричний тензор 𝑇𝛼𝛽 ∈ 𝐶2, контраварiантний вектор 𝑇𝛼 ∈ 𝐶2 i функцiя
𝜇 = 𝜇(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐶2 входять до розкладу частинних похiдних вектора змiщення
𝑈(𝑥1, 𝑥2) квазiареальної н. м. д. поверхнi за базисом 𝑟1, 𝑟2, 𝑛

𝑈𝑖 =
(︁
𝑐𝑖𝛼𝑇

𝛼𝛽 − 𝜇𝛿𝛽𝑖

)︁
𝑟𝛽 + 𝑐𝑖𝛼𝑇

𝛼𝑛, (2)

де 𝑟𝑖 = 𝜕𝑟
𝜕𝑥𝑖 , 𝑛− орт нормалi поверхнi, 𝛿𝛼𝛽−символи Кронекера.

Має мiсце

Теорема 1. [3] Будь-яка мiнiмальна поверхня ненульової гаусової кривини
𝑆 допускає квазiареальну нескiнченно малу деформацiю, при якiй вiдхилення вiд
дотичної площини зберiгається у будь-якому напрямi. При цьому тензорнi поля
𝑇𝛼𝛽 ∈ 𝐶2, 𝑇𝛼 ∈ 𝐶2 та функцiя 𝜇 = 𝜇(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐶2 явно виражаються через
довiльну гармонiчну функцiю 𝜓 = 𝜓(𝑥1, 𝑥2) :

𝑇𝛼𝛽 =
1

2𝐾
𝜓𝛾,𝑘

(︀
𝑐𝛼𝛾𝑏𝑘𝛽 + 𝑐𝛽𝛾𝑏𝑘𝛼

)︀
, 𝑇𝛼 = 𝑐𝛼𝛾𝜓𝛾 , 𝜇 =

1

2𝐾
𝜓𝛼,𝛽𝑏

𝛼𝛽 . (3)

Об’єктом дослiдження в [3] була квазiареальна н. м. д. мiнiмальної поверхнi,
при якiй вiдхилення вiд дотичної площини залишається стацiонарним у будь-
якому напрямi. Оскiльки отриманi результати носять виключно теоретичний ха-
рактер, то надалi ми маємо намiр на прикладi поверхнi катеноїда продемонстру-
вати викладену в роботi [3] теорiю.
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Основнi результати. Катеноїд — це єдина мiнiмальна поверхня обертан-
ня ненульової гаусової кривини, яка утворюється обертанням ланцюгової лiнiї

𝑥2 = 𝑎 ch
𝑥1

𝑎

навколо вiсi 𝑂𝑋1 [4,5]. Форму катеноїда набуває мильна плiвка, натягнута на два
дротяних кола, площини яких перпендикулярнi до лiнiї, що з’єднує їх центри.

Нехай рiвняння катеноїда 𝑆 задано у параметричному виглядi

𝑟 =
{︀
ch𝑥1 cos𝑥2, ch𝑥1 sin𝑥2, 𝑥1

}︀
. (4)

Обчислимо
𝑟1 = { 𝑠ℎ𝑥1 cos𝑥2, 𝑠ℎ𝑥1 sin𝑥2, 1},

𝑟2 = {− 𝑐ℎ𝑥1 sin𝑥2, 𝑐ℎ𝑥1 cos𝑥2, 0},

𝑛 = {− cos𝑥2

𝑐ℎ𝑥1
,
− sin𝑥2

𝑐ℎ𝑥1
,
𝑠ℎ𝑥1

𝑐ℎ𝑥1
},

𝑔11 = 𝑔22 = ch2 𝑥1, 𝑔12 = 0,

𝑏11 = −1, 𝑏22 = 1, 𝑏12 = 0, (5)

𝑏11 =
−1

ch2 𝑥1
, 𝑏22 =

1

ch2 𝑥1
, 𝑏12 = 𝑏21 = 0,

𝑑11 = − ch2 𝑥1, 𝑑22 = ch2 𝑥1, 𝑑12 = 𝑑21 = 0,

𝐻 = 0,𝐾 = − 1

ch4 𝑥1
,

Γ1
11 = Γ2

12 = −Γ1
22 = 𝑡ℎ𝑥1, Γ1

12 = Γ2
11 = Γ2

22 = 0,

де 𝑑𝑖𝑗 = 𝑑𝑖𝛼𝑔𝛼𝑗 , 𝑑
𝑖𝛼− тензор, обернений до тензора 𝑏𝑖𝛼, 𝐻− середня кривина по-

верхнi, 𝐾− повна кривина поверхнi, Γ𝑘𝑖𝑗− символи Христофеля. Оскiльки 𝑔11 =
𝑔22, 𝑔12 = 0, то поверхня катеноїда, задана у виглядi (4), вiднесена до iзотермiчної
координатної сiтки. Має мiсце

Теорема 2. Поверхня катеноїда допускає квазiареальну нескiнченно малу
деформацiю зi стацiонарним вiдхиленням вiд дотичної площини у будь-якому
напрямi з вектором змiщення

𝑈 =
{︀
𝑐 sh𝑥1 cos𝑥2 + 𝑐1; 𝑐 sh𝑥

1 sin𝑥2 + 𝑐2; 0
}︀
, 𝑐 ̸= 0, 𝑐, 𝑐1, 𝑐2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (6)

Доведення. В теоремi 1 обґрунтовується iснування квазiареальної н. м. д.
довiльної мiнiмальної поверхнi, при якiй вiдхилення вiд дотичної площини збе-
рiгається у будь-якому напрямi. Доведено, що тензорнi поля 𝑇𝛼𝛽 , 𝑇𝛼 та функцiя
𝜇 виражаються через довiльну гармонiчну функцiю за формулами (3).

Задамо гармонiчну функцiю 𝜓(𝑥1, 𝑥2) як лiнiйну функцiю, а саме

𝜓(𝑥1, 𝑥2) = 𝑐𝑥1 + 𝑐0, 𝑐 ̸= 0, 𝑐, 𝑐0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (7)

i знайдемо тензорнi поля 𝑇𝛼𝛽 , 𝑇𝛼 та функцiю 𝜇 у випадку катеноїда.
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З (7) маємо

𝜓1 = 𝑐, 𝜓2 = 0,
𝜕𝜓

𝜕𝑥𝑖
= 𝜓𝑖. (8)

Для обчислення компонентiв 𝜓1,1, 𝜓2,2, 𝜓1,2 = 𝜓2,1 використаємо формулу для
визначення коварiантної похiдної вiд градiєнтного вектора 𝜓𝑖 у розгорнутому
виглядi

𝜓𝑖,𝑗 =
𝜕𝜓𝑖
𝜕𝑥𝑗

− 𝜓𝛼Γ
𝛼
𝑖𝑗 . (9)

З урахуванням (5)9 i (8) з (9) здобудемо

𝜓1,1 =
−𝑐
2

𝜕 ln 𝑔11
𝜕𝑥1

= −𝑐 𝑡ℎ𝑥1, 𝜓2,2 =
𝑐

2

𝜕 ln 𝑔11
𝜕𝑥1

= 𝑐 𝑡ℎ𝑥1, 𝜓1,2 = 𝜓2,1 = 0. (10)

Внаслiдок пiдставляння в (3) вiдповiдних значень з формул (5), (8) i (10) для по-
верхнi катеноїда дiстанемо вирази для компонентiв тензорiв деформацiї 𝑇𝛼𝛽 , 𝑇𝛼
i функцiї 𝜇

𝑇 11 = 𝑇 12 = 𝑇 22 = 0, 𝑇 1 = 0, 𝑇 2 =
−𝑐

ch2 𝑥1
, 𝜇 = −𝑐 𝑡ℎ𝑥1, 𝑐 ̸= 0, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (11)

Внесемо в (2) замiсть 𝑇𝛼𝛽 , 𝑇𝛼 та функцiї 𝜇 їх вiдповiднi значення з (11), тодi
у випадку катеноїда отримаємо систему двох векторних рiвнянь вiдносно однiєї
невiдомої — вектор-функцiї 𝑈(𝑥1, 𝑥2){︃

𝑈1 = 𝑐 𝑡ℎ𝑥1𝑟1 − 𝑐𝑛,

𝑈2 = 𝑐 𝑡ℎ𝑥1𝑟2.
(12)

Знайдемо розв’язок цiєї системи рiвнянь. Для цього спочатку з другого рiвняння
визначимо

𝑈 = 𝑐 𝑡ℎ𝑥1𝑟 + 𝜙(𝑥1), (13)

де 𝜙(𝑥1)− довiльна векторна функцiя вiд однiєї змiнної 𝑥1. Отриманий вираз (13)
пiдставимо в перше рiвняння системи (12), звiдки дiстанемо умову на вектор-
функцiю 𝜙(𝑥1)

𝜙′ = −𝑐
𝑐ℎ2𝑥1

𝑟 − 𝑐𝑛. (14)

Проiнтегруємо (14) з урахуванням формул (4), (5)3 :

𝜙(𝑥1) = {𝑐1; 𝑐2; −𝑐𝑥1 𝑡ℎ𝑥1}, 𝑐 ̸= 0, 𝑐, 𝑐1, 𝑐2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (15)

Нарештi внесемо в (13) замiсть функцiї 𝜙 її представлення з (15), тодi отрима-
ємо компоненти вектора змiщення 𝑈 квазiареальної н. м. д. катеноїда у явному
виглядi

𝑈 =
{︀
𝑐 sh𝑥1 cos𝑥2 + 𝑐1; 𝑐 sh𝑥

1 sin𝑥2 + 𝑐2; 0
}︀
, 𝑐 ̸= 0, 𝑐, 𝑐1, 𝑐2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Таким чином, внаслiдок деформування катеноїда 𝑆 дiстали поверхню 𝑆* :

𝑟* = 𝑟 + 𝑡𝑈, (16)

де 𝑈 — вектор-функцiя (6). Теорема доведена.
Наявнiсть вектора змiщення 𝑈(𝑥1, 𝑥2), а також його вигляд (6) дає змогу

сформулювати таку теорему
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Теорема 3. Якщо катеноїд закрiпити лише в однiй точцi, то вiн буде
жорстким вiдносно квазiареальної н. м. д., при якiй вiдхилення вiд дотичної
площини є стацiонарним у будь-якому напрямi.

Має мiсце також

Теорема 4. Квазiареальна нескiнченно мала деформацiя катеноїда з векто-
ром змiщення (6) має такi властивостi:

1) деформацiя катеноїда не зводиться до ареальної;

2) асимптотичнi лiнiї катеноїда при цiй деформацiї залишаються стацiо-
нарними;

3) здеформована поверхня катеноїда 𝑆* є мiнiмальною;

4) варiацiї коефiцiєнтiв першої квадратичної форми катеноїда мають вигляд

2𝜀11 = 2𝜀22 = 𝑐 sh 2𝑥1, 2𝜀12 = 0, 𝑐 ̸= 0; (17)

5) варiацiя гаусової кривини катеноїда

𝛿𝐾 =
4𝑐 𝑡ℎ𝑥1

ch4 𝑥1
, 𝑐 ̸= 0. (18)

Доведення. Насамперед вiдзначимо, що квазiареальна н. м. д. катеноїда з
вектором змiщення (6) не зводиться до ареальної. Дiйсно, необхiдною i доста-
тньою умовою того, що квазiареальна н. м. д. поверхнi зводиться до ареальної, є
рiвнiсть 𝜇 ≡ 0 [1]. У нашому випадку функцiя 𝜇 дорiвнює

𝜇 = −𝑐 𝑡ℎ𝑥1, 𝑐 ̸= 0, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Доведемо, що при квазiареальнiй н. м. д. катеноїда зi стацiонарним вiдхи-
ленням вiд дотичної площини у будь-якому напрямi асимптотичнi лiнiї також
залишаються стацiонарними. Мiнiмальна поверхня є поверхнею вiд’ємної гаусо-
вої кривини i на такiй поверхнi iснує регулярна сiтка дiйсних асимптотичних
лiнiй. На поверхнi 𝑆 рiвняння асимптотичних лiнiй має вигляд

𝑏𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 0, (19)

а на здеформованiй поверхнi 𝑆* (16) асимптотичнi лiнiї слiд шукати з рiвняння

𝑏*𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 0. (20)

Аналiтичною умовою того, що при зазначенiй деформацiї вiдхилення вiд до-
тичної площини зберiгається у будь-якому напрямi, є умови 𝛽𝑖𝑗 = 0, де 𝛽𝑖𝑗− це
варiацiї коефiцiєнтiв другої квадратичної форми [2]. Використовуючи розкладен-
ня коефiцiєнтiв другої квадратичної форми 𝑏*𝑖𝑗 поверхнi 𝑆* в ряд за степенями 𝑡,
дiстанемо

𝑏*𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 = 𝑏𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖𝑑𝑥𝑗 + 𝑡𝛽𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖𝑑𝑥𝑗 + 𝑜(𝑡2). (21)

З останнього спiввiдношення маємо, що за умов 𝛽𝑖𝑗 = 0 формули (19) та (20) ви-
значають однi i тi ж геометричнi образи. Звiдси випливає, що у випадку, коли при
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квазiареальнiй нескiнченно малiй деформацiї катеноїда вiдхилення вiд дотичної
площини залишається стацiонарним у будь-якому напрямi, то асимптотичнi лiнiї
зберiгаються.

Для подальшого нам знадобляться наступнi формули, отриманi в роботi [1]

2𝛿𝐻 = 𝑇𝛼𝛽𝑐𝛼𝛾𝑏
𝛾
𝛽 + 𝑇𝛼,𝛽𝑐

𝛽·
·𝛼 + 2𝐻𝜇, (22)

2𝐻* = 2𝐻 + 𝑡
(︁
𝑇𝛼𝛽𝑐𝛼𝛾𝑏

𝛾
𝛽 + 𝑇𝛼,𝛽𝑐

𝛽·
·𝛼 + 2𝐻𝜇

)︁
+ 𝑜(𝑡2), (23)

2𝜀𝑖𝑗 = 𝑇𝛼𝛽 (𝑐𝑖𝛼𝑔𝑗𝛽 + 𝑐𝑗𝛼𝑔𝑖𝛽)− 2𝜇𝑔𝑖𝑗 , (24)

𝛿𝐾 = 𝐾(𝑑𝛼𝛽𝛽𝛼𝛽 + 4𝜇). (25)

Покажемо, що здеформована поверхня катеноїда 𝑆* є мiнiмальною. Для цьо-
го пiдставимо в (22) замiсть тензорiв деформацiї 𝑇𝛼𝛽 , 𝑇𝛼 їх представлення через
гармонiчну функцiю 𝜓 з (3), тодi для мiнiмальної поверхнi отримаємо

𝛿𝐻 = 0.

На пiдставi формули (23) одержуємо, що середня кривина 𝐻* поверхнi 𝑆* дорiв-
нює нулю. Отже, поверхня 𝑆* є мiнiмальною.

Тепер переконаємося в тому, що варiацiї коефiцiєнтiв першої квадратичної
форми катеноїда мають вигляд (17). Внесемо в (24) замiсть поля деформацiї 𝑇𝛼𝛽
та функцiї 𝜇 їх вiдповiднi представлення з (11), тодi, беручи до уваги форму-
лу (5)4, врештi решт для поверхнi катеноїда знайдемо явнi вирази компонентiв
першого тензора деформацiї 𝜀𝑖𝑗

2𝜀11 = 2𝜀22 = 𝑐 sh 2𝑥1, 2𝜀12 = 0, 𝑐 ̸= 0.

Далi доведемо, що варiацiя гаусової кривини поверхнi катеноїда при її квазi-
ареальнiй н. м. д. зi стацiонарним вiдхиленням вiд дотичної площини у будь-
якому напрямi виражається за формулою (18). Дiйсно, оскiльки при зазначенiй
деформацiї варiацiї коефiцiєнтiв другої квадратичної форми дорiвнюють нулю,
то з (25) маємо

𝛿𝐾 = 4𝐾𝜇.

Звiдси для варiацiї гаусової кривини катеноїда остаточно дiстанемо

𝛿𝐾 =
4𝑐 𝑡ℎ𝑥1

ch4 𝑥1
, 𝑐 ̸= 0.

Теорему доведено.

Висновки. В данiй роботi розглянуто квазiареальну н. м. д. катеноїда, при
якiй вiдхилення вiд дотичної площини залишається стацiонарним у будь-якому
напрямi. В теоремi 2 доведено, що така деформацiя iснує i в явному виглядi
здобуто поле змiщення 𝑈 . До того ж встановлено, що зазначена деформацiя має
властивостi, викладенi в теоремi 4.
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Безкоровайная Л. Л., Хомич Ю. С.
О квазиареальной бесконечно малой деформации катеноида

Резюме

В данной работе рассмотрена квазиареальная бесконечно малая деформация катеноида,
при которой отклонение от касательной плоскости сохраняется в любом направлении.
Ключевые слова: деформация, катеноид, вектор смещения, вариация.

Bezkorovaina L. L., Khomych. Y. S.
About the quasiareal infinitesimal deformation of catenoid

Summary

In this paper we considered the quasiareal infinitesimal deformation of catenoid under which

the deviation from the tangent plane is preserved in all directions.

Key words: deformation, catenoid, vector of displacement, variation.
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