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МIШАНI ЗАДАЧI ДЛЯ НЕЛIНIЙНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ
РIВНЯНЬ ЗI ЗМIННИМИ ПОКАЗНИКАМИ НЕЛIНIЙНОСТI
ТА IНТЕГРАЛЬНИМИ ОПЕРАТОРАМИ ТИПУ ВОЛЬТЕРРА

Дослiджено мiшанi задачi для нелiнiйних параболiчних рiвнянь зi змiнними показни-
ками нелiнiйностi та iнтегральними операторами типу Вольтерра. Доведено iснування
та єдинiсть узагальнених розв’язкiв таких задач у вiдповiдних узагальнених просторах
Соболєва. Також отримано апрiорнi оцiнки узагальнених розв’язкiв дослiджуваних за-
дач.
MSC: 33C50, 33C52, 42B15, 42C10.
Ключовi слова: iнтегро-диференцiальне рiвняння, параболiчне рiвняння, змiннi пока-
зники нелiнiйностi, метод Гальоркiна, метод монотонностi .

Вступ. Iнтегро-диференцiальнi рiвняння параболiчного типу широко вико-
ристовуються у математичному моделюваннi складних явищ в сучасному приро-
дознавствi, економiцi та технiцi [18–23,29]. Зокрема такi рiвняння зустрiчаються
в задачах опису еволюцiї популяцiй [20], в теорiї ядерних реакцiй при вивченнi
процесу уповiльнення нейтронiв [29], в дифузiї заряджених частинок в плазмi та
в iнших рiзноманiтних задачах. В данiй роботi розглядаються нелiнiйнi парабо-
лiчнi рiвняння зi змiнними показниками нелiнiйностi та iнтегральними членами
типу операторiв Вольтерра або, як їх ще називають, операторiв пам’ятi.

Сформулюємо дослiджувану тут задачу. Нехай 𝑛 ∈ N; R𝑛 — лiнiйний простiр,
складений з впорядкованих наборiв 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) дiйсних чисел i надiлений
нормою |𝑥| := (|𝑥1|2 + . . . + |𝑥𝑛|2)1/2; Ω — обмежена область в R𝑛 з кусково-
гладкою межею 𝜕Ω; 𝜕Ω = Γ0 ∪ Γ1, де Γ0 — замикання вiдкритої множини на
𝜕Ω (зокрема Γ0 = ∅ або Γ0 = 𝜕Ω), Γ1 := 𝜕Ω ∖ Γ0; 𝜈 = (𝜈1, . . . , 𝜈𝑛) — одиничний
вектор зовнiшньої нормалi до 𝜕Ω; 𝑇 > 0; 𝑄 := Ω × (0, 𝑇 ), Σ0 := Γ0 × (0, 𝑇 ),
Σ1 := Γ1 × (0, 𝑇 ).

Розглядаємо задачу: знайти функцiю 𝑢 : 𝑄→ R, яка задовольняє (в певному
сенсi) рiвняння

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑

𝑑𝑥𝑖
𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) + 𝑎0(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)+

+

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝑢(𝑥, 𝑠)) 𝑑𝑠 = −
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) + 𝑓0(𝑥, 𝑡) , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 , (1)

крайовi умови

𝑢
⃒⃒⃒
Σ0

= 0,
𝜕𝑢

𝜕𝜈𝑎

⃒⃒⃒
Σ1

= 0 (2)
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i початкову умову

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω. (3)

Тут 𝑎𝑖 : 𝑄×R1+𝑛 → R, 𝑓𝑖 : 𝑄→ R, ℎ : 𝑄× (0, 𝑇 )×R → R, 𝑢0 : Ω → R – заданi

дiйснозначнi функцiї, 𝜕𝑢
𝜕𝜈𝑎

(𝑥, 𝑡) :=
𝑛∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) 𝜈𝑖, (𝑥, 𝑡) ∈ Σ1, – похiдна по

“конормалi”.
Типовим прикладом рiвнянь вигляду (1), якi ми вивчатимемо, є рiвняння

𝑢𝑡−
𝑛∑︁
𝑖=1

(︁̂︀𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑢𝑥𝑖
|𝑝𝑖(𝑥)−2𝑢𝑥𝑖

)︁
𝑥𝑖

+̂︀𝑎0(𝑥, 𝑡)|𝑢|𝑝0(𝑥)−2𝑢+

+

𝑡ˆ

0

̂︀ℎ0(𝑥, 𝑡, 𝑠)̂︀ℎ1(𝑢(𝑥, 𝑠)) 𝑑𝑠 = 𝑓(𝑥, 𝑡) , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 , (4)

де ̂︀𝑎𝑖 > 0 (𝑖 = 0, 𝑛), 𝑝𝑖 > 1 (𝑖 = 0, 𝑛), ̂︀ℎ0 — вимiрнi обмеженi функцiї, ̂︀ℎ1 — лiпши-
цева функцiя. Вiдмiтимо, що величини 𝑝𝑖 (𝑖 = 0, 𝑛), якi називають показниками
нелiнiйностi, є змiнними.

Нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння подiбнi до (4) з ̂︀ℎ0 ≡ 0 (зi змiнними пока-
зниками нелiнiйностi) у наш час вивчаються дуже активно (див. [2–7,9,10,13,17]).
Мiшанi задачi для цих рiвнянь описують багато фiзичних процесiв (див. [13,16]),
зокрема електромагнiтнi поля, електрореологiчнi рiдини, процеси вiдновлення зо-
браження, потiк струму в змiнних температурних полях. Розв’язки цих задач на-
лежать до вiдповiдних узагальнених просторiв Лебега i Соболєва. Вперше цi про-
стори були введенi у роботi [15], а їх властивостi були вивченi у працях [8,11,14,15]
та iнших.

Рiвняння вигляду (4) зi сталими показниками нелiнiйностi та iнтегральними
операторами дослiджувались у роботах [24, 25, 27, 28] та iнших. Зокрема у [28]
було дослiджено мiшану задачу для iнтегро-диференцiального рiвняння вигляду

𝑢𝑡(𝑡, 𝑥)−△𝑢(𝑡, 𝑥) +
𝑡ˆ

0

𝑔(𝑡− 𝑠, 𝑢(𝑠, 𝑥)) 𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ (0,+∞)× Ω

𝑢 = 0 на (0,+∞)× 𝜕Ω, 𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω.

У працi [25] вивчається скiйкiсть глобального розв’язку нелокального рiвняння
Вольтерра

𝑢𝑡 −△𝑢 = (𝑎− 𝑏𝑢)𝑢−
𝑡ˆ

0

𝐾(𝑡− 𝑠)𝑢(𝑥, 𝑠) 𝑑𝑠, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0.

В данiй роботi, на вiдмiну вiд вiдомих нам робiт, ми розглядаємо нелiнiйнi
рiвняння зi змiнними показниками нелiнiйностi та iнтегральними членами, в яких
невiдома функцiя входить пiд знак iнтеграла за часовою змiнною, тобто, коли
значення розв’язку в актуальний момент часу залежить i вiд значень розв’язку у



Мiшанi задачi для параболiчних рiвнянь 21

попереднi моменти часу. Основний результат даної роботи стосується однозначної
розв’язностi задачi (1) – (3) в узагальнених просторах Лебега i Соболєва.

Структура роботи така. У першому роздiлi введено основнi позначення та
допомiжнi факти. Формулювання задачi i основного результату мiстить другий
роздiл. У третьому роздiлi обґрунтовано основний результат.

Основнi результати

1. Основнi позначення i факти. Введемо деякi потрiбнi нам далi позна-
чення i функцiйнi простори. Нехай 𝐺 = Ω або 𝐺 = 𝑄. Припустимо, що функцiя
𝑟 ∈ 𝐿∞(Ω) така, що 𝑟(𝑥) > 1 для м.в. 𝑥 ∈ Ω. Через 𝐿𝑟(·)(𝐺) позначимо лiнiйний
простiр, який складається з вимiрних функцiй 𝑣 : 𝐺→ R таких, що 𝜌𝐺,𝑟(𝑣) <∞,
де

𝜌𝐺,𝑟(𝑣) :=

ˆ

Ω

|𝑣(𝑥)|𝑟(𝑥) 𝑑𝑥, якщо 𝐺 = Ω, i

𝜌𝐺,𝑟(𝑣) :=

¨

𝑄

|𝑣(𝑥, 𝑡)|𝑟(𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑡, якщо 𝐺 = 𝑄.

Цей простiр є банаховим з нормою ||𝑣||𝐿𝑟(·)(𝐺) := inf{𝜆 > 0 | 𝜌𝐺,𝑟(𝑣/𝜆) 6 1} (див.: [11,
p. 599]) i його називають узагальненим простором Лебега. Зауважимо, що якщо
𝑟(𝑥) = 𝑟0 = const > 1 для м.в. 𝑥 ∈ Ω, то норма || · ||𝐿𝑟(·)(𝐺) спiвпадає зi стан-
дартною нормою || · ||𝐿𝑟0

(𝐺) простору Лебега 𝐿𝑟0(𝐺). Згiдно з [11, p. 599], якщо
ess inf
𝑥∈Ω

𝑟(𝑥) > 1, то спряжений до 𝐿𝑟(·)(𝐺) простiр [𝐿𝑟(·)(𝐺)]
′ можна ототожнити з

𝐿𝑟′(·)(𝐺), де 𝑟′ визначено рiвнiстю 1/𝑟(𝑥)+1/𝑟′(𝑥) = 1 для м.в. 𝑥 ∈ Ω. Зауважимо,
що множина 𝐶(𝐺) є щiльною в 𝐿𝑟(·)(𝐺) (див.: [11, p. 603]).

Нехай 𝑝 = (𝑝0, . . . , 𝑝𝑛) : Ω → R𝑛+1 – вектор-функцiя, яка задовольняє таку
умову:

(𝒫) для кожного 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛} функцiя 𝑝𝑖 : Ω → R є вимiрною i
𝑝−𝑖 := ess inf

𝑥∈Ω
𝑝𝑖(𝑥) > 1, 𝑝+𝑖 := ess sup

𝑥∈Ω
𝑝𝑖(𝑥) < +∞.

Через 𝑊 1
𝑝(·)(Ω) позначимо узагальнений простiр Соболєва, що складається з

функцiй 𝑣 ∈ 𝐿𝑝0(·)(Ω) таких, що 𝑣𝑥1
∈ 𝐿𝑝1(·)(Ω), . . . , 𝑣𝑥𝑛

∈ 𝐿𝑝𝑛(·)(Ω). Цей простiр є
банаховим з нормою ||𝑣||𝑊 1

𝑝(·)(Ω) := ||𝑣||𝐿𝑝0(·)(Ω) +
∑︀𝑛
𝑖=1 ||𝑣𝑥𝑖

||𝐿𝑝𝑖(·)(Ω). Пiд ̃︁𝑊 1
𝑝(·)(Ω)

– розумiтимемо замикання простору ̃︀𝐶1(Ω) := {𝑣 ∈ 𝐶1(Ω) | 𝑣|Γ0
= 0
}︀

в 𝑊 1
𝑝(·)(Ω).

Покладемо 𝑉𝑝(Ω) := ̃︁𝑊 1
𝑝(·)(Ω) ∩ 𝐿2(Ω). Легко переконатися, що 𝑉𝑝(Ω) є бана-

ховим простором з нормою ||𝑣||𝑉𝑝(Ω) := ||𝑣||𝑊 1
𝑝(·)(Ω) + ||𝑣||𝐿2(Ω) .

Пiд 𝑊 1,0
𝑝(·)(𝑄) розумiтимемо простiр функцiй 𝑤 ∈ 𝐿𝑝0(·)(𝑄) таких, що 𝑤𝑥1 ∈

𝐿𝑝1(·)(𝑄), . . . , 𝑤𝑥𝑛
∈ 𝐿𝑝𝑛(·)(𝑄). Розглядатимемо цей простiр з нормою ||𝑤||𝑊 1,0

𝑝(·)(𝑄) :=

||𝑤||𝐿𝑝0(·)(𝑄)+
∑︀𝑛
𝑖=1 ||𝑤𝑥𝑖

||𝐿𝑝𝑖(·)(𝑄). Визначимо простiр ̃︁𝑊 1, 0
𝑝(·)(𝑄) як замикання про-

стору ̃︀𝐶1,0(𝑄) :=
{︀
𝑤 ∈ 𝐶(𝑄)

⃒⃒
𝑤𝑥𝑖 ∈ 𝐶(𝑄) (𝑖 = 1, 𝑛), 𝑤|Σ0 = 0

}︀
в 𝑊 1,0

𝑝(·)(𝑄). Очевидно, що для будь-якої функцiї 𝑤 ∈ ̃︁𝑊 1,0
𝑝(·)(𝑄)

⋂︀
𝐿2(𝑄) маємо

𝑤(·, 𝑡) ∈ 𝑉𝑝(Ω) для м.в. 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ).
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Покладемо

𝑈𝑝(𝑄) := ̃︁𝑊 1,0
𝑝(·)(𝑄) ∩ 𝐿2(𝑄) ∩ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω)).

Легко переконатися, що це банахiв простiр з нормою

||𝑤||𝑈𝑝(𝑄) := ||𝑤||𝑊 1,0
𝑝(·)(𝑄) + ||𝑤||𝐿2(𝑄) + max

𝑡∈[0,𝑇 ]
||𝑤(·, 𝑡)||𝐿2(Ω) .

Очевидно, що для будь-якої функцiї 𝑤 ∈ 𝑈𝑝(𝑄) маємо 𝑤(·, 𝑡) ∈ 𝑉𝑝(Ω) для м.в.
𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

I нарештi визначимо простори

𝐹𝑝′(𝑄) :=
{︀
(𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) | 𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑝′𝑖(·)(𝑄) (𝑖 = 0, 𝑛),

𝑓𝑖 = 0 в деякому околi поверхнi Σ1 для кожного 𝑖 ∈ {1, ..., 𝑛}
}︀
,

де 1/𝑝𝑖(𝑥) + 1/𝑝′𝑖(𝑥) = 1 для м.в. 𝑥 ∈ Ω (𝑖 = 0, 𝑛),

𝐶1
𝑐 (0, 𝑇 ) := {𝜙 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]) | supp𝜙 ⊂ (0, 𝑇 )}.

2. Постановка задачi та формулювання основного результату. Ми
розглядатимемо узагальненi розв’язки задачi (1) – (3). Для їх означення спочатку
введемо вiдповiднi класи вихiдних даних.

Нехай 𝑝 — вектор-функцiя, яка задовольняє умову (𝒫). Позначимо через AH𝑝
множину наборiв дiйснозначних функцiй (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, ℎ) , якi мають такi вла-
стивостi:

(𝒜1) для кожного 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛} функцiя 𝑄×R1+𝑛 ∋ (𝑥, 𝑡, 𝜌, 𝜉) ↦→ 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜌, 𝜉) ∈
R є каратеодорiвською, тобто, для м.в. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 функцiя 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, ·, ·) :
R1+𝑛 → R є неперервною i для всiх (𝜌, 𝜉) ∈ R1+𝑛 функцiя 𝑎𝑖(·, ·, 𝜌, 𝜉) :
𝑄→ R є вимiрною; крiм того, 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 0, 0) = 0 для м.в. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 (𝑖 = 0, 𝑛);

(𝒜2) для кожного 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}, для м.в. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 i будь-яких (𝜌, 𝜉) ∈ R1+𝑛

маємо

|𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜌, 𝜉)| 6 𝐶1

(︀
|𝜌|2/𝑝

′
𝑖(𝑥) + |𝜌|𝑝0(𝑥)/𝑝

′
𝑖(𝑥) +

𝑛∑︁
𝑗=1

|𝜉𝑗 |𝑝𝑗(𝑥)/𝑝
′
𝑖(𝑥)
)︀
+ ℎ𝑖(𝑥, 𝑡),

де 𝐶1 = const > 0, ℎ𝑖 ∈ 𝐿𝑝′𝑖(·)
(𝑄);

(𝒜3) для м.в. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 i для всiх (𝜌1, 𝜉
1), (𝜌2, 𝜉2) ∈ R1+𝑛 виконується нерiвнiсть

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜌1, 𝜉

1)− 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜌2, 𝜉
2)
)︀
(𝜉1𝑖 − 𝜉2𝑖 )+

+
(︀
𝑎0(𝑥, 𝑡, 𝜌1, 𝜉

1)− 𝑎0(𝑥, 𝑡, 𝜌2, 𝜉
2)
)︀
(𝜌1 − 𝜌2) > 𝐾1|𝜌1 − 𝜌2|2 , (5)

де 𝐾1 = const > 0;
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(𝒜4) для м.в. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 i для всiх (𝜌, 𝜉) ∈ R1+𝑛 маємо

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝜌, 𝜉)𝜉𝑖 + 𝑎0(𝑥, 𝑡, 𝜌, 𝜉)𝜌 > 𝐾2

(︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖|𝑝𝑖(𝑥) + |𝜌|𝑝0(𝑥)
)︁
− 𝑔(𝑥, 𝑡) ,

де 𝐾2 = const > 0, 𝑔 ∈ 𝐿1(𝑄) (очевидно, що 𝑔 > 0);

(ℋ1) функцiя 𝑄 × (0, 𝑇 ) × R ∋ (𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝜌) ↦→ ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝜌) ∈ R є каратеодорiвською,
тобто, для м.в. (𝑥, 𝑡, 𝑠) ∈ 𝑄× (0, 𝑇 ) функцiя ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, ·) : R → R є неперерв-
ною i для всiх 𝜌 ∈ R функцiя ℎ(·, ·, ·, 𝜌) : 𝑄 × (0, 𝑇 ) → R є вимiрною; крiм
того, ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 0) = 0 для м.в. (𝑥, 𝑡, 𝑠) ∈ 𝑄× (0, 𝑇 );

(ℋ2) для майже всiх (𝑥, 𝑡, 𝑠) ∈ 𝑄× (0, 𝑇 ) i для будь-яких 𝜌1, 𝜌2 ∈ R маємо

|ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝜌1)− ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝜌2)| 6𝑀 |𝜌1 − 𝜌2|, (6)

де 𝑀 = const > 0.

Тепер дамо означення узагальненого розв’язку задачi (1)–(3).

Означення. Нехай 𝑝 задовольняє умову (𝒫), (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, ℎ) ∈ AH𝑝, (𝑓0, 𝑓1, ..., 𝑓𝑛) ∈
𝐹𝑝′(𝑄), 𝑢0 ∈ 𝐿2(Ω). Узагальненим розв’язком задачi (1)–(3) називають функцiю
𝑢 ∈ 𝑈𝑝(𝑄), яка задовольняє початкову умову (3) та iнтегральну рiвнiсть

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)𝑣𝑥𝑖
𝜙+ 𝑎0(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)𝑣𝜙+

+𝑣𝜙

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝑢(𝑥, 𝑠)) 𝑑𝑠− 𝑢𝑣𝜙′
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝑣𝑥𝑖
𝜙+ 𝑓0𝑣𝜙

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 (7)

для будь-яких 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω) i 𝜙 ∈ 𝐶1
𝑐 (0, 𝑇 ).

Теорема. Нехай 𝑝 задовольняє умову (𝒫), (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, ℎ) ∈ AH𝑝, (𝑓0, 𝑓1, ..., 𝑓𝑛) ∈
𝐹𝑝′(𝑄), 𝑢0 ∈ 𝐿2(Ω). Припустимо, що

𝐾1 −𝑀𝑇 > 0. (8)

Тодi задача (1)–(3) має єдиний узагальнений розв’язок i для нього правильна
оцiнка

max
𝑡∈[0,𝑇 ]

ˆ

Ω

|𝑢(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥+
¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒
𝑢𝑥𝑖(𝑥, 𝑡)

⃒⃒𝑝𝑖(𝑥)
+|𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑝0(𝑥) + |𝑢(𝑥, 𝑡)|2

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6 𝐶2

[︁¨
𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑓𝑗(𝑥, 𝑡)

⃒⃒𝑝′𝑗(𝑥)+𝑔(𝑥, 𝑡)}︁𝑑𝑥𝑑𝑡+ ˆ
Ω

|𝑢0(𝑥)|2 𝑑𝑥
]︁
, (9)
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де 𝐶2 > 0 – стала, яка залежить тiльки вiд 𝐾1, 𝐾2, 𝑀 , 𝑇 i 𝑝−𝑖 (𝑖 = 0, 𝑛).
3. Обґрунтування основного результату. Для будь-якої функцiї 𝑤 ∈

𝐿1(𝑄) такої, що 𝑤𝑥1
, . . . , 𝑤𝑥𝑛

∈ 𝐿1(𝑄), введемо позначення

𝜕0𝑤 := 𝑤, 𝜕𝑖𝑤 := 𝑤𝑥𝑖
(𝑖 = 1, 𝑛),

𝑎𝑗(𝑤)(𝑥, 𝑡) := 𝑎𝑗(𝑥, 𝑡, 𝑤(𝑥, 𝑡), ∇𝑤(𝑥, 𝑡)), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, 𝑗 = 0, 𝑛,

ℎ(𝑤)(𝑥, 𝑡, 𝑠) := ℎ(𝑥, 𝑡, 𝑠, 𝑤(𝑥, 𝑠)).

При доведеннi теореми важливу роль вiдiграватиме таке твердження (див.:: [26,
лема 2])

Лема 1. Нехай 𝑤 ∈ ̃︁𝑊 1,0
𝑝(·)(𝑄) ∩ 𝐿2(𝑄) та 𝑔𝑖 ∈ 𝐿𝑝′𝑖(·)(𝑄) (𝑖 = 0, 𝑛) такi, що

правильна iнтегральна тотожнiсть
¨

𝑄

{︂ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑔𝑖𝜕𝑖𝑣𝜙− 𝑤𝑣𝜙′
}︂
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0, 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω), 𝜙 ∈ 𝐶1

𝑐 (0, 𝑇 ). (10)

Тодi 𝑤 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω)) i для всiх 𝜃 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]), 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω) i 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0, 𝑇 ] (𝑡1 < 𝑡2)
правильнi рiвностi

𝜃(𝑡2)

ˆ

Ω

𝑤(𝑥, 𝑡2)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥− 𝜃(𝑡1)

ˆ

Ω

𝑤(𝑥, 𝑡1)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥+

+

𝑡2ˆ

𝑡1

ˆ

Ω

{︂ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑔𝑖𝜕𝑖𝑣𝜃 − 𝑤𝑣𝜃′
}︂
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0, (11)

1

2
𝜃(𝑡2)

ˆ

Ω

|𝑤(𝑥, 𝑡2)|2 𝑑𝑥− 1

2
𝜃(𝑡1)

ˆ

Ω

|𝑤(𝑥, 𝑡1)|2 𝑑𝑥−

−1

2

𝑡2ˆ

𝑡1

ˆ

Ω

|𝑤|2𝜃′ 𝑑𝑥𝑑𝑡+
𝑡2ˆ

𝑡1

ˆ

Ω

{︂ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑔𝑖𝜕𝑖𝑤

}︂
𝜃 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0 . (12)

Доведення теореми. Спочатку доведемо єдинiсть узагальненого розв’язку за-
дачi (1)–(3). Припустимо протилежне i нехай 𝑢1 та 𝑢2 – рiзнi узагальненi розв’яз-
ки даної задачi. Розглянемо рiзницю мiж тотожнiстями, отриманими з (7) при
пiдстановцi замiсть 𝑢 спочатку 𝑢1, а потiм – 𝑢2. Iз здобутої тотожностi на пiдставi
леми 1 при 𝑤 = 𝑢1 − 𝑢2, 𝜃 ≡ 1, 𝑡1 = 0, 𝑡2 = 𝑇 , матимемо (див. (12)) рiвнiсть

1

2

ˆ

Ω

|𝑤(𝑥, 𝑇 )|2 𝑑𝑥+

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢1)− 𝑎𝑖(𝑢2))(𝜕𝑖𝑢1 − 𝜕𝑖𝑢2)+

+(𝑢1 − 𝑢2)

𝑡ˆ

0

(︁
ℎ(𝑢1)(𝑥, 𝑡, 𝑠)− ℎ(𝑢2)(𝑥, 𝑡, 𝑠)

)︁
𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0. (13)
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Розглянемо члени лiвої частини рiвностi (13). З умови (𝒜3) маємо нерiвнiсть
¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢1)− 𝑎𝑖(𝑢2))(𝜕𝑖𝑢1 − 𝜕𝑖𝑢2)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 > 𝐾1

¨

𝑄

|𝑢1 − 𝑢2|2 𝑑𝑥𝑑𝑡. (14)

На пiдставi умови (ℋ2) (див. (6)) отримаємо

|ℎ(𝑢1)(𝑥, 𝑡, 𝑠)− ℎ(𝑢2)(𝑥, 𝑡, 𝑠)| 6𝑀 |𝑢1(𝑥, 𝑠)− 𝑢2(𝑥, 𝑠)| (15)

для м.в. (𝑥, 𝑡, 𝑠) ∈ 𝑄× (0, 𝑇 ).
Використавши нерiвнiсть Кошi—Буняковського та оцiнку (15), матимемо

⃒⃒⃒¨
𝑄

{︁(︀
𝑢1(𝑥, 𝑡)− 𝑢2(𝑥, 𝑡)

)︀ 𝑡ˆ

0

(︀
ℎ(𝑢1)(𝑥, 𝑡, 𝑠)− ℎ(𝑢2)(𝑥, 𝑡, 𝑠)

)︀
𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡

⃒⃒⃒
6

6𝑀

ˆ

Ω

(︁ �̂�

0

|𝑤(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑡
)︁(︁ �̂�

0

|𝑤(𝑥, 𝑠)|𝑑𝑠
)︁
𝑑𝑥 =𝑀

ˆ

Ω

(︁ �̂�

0

|𝑤(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑡
)︁2
𝑑𝑥 6

6𝑀𝑇

¨

𝑄

|𝑤(𝑥, 𝑡)|2𝑑𝑥𝑑𝑡 . (16)

На пiдставi оцiнок (14) та (16) з (13) отримаємо(︀
𝐾1 −𝑀𝑇

)︀¨
𝑄

|𝑤(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡 6 0 .

Звiдси, врахувавши нерiвнiсть (6), отримаємо рiвнiсть
˜
𝑄

|𝑤(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0,

тобто, рiвнiсть 𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝑡) для м.в. (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄. Це суперечить нашому при-
пущенню, що i доводить єдинiсть узагальненого розв’язку задачi (1) – (3).

Тепер доведемо iснування узагальненого розв’язку задачi (1) – (3), викори-
ставши метод Фаедо—Гальоркiна. Отож, нехай {𝑤𝑗 ∈ 𝑉𝑝(Ω) | 𝑗 ∈ N} — лiнiйно
незалежна сiм’я функцiй, яка є повною в просторi 𝑉𝑝(Ω). Очевидно, що ця сiм’я

функцiй є повною i в 𝐿2(Ω). Покладемо 𝑉𝑝,𝑚(Ω) =
{︁ 𝑚∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘𝑤𝑘

⃒⃒⃒
𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 ∈ R

}︁
,

𝑚 ∈ N. Очевидно, що замикання простору
⋃︀
𝑚∈N

𝑉𝑝,𝑚(Ω) за нормою 𝑉𝑝(Ω) спiвпадає

з простором 𝑉𝑝(Ω).
Оскiльки сiм’я функцiй

{︀
𝑤𝑗 | 𝑗 ∈ N

}︀
є повною в 𝐿2(Ω), то можна вибрати

послiдовнiсть функцiй {𝑢0,𝑚}∞𝑚=1 таку, що 𝑢0,𝑚 ∈ 𝑉𝑝,𝑚(Ω) для всiх 𝑚 ∈ N i

||𝑢0 − 𝑢0,𝑚||𝐿2(Ω) −→
𝑚→∞

0 . (17)

Тепер перейдемо безпосередньо до використання методу Фаедо—Гальоркiна.
Для кожного 𝑚 ∈ N гальоркiнське наближення 𝑢𝑚 шукаємо у виглядi

𝑢𝑚(𝑥, 𝑡) =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑐𝑚,𝑘(𝑡)𝑤𝑘(𝑥) , (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 ,
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де 𝑐𝑚,1, . . . , 𝑐𝑚,𝑚 – абсолютно неперервнi функцiї, якi є розв’язками задачi Кошi
для системи звичайних диференцiальних рiвнянь

ˆ

Ω𝑡

𝑢𝑚,𝑡𝑤𝑗 𝑑𝑥+

ˆ

Ω𝑡

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢𝑚)− 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑤𝑗+ (18)

+𝑤𝑗

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥 = 0 , 𝑗 = 1,𝑚 , 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ,

𝑢𝑚|𝑡=0 = 𝑢0,𝑚 , (19)

де Ω𝑡 := {(𝑥, 𝑡)|𝑥 ∈ Ω}, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].
Доведемо iснування та єдинiсть розв’язку задачi (18), (19). Оскiльки функцiї

𝑤1, . . . , 𝑤𝑚 — лiнiйно незалежнi, то матриця
(︁
𝑎𝑚𝑘,𝑗 :=

´
Ω

𝑤𝑘𝑤𝑗 𝑑𝑥
)︁𝑚
𝑘,𝑗=1

— додатно

визначена. Отже систему звичайних диференцiальних рiвнянь (18) можна запи-
сати в нормальнiй формi. За теоремою Каратеодорi (див.: [1]) отримаємо iсну-
вання та єдинiсть глобального розв’язку 𝑐1,𝑚, . . . .., 𝑐𝑚,𝑚 задачi (18), (19). Цей
розв’язок визначений на промiжку [0, 𝑇𝑚⟩, де 𝑇𝑚 6 𝑇 . Тут кутова дужка "⟩"
означає або круглу ")", або квадратну "]" дужку. Далi ми отримаємо оцiнки, з
яких, зокрема, випливатиме, що [0, 𝑇𝑚⟩ = [0, 𝑇 ].

Для кожного 𝑗 ∈ {1, ...,𝑚} i майже кожного 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) домножимо рiвнiсть з
номером 𝑗 системи (18) на 𝑐𝑚,𝑗(𝑡) i пiдсумуємо отриманi рiвностi. У результатi
для м.в. 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) здобудемо

ˆ

Ω𝑡

𝑢𝑚,𝑡𝑢𝑚 𝑑𝑥+

ˆ

Ω𝑡

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢𝑚)− 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑢𝑚 + 𝑢𝑚

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥 = 0. (20)

Проiнтегруємо рiвнiсть (20) за 𝑡 вiд 0 до 𝜏 ∈ (0, 𝑇𝑚⟩, використавши формулу
iнтегрування частинами. У результатi отримаємо рiвнiсть

1

2

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝜏)|2 𝑑𝑥− 1

2

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥+

+[𝛿 + (1− 𝛿)]

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑢𝑚

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁
𝑢𝑚

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝜕𝑖𝑢𝑚

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡, (21)

де 𝛿 ∈ (0, 1) – довiльне число.
Зробимо вiдповiднi оцiнки членiв рiвностi (21). На пiдставi умов (𝒜1) i (𝒜3)

маємо таку оцiнку
�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑢𝑚

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 > 𝐾1

�̂�

0

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡, (22)
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а з умови (𝒜4) здобуваємо

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑢𝑚

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 > 𝐾2

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡−

�̂�

0

ˆ

Ω

𝑔(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑡.

(23)

З умов (ℋ1) i (ℋ2) легко випливає нерiвнiсть

|ℎ(𝑢𝑚)(𝑥, 𝑡, 𝑠)| 6𝑀 |𝑢𝑚(𝑥, 𝑠)| (24)

для м.в. (𝑥, 𝑡, 𝑠) ∈ 𝑄× (0, 𝑇 ).

Врахувавши оцiнку (24) та використавши нерiвнiсть Кошi—Буняковського,
матимемо

⃒⃒⃒ �̂�

0

ˆ

Ω

{︁
𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚)(𝑥, 𝑡, 𝑠)𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡

⃒⃒⃒
6

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁
|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)| ·

𝑡ˆ

0

|ℎ(𝑢𝑚)(𝑥, 𝑡, 𝑠)|𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6𝑀

ˆ

Ω

{︁(︁ �̂�

0

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑑𝑡
)︁(︁ �̂�

0

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑠)|𝑑𝑠
)︁}︁
𝑑𝑥 6𝑀𝑇

�̂�

0

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2𝑑𝑥𝑑𝑡 . (25)

Далi використовуватимемо нерiвнiсть Юнга:

𝑎𝑏 6 𝜀|𝑎|𝑞 + 𝜀−
1

𝑞−1 |𝑏|𝑞
′
, 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑞 > 1, 𝜀 > 0, (26)

де 𝑞′ = 𝑞/(𝑞 − 1).

Виберемо довiльним чином значення 𝜀 ∈ (0, 1). Використовуючи нерiвнiсть
(26), отримаємо

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

6 𝜀

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝜀
− 1

𝑝
−
𝑖

−1 |𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑝
′
𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡. (27)
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З (21) на пiдставi (22), (23), (25) та (27) отримаємо

1

2

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝜏)|2 𝑑𝑥+ 𝛿𝐾1

�̂�

0

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+(1− 𝛿)𝐾2

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 6𝑀𝑇

�̂�

0

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝜀

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝜀
− 1

𝑝
−
𝑖

−1 |𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑝
′
𝑖(𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑡

}︁
+

+(1− 𝛿)

�̂�

0

ˆ

Ω

𝑔(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑡+
1

2

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥, (28)

де 𝜏 ∈ (0, 𝑇𝑚⟩ .
З (28) безпосередньо отримаємо нерiвнiсть

1

2

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝜏)|2 𝑑𝑥+ (𝛿𝐾1 −𝑀𝑇 )

�̂�

0

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+[(1− 𝛿)𝐾2 − 𝜀]

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝜀
− 1

𝑝
−
𝑖

−1 |𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑝
′
𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+(1− 𝛿)

�̂�

0

ˆ

Ω

𝑔(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥𝑑𝑡+
1

2

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥, 𝜏 ∈ (0, 𝑇𝑚⟩ . (29)

Виберемо i зафiксуємо значення 𝛿 ∈ (0, 1) таке, що 𝛿𝐾1 −𝑀𝑇 > 0 (це можна
зробити на пiдставi (8)), а потiм – значення 𝜀 ∈ (0, 1) таке, що (1− 𝛿)𝐾2 − 𝜀 > 0 i
пiдставимо їх в (29). У результатi здобудемо нерiвнiсть

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝜏)|2 𝑑𝑥+ 𝐶3

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝐶4

�̂�

0

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6 𝐶5

[︁¨
𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑝
′
𝑖(𝑥) + 𝑔(𝑥, 𝑡)

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥
]︁
, (30)

де 𝜏 ∈ (0, 𝑇𝑚⟩ – довiльне, а 𝐶3, 𝐶4, 𝐶5 – додатнi сталi, яка залежать тiльки вiд
𝐾1, 𝐾2, 𝑀 , 𝑇 i 𝑝−𝑖 (𝑖 = 0, 𝑛) (але не залежать вiд 𝑚).

З (17) випливає, щоˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥 −→
𝑚→∞

ˆ

Ω

|𝑢0(𝑥)|2 𝑑𝑥 . (31)
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Отже, послiдовнiсть
{︁ ´

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥
}︁∞

𝑚=1
є обмеженою, а тому на пiдставi нерiв-

ностi (30) можна зробити висновок, що iснує незалежна вiд 𝑇𝑚 стала, яка обмежує
функцiю 𝑡 ↦→

´
Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥 на [0, 𝑇𝑚⟩, а отже iснує незалежна вiд 𝑇𝑚 стала, яка

обмежує функцiї 𝑐𝑚,1, . . . , 𝑐𝑚,𝑚 на [0, 𝑇𝑚⟩. Звiдси випливає, що [0, 𝑇𝑚⟩ = [0, 𝑇 ].
Враховуючи це, з (30) отримаємо нерiвнiсть

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥 +

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥) + |𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6 𝐶6

[︁¨
𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝑓𝑖(𝑥, 𝑡)|𝑝
′
𝑖(𝑥) + 𝑔(𝑥, 𝑡)

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥
]︁
, (32)

де 𝐶6 > 0 – стала, яка залежать тiльки вiд 𝐾1, 𝐾2, 𝑀 , 𝑇 i 𝑝−𝑖 (𝑖 = 0, 𝑛).
На пiдставi (31) i (32) здобуваємо

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2 𝑑𝑥 6 𝐶7 , (33)

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

|𝜕𝑖𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|𝑝𝑖(𝑥) + |𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)|2
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶7 , (34)

де 𝐶7 > 0 – стала, що не залежить вiд 𝑚.
З умов (𝒜1), (𝒜2), нерiвностi (24) та оцiнки (34) i (34) отримаємо

¨

𝑄

|𝑎𝑖(𝑢𝑚)(𝑥, 𝑡)|𝑝
′
𝑖(𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶8 , 𝑖 = 0, 𝑛 , (35)

¨

𝑄

⃒⃒⃒ 𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚)(𝑥, 𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠
⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡 6 𝐶9, (36)

де 𝐶8 та 𝐶9 — додатнi сталi, що не залежать вiд 𝑚.
Оскiльки простори 𝐿2(𝑄), 𝐿𝑝𝑖(·)(𝑄), 𝐿𝑝′𝑖(·)(𝑄) (𝑖 = 0, 𝑛) рефлексивнi (див.: [11,

ст. 600]), то з оцiнок (33)–(36) випливає iснування пiдпослiдовностi послiдовностi
{𝑢𝑚} (позначатимемо її так само, як i саму послiдовнiсть) та функцiй 𝑢* ∈ 𝐿2(Ω),
𝑢 ∈ ̃︁𝑊 1,0

𝑝(·)(𝑄) ∩ 𝐿2(𝑄), 𝜒𝑖 ∈ 𝐿𝑝′𝑖(·)(𝑄) (𝑖 = 0, 𝑛) i 𝜁 ∈ 𝐿2(𝑄) таких, що

𝑢𝑚(·, 𝑇 ) −→
𝑚→∞

𝑢*(·) слабко в 𝐿2(Ω), (37)

𝑢𝑚 −→
𝑚→∞

𝑢 слабко в 𝐿2(𝑄) i слабко в ̃︁𝑊 1,0
𝑝(·)(𝑄), (38)

𝑎𝑖(𝑢𝑚) −→
𝑚→∞

𝜒𝑖 слабко в 𝐿𝑝′𝑖(·)(𝑄) (𝑖 = 0, 𝑛), (39)
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𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠 −→
𝑚→∞

𝜁 слабко в 𝐿2(𝑄). (40)

Доведемо, що 𝑢 є узагальненим розв’язком задачi (1)–(3). Виберемо довiль-
ним чином i зафiксуємо числа 𝑗,𝑚 ∈ N такi, що 𝑚 > 𝑗. Рiвнiсть системи (18)
пiд номером 𝑗 помножимо на довiльну функцiю 𝜃 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]) i проiнтегруємо
здобуту рiвнiсть по 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. У результатi пiсля нескладних перетворень, вико-
ристовуючи формулу iнтегрування частинами, отримаємо

𝜃(𝑇 )

ˆ

Ω

𝑢𝑚(𝑥, 𝑇 )𝑤𝑗(𝑥) 𝑑𝑥− 𝜃(0)

ˆ

Ω

𝑢0,𝑚(𝑥)𝑤𝑗(𝑥) 𝑑𝑥−

−
¨

𝑄

𝑢𝑚𝑤𝑗𝜃
′ 𝑑𝑥𝑑𝑡+

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢𝑚)− 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑤𝑗 + 𝑤𝑗

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠
}︁
𝜃 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0 . (41)

Спрямувавши 𝑚 до ∞ в (41) i взявши до уваги (17), (37), (38), (39) та (40),
отримаємо

𝜃(𝑇 )

ˆ

𝑄

𝑢*(𝑥)𝑤𝑗(𝑥) 𝑑𝑥− 𝜃(0)

ˆ

𝑄

𝑢0(𝑥)𝑤𝑗(𝑥) 𝑑𝑥−

−
¨

𝑄

𝑢𝑤𝑗𝜃
′ 𝑑𝑥𝑑𝑡+

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑤𝑗 + 𝜁𝑤𝑗

}︁
𝜃 𝑑𝑥𝑑𝑡=0 . (42)

Оскiльки 𝑗 – довiльне число, а система функцiй {𝑤𝑗}∞𝑗=1 повна в просторi
𝑉𝑝(Ω), то з (42) маємо, що для всiх 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω) i 𝜃 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]) правильна рiвнiсть

𝜃(𝑇 )

ˆ

Ω

𝑢*(𝑥)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥− 𝜃(0)

ˆ

Ω

𝑢0(𝑥)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥−

−
¨

𝑄

𝑢𝑣𝜃′ 𝑑𝑥𝑑𝑡+

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑣 + 𝜁𝑣
}︁
𝜃 𝑑𝑥𝑑𝑡=0 . (43)

Зауважимо, що оскiльки 𝐶1
𝑐 (0, 𝑇 ) ⊂ 𝐶1([0, 𝑇 ]), то з (43) отримаємо тотожнiсть

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑣𝜙+ 𝜁𝑣𝜙− 𝑢𝑣𝜙′
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡=0, 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω), 𝜙 ∈ 𝐶1

𝑐 (0, 𝑇 ). (44)

На пiдставi леми 1 з (44) маємо, що

𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇 ];𝐿2(Ω)) (45)

i для всiх 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω) , 𝜃 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ]) правильна рiвнiсть

𝜃(𝑇 )

ˆ

Ω

𝑢(𝑥, 𝑇 )𝑣(𝑥) 𝑑𝑥− 𝜃(0)

ˆ

Ω

𝑢(𝑥, 0)𝑣(𝑥) 𝑑𝑥−

−
¨

𝑄

𝑢𝑣𝜃′ 𝑑𝑥𝑑𝑡+

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑓𝑖)𝜕𝑖𝑣 + 𝜁𝑣
}︁
𝜃 𝑑𝑥𝑑𝑡=0 . (46)
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Порiвнюючи (43) i (46), отримаємо рiвностi

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) для м. в. 𝑥 ∈ Ω , 𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝑢*(𝑥) для м. в. 𝑥 ∈ Ω. (47)

Отож, ми встановили, що функцiя 𝑢 належить простору 𝑈𝑝(𝑄) (див. (38) i
(45)), задовольняє початкову умову (3) (див. першу з рiвностей (47)) та iнте-
гральну тотожнiсть (44). З тотожностi (44) випливає тотожнiсть (7), якщо для
будь-яких 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω) i майже всiх 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) правильна рiвнiсть

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝜒𝑖𝜕𝑖𝑣 + 𝜁𝑣
}︁
𝑑𝑥 =

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢)𝜕𝑖𝑣 +
(︁ 𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢) 𝑑𝑠
)︁
𝑣
}︁
𝑑𝑥 . (48)

Отож, якщо тотожнiсть (48) правильна, то 𝑢 – узагальнений розв’язок задачi (1)–
(3) .

Для доведення тотожностi (48) використаємо метод монотонностi (див.: [12]).
Нехай 𝑤 – довiльна функцiя з простору ∈ ̃︁𝑊 1,0

𝑝(·)(𝑄) ∩ 𝐿2(𝑄). Для кожного 𝑚 ∈ N
визначимо

𝑊𝑚 :=

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢𝑚)− 𝑎𝑖(𝑤))(𝜕𝑖𝑢𝑚 − 𝜕𝑖𝑤)+

+ (𝑢𝑚 − 𝑤)
(︁ 𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠−
𝑡ˆ

0

ℎ(𝑤) 𝑑𝑠
)︁}︁

𝑑𝑥𝑑𝑡. (49)

Використавши умову (𝒜3), для довiльного 𝑚 ∈ N отримаємо таку оцiнку

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝑎𝑖(𝑢𝑚)− 𝑎𝑖(𝑤))(𝜕𝑖𝑢𝑚 − 𝜕𝑖𝑤)
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 > 𝐾1

¨

𝑄

|𝑢𝑚 − 𝑤|2 𝑑𝑥𝑑𝑡. (50)

Провiвши мiркування, аналогiчнi до тих, якi привели нас до (16), отримаємо
оцiнку

⃒⃒⃒¨
𝑄

{︁
(𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)− 𝑤(𝑥, 𝑡))

(︁ 𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚)(𝑥, 𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠−
𝑡ˆ

0

ℎ(𝑤)(𝑥, 𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠
)︁}︁

𝑑𝑥𝑑𝑡
⃒⃒⃒
6

6𝑀𝑇

¨

𝑄

|𝑢𝑚 − 𝑤|2 𝑑𝑥𝑑𝑡, 𝑚 ∈ N. (51)

Отже, врахувавши (8), здобудемо

𝑊𝑚 ≥
(︀
𝐾1 −𝑀𝑇

)︀¨
𝑄

|𝑢𝑚 − 𝑤|2 𝑑𝑥𝑑𝑡 > 0, 𝑚 ∈ N. (52)
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Запишемо (49) у виглядi

𝑊𝑚 =

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑢𝑚 + 𝑢𝑚

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡−

−
¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

[︀
𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑤 + 𝑎𝑖(𝑤)(𝜕𝑖𝑢𝑚 − 𝜕𝑖𝑤)

]︀
+

+𝑤

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠+ (𝑢𝑚 − 𝑤)

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑤) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡, 𝑚 ∈ N . (53)

Вiзьмемо 𝜏 = 𝑇 в (21). Отримаємо

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑢𝑚 + 𝑢𝑚

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚)𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝜕𝑖𝑢𝑚

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡−

− 1

2

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑇 )|2 𝑑𝑥 +
1

2

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥, 𝑚 ∈ N . (54)

З (53) на пiдставi (54) отримаємо

0 6𝑊𝑚 =

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝜕𝑖𝑢𝑚

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡− 1

2

ˆ

Ω

|𝑢𝑚(𝑥, 𝑇 )|2 𝑑𝑥+

+
1

2

ˆ

Ω

|𝑢0,𝑚(𝑥)|2 𝑑𝑥−
¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

[︀
𝑎𝑖(𝑢𝑚)𝜕𝑖𝑤 + 𝑎𝑖(𝑤)(𝜕𝑖𝑢𝑚 − 𝜕𝑖𝑤)

]︀
+

+𝑤

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢𝑚) 𝑑𝑠+ (𝑢𝑚 − 𝑤)

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑤) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡, 𝑚 ∈ N . (55)

На пiдставi (37) та другої з рiвностей (47) маємо

lim inf
𝑚→∞

||𝑢𝑚(·, 𝑇 )||𝐿2(Ω) > ||𝑢(·, 𝑇 )||𝐿2(Ω) . (56)

Зважаючи на (17), (38) – (40), (56), з (55) здобуваємо

0 6 lim sup
𝑚→∞

𝑊𝑚 6
¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝜕𝑖𝑢
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 − 1

2

ˆ

Ω

|𝑢(𝑥, 𝑇 )|2 𝑑𝑥+

+
1

2

ˆ

Ω

|𝑢0(𝑥)|2 𝑑𝑥−
¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

[︀
𝜒𝑖𝜕𝑖𝑤 + 𝑎𝑖(𝑤)(𝜕𝑖𝑢− 𝜕𝑖𝑤)

]︀
+

+𝑤𝜁 + (𝑢− 𝑤)

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑤) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 . (57)
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Iз (44), використовуючи лему 1 при 𝜃 ≡ 1 i першу з рiвностей (47), отримаємо

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝜒𝑖𝜕𝑖𝑢+ 𝜁𝑢
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝜕𝑖𝑢
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡−

− 1

2

ˆ

Ω

|𝑢(𝑥, 𝑇 )|2 𝑑𝑥+
1

2

ˆ

Ω

|𝑢0(𝑥)|2 𝑑𝑥 . (58)

Отже, з (57) i (58) отримаємо

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑎𝑖(𝑤))(𝜕𝑖𝑢− 𝜕𝑖𝑤) +
(︁
𝜁 −

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑤) 𝑑𝑠
)︁
(𝑢− 𝑤)

}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 > 0 . (59)

Приймемо 𝑤 = 𝑢 − 𝜆𝑣𝜙 в (59), де 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω), 𝜙 ∈ 𝐶1
𝑐 (0, 𝑇 ), 𝜆 > 0 – довiльнi, i

подiлимо отриману нерiвнiсть на 𝜆. У результатi матимемо

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑎𝑖(𝑢− 𝜆𝑣𝜙))𝜕𝑖𝑣𝜙+
(︀
𝜁 −

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢− 𝜆𝑣𝜙) 𝑑𝑠
)︀
𝑣𝜙
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 > 0 . (60)

Перейдемо в (60) до границi при 𝜆 → 0+, використавши умови (𝒜1), (𝒜2),
(ℋ1), (ℋ2) i теорему Лебега про перехiд до границi пiд знаком iнтеграла (див.: [30,
ст. 648]). У результатi отримаємо рiвнiсть

¨

𝑄

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

(𝜒𝑖 − 𝑎𝑖(𝑢))𝜕𝑖𝑣 +
(︀
𝜁 −

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢) 𝑑𝑠
)︀
𝑣
}︁
𝜙𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

для будь-яких 𝑣 ∈ 𝑉𝑝(Ω) i 𝜙 ∈ 𝐶1
𝑐 (0, 𝑇 ). Звiдси легко випливає тотожнiсть (48).

Покажемо, що виконується оцiнка (9). На пiдставi леми 1 з iнтегральної то-
тожностi (7), враховуючи (3), отримаємо рiвнiсть

1

2

ˆ

Ω

|𝑢(𝑥, 𝜏)|2 𝑑𝑥− 1

2

ˆ

Ω

|𝑢0(𝑥)|2 𝑑𝑥+

+ [𝛿 + (1− 𝛿)]

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖(𝑢)𝜕𝑖𝑢
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡+

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁
𝑢

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑢) 𝑑𝑠
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

�̂�

0

ˆ

Ω

{︁ 𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓𝑖𝜕𝑖𝑢
}︁
𝑑𝑥𝑑𝑡, 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ]. (61)

де 𝛿 ∈ (0, 1) – довiльне число. Далi, мiркуючи цiлком аналогiчно, як при переходi
вiд (21) до (32), здобудемо (9). Теорема повнiстю доведена.

Висновки. В данiй роботi дослiджено мiшанi задачi для нелiнiйних парабо-
лiчних рiвнянь зi змiнними показниками нелiнiйностi та iнтегральними членами
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типу Вольтерра. Наскiльки нам вiдомо, ранiше такi задачi не розглядалися. Тут
доведено однозначну розв’язнiсть таких задач в узагальнених просторах Лебега
i Соболєва. При доведеннi iснування узагальнених розв’язкiв дослiджуваних за-
дач використано методи Гальоркiна i монотонностi. Також отримано вiдповiднi
оцiнки узагальнених розв’язкiв задач, якi тут розглянутi.

Бокало М. М., Сус О. Я.
Смешанные задачи для нелинейных параболических уравнений с перемен-
ными показателями нелинейности и интегральными операторами типа Воль-
терра

Резюме

Исследованы смешанные задачи для нелинейных параболических уравнений с пере-
менными показателями нелинейности и интегральными операторами типа Вольтерра.
Доказано существование и единственность обобщенных решений таких задач в соответ-
ствующих обобщенных пространствах Соболева. Также установлены оценки обобщен-
ных решений рассматриваемых задач.
Ключевые слова: интегро-диференциальное уравнение, параболические уравнения, пе-
ременные показатели нелинейности, метод Галеркина, метод монотонности.

Bokalo M. M., Sus O. Y.
Initial-boundary value problems for nonlinear parabolic equations with the
variable exponents of nonlinearity and integral operators type Volterra

Summary

Initial-boundary value problems for nonlinear Volterra integro-differential equations with

the variable exponents of nonlinearity are investigated. Weak solutions which belong to the

generalized Sobolev and Lebesgue spaces are considered. Under certain conditions on data-in

the uniqueness and existence of the solutions are proved. Also estimates of the solutions are

obtained.

Key words: integro-differential equation, parabolic equation, variable exponents of nonlinear-

ity, Galerkin’s method, monotone method.
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10. Ková𝑐ik, O. (1995) ’Parabolic equations in generalized Sobolev spaces 𝑊 𝑘,𝑝(𝑥)’, Fasciculi
Mathematici, 25, pp. 87–94.
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