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БЛОЧНАЯ ДИАГОНАЛИЗАЦИЯ ЛИНЕЙНОЙ ОДНОРОДНОЙ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ СИСТЕМЫ С КОЭФФИЦИЕНТАМИ
ОСЦИЛЛИРУЮЩЕГО ТИПА В РЕЗОНАНСНОМ СЛУЧАЕ

Для линейной однородной системы дифференциальных уравнений, коэффициенты ко-
торой имеют вид абсолютно и равномерно сходящихся рядов Фурье с медленно ме-
няющимися коэффициентами и частотой, получены условия существования линейного
преобразования с коэффициентами аналогичной структуры, приводящего эту систему
к блочно-диагональному виду в резонансном случае.
MSC: 34A34, 34A25.
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Введение. В теории дифференциальных уравнений важной задачей явля-
ется задача разделения линейной однородной дифференциальной системы 𝑛-ого
порядка на 𝑘 независимых систем порядков 𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑘 (𝑛1 + 𝑛2 + ...+ 𝑛𝑘 = 𝑛),
в частности, разделения этой системы на 𝑛 независимых дифференциальных
уравнений первого порядка (полное разделение). Эта задача рассматривалась,
например, в [1–8]. Очевидно, что построение в явном виде преобразования, при-
водящего к разделённой системе, в общем случае невозможно. Такое построение
фактически предполагает интегрирование самой исходной системы. Поэтому в
указанных исследованиях не ставилась задача явного построения этого преоб-
разования, а лишь устанавливались условия его существования, исследовались
его свойства и возможность его приближённого построения, в частности, в фор-
ме асимптотических рядов. Важным также являлся вопрос о принадлежности
элементов преобразующей матрицы тем же классам, что и элементы матрицы
исходной системы.

В работах автора [9–12] рассматривалась задача разделения линейной одно-
родной системы вида

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (Λ(𝑡, 𝜀) + 𝜇𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜃))𝑥, (1)

где Λ(𝑡, 𝜀) = diag(𝜆1(𝑡, 𝜀), ..., 𝜆𝑛(𝑡, 𝜀)), а функции 𝜆𝑗(𝑡, 𝜀) (𝑗 = 1, 𝑛) в определённом
смысле медленно меняющиеся, 𝜇 – малый положительный параметр, элементы
матрицы 𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜃) представимы в виде абсолютно и равномерно сходящихся ря-
дов Фурье с медленно меняющимися коэффициентами и частотой 𝜙(𝑡, 𝜀) = 𝑑𝜃

𝑑𝑡 .
При этом были исследованы случаи как отсутствия, так и наличия резонанса, в
том числе особый случай. Для каждого из этих случаев были получены условия,
при которых элементы преобразующей матрицы имеют структуру, аналогичную
структуре элементов матрицы 𝐵(𝑡, 𝜀, 𝜃). В работе [13] исследовалась задача рас-
щепления линейной однородной системы с коэффициентами аналогичного типа
на две подсистемы меньшей размерности в резонансном случае. В настоящей
статье исследуется возможность расщепления линейной системы на несколько
независимых систем меньших размерностей также в резонансном случае.
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Обозначения. Пусть 𝐺(𝜀0) = {𝑡, 𝜀 : 𝑡 ∈ R, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0], 𝜀0 ∈ R+}.
Определение 1. Скажем, что функция 𝑝(𝑡, 𝜀), в общем случае комплексно-

значная, принадлежит классу 𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑚 ∈ N ∪ {0}, если 𝑡, 𝜀 ∈ 𝐺 и
1) 𝑝(𝑡, 𝜀) ∈ 𝐶𝑚(𝐺) по 𝑡,
2) 𝑑𝑘𝑝(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡𝑘 = 𝜀𝑘𝑝*𝑘(𝑡, 𝜀), sup

𝐺
|𝑝*𝑘(𝑡, 𝜀)| < +∞ (0 6 𝑘 6 𝑚).

Медленная изменяемость функции понимается здесь в смысле принадлеж-
ности этой функции классу 𝑆(𝑚; 𝜀0). Примерами функций этого класса могут
служить в общем случае комплекснозначные, ограниченные вместе со своими
производными до 𝑚-го порядка включительно, функции, зависящие от "медлен-
ного времени"𝜏 = 𝜀𝑡: sin 𝜏, arctg𝜏 и т. д.

Определение 2. Скажем, что функция 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) принадлежит классу
𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑚 ∈ N ∪ {0}, если эта функция представима в виде:

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) exp (𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

причём
1) 𝑓𝑛(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), 𝑑

𝑘𝑓𝑛(𝑡, 𝜀)/𝑑𝑡
𝑘 = 𝜀𝑘𝑓𝑛𝑘(𝑡, 𝜀) (𝑛 ∈ Z, 0 6 𝑘 6 𝑚),

2) ‖𝑓‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)
𝑑𝑒𝑓
=

𝑚∑︀
𝑘=0

∞∑︀
𝑛=−∞

sup
𝐺(𝜀0)

|𝑓𝑛𝑘(𝑡, 𝜀)| < +∞,

3) 𝜃(𝑡, 𝜀) =
�́�

0

𝜙(𝜏, 𝜀)𝑑𝜏, 𝜙(𝑡, 𝜀) ∈ R+, 𝜙(𝑡, 𝜀) ∈ 𝑆(𝑚; 𝜀0), inf
𝐺(𝜀0)

𝜙(𝑡, 𝜀) > 0.

В частности, если 𝜀 = 0: 𝜙 = const, 𝜃 = 𝜙𝑡, 𝑓𝑛 = const, то функции класса
𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) превращаются 2𝜋/𝜙-периодические функции переменной 𝑡:

𝑓(𝑡) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑓𝑛𝑒
𝑖𝑛𝜙𝑡,

такие, что
∞∑︁

𝑛=−∞
|𝑓𝑛| < +∞.

Множество функций класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) образует линейное пространство, ко-
торое превращается в полное нормированное пространство ввведением нормы
‖ · ‖𝐹 (𝑚;𝜀0,𝜃). Справедлива следующая цепочка включений:

𝐹 (0; 𝜀0; 𝜃) ⊃ 𝐹 (1; 𝜀0; 𝜃) ⊃ · · · ⊃ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).

Пусть заданы две функции класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃):

𝑢(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑢𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)),

𝑣(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑣𝑛(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).
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Определим их произведение по формуле [14]:

(𝑢𝑣)(𝑡, 𝜀, 𝜃(𝑡, 𝜀)) =

∞∑︁
𝑛=−∞

∞∑︁
𝑠=−∞

𝑢𝑛−𝑠(𝑡, 𝜀)𝑣𝑠(𝑡, 𝜀) exp(𝑖𝑛𝜃(𝑡, 𝜀)).

Очевидно, что 𝑢𝑣 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Сформулируем следущие свойства нормы
‖ · ‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃). Пусть 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), 𝑘 = const. Тогда
1) ‖𝑘𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) = |𝑘|‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃),
2) ‖𝑢+ 𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) 6 ‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) + ‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃),
3) ‖𝑢𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃) 6 2𝑚‖𝑢‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)‖𝑣‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).

Для любой 𝑓(𝑡, 𝜀, 𝜃) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) обозначим:

Γ𝑛(𝑓) =
1

2𝜋

2𝜋ˆ

0

𝑓(𝑡, 𝜀, 𝑢)exp(−𝑖𝑛𝑢)𝑑𝑢.

Пусть 𝐴(𝑡, 𝜀, 𝜃) = (𝑎𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)) – (𝑀 ×𝐾)-матрица, элементы которой принад-
лежат классу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃). Обозначим:

(𝐴)𝑗𝑘 = 𝑎𝑗𝑘 (𝑗 = 1,𝑀, 𝑘 = 1,𝐾), ‖𝐴‖*𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)
= max

16𝑗6𝑀

𝐾∑︁
𝑘=1

‖(𝐴)𝑗𝑘‖𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃).

Основные результаты
1. Постановка задачи. Рассмотрим следующую систему дифференциаль-

ных уравнений:

𝑑𝑥𝑗
𝑑𝑡

= 𝐻𝑗(𝜙)𝑥𝑗 + 𝜇

𝑀∑︁
𝑘=1

𝐵𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑥𝑘, 𝑗 = 1,𝑀, (2)

где 𝑥𝑗 = colon(𝑥𝑗,1, ..., 𝑥𝑗,𝑚𝑗
) (𝑗 = 1,𝑀), 𝑚1 + ... + 𝑚𝑀 = ̃︁𝑀 – общий порядок

системы (2),

𝐻𝑗(𝜙) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑖𝑟𝑗𝜙 0 ... 0 0
1 𝑖𝑟𝑗𝜙 ... 0 0
... ... ... ... ...
0 0 ... 𝑖𝑟𝑗𝜙 0
0 0 ... 1 𝑖𝑟𝑗𝜙

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
— жордановы блоки размерностей 𝑛𝑗 ; 𝑟𝑗 ∈ Z; 𝐵𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) – (𝑛𝑗 × 𝑛𝑘)-матрицы с
элементами из класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃); 𝜙(𝑡, 𝜀) – функция, фигурирующая в определе-
нии класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃); 𝜇 ∈ (0, 1). В этом смысле мы имеем дело с резонансным
случаем.

Изучается вопрос об условиях существования преобразования вида

𝑥𝑗 =

𝑀∑︁
𝑘=1

𝐿𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)�̃�𝑘, 𝑗 = 1,𝑀, (3)

где элементы (𝑛𝑗 × 𝑛𝑘)-матриц 𝐿𝑗𝑘 (𝑗, 𝑘 = 1,𝑀) принадлежат классу
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𝐹 (𝑚− 1; 𝜀*; 𝜃) (0 < 𝜀* 6 𝜀0)), приводящего систему (2) к виду:

𝑑�̃�𝑗
𝑑𝑡

= 𝐷𝑛𝑗
(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)�̃�𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀, (4)

где элементы (𝑛×𝑛𝑗)-матриц 𝐷𝑛𝑗
(𝑗 = 1,𝑀) также принадлежат классу 𝐹 (𝑚 −

1; 𝜀*; 𝜃).
В случае 𝑀 = 2 соответствующий результат был получен в работе [13].
2. Вспомогательные результаты. Рассмотрим линейную однородную си-

стему матричных дифференциальных уравнений:

𝑑𝑋𝑗

𝑑𝑡
=

(︃
𝐽𝑛𝑗 +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃
(1)
𝑗𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
𝑋𝑗 −𝑋𝑗

(︃
𝐽𝑛𝑘

+

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃
(2)
𝑗𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
+

+

𝑁∑︁
𝑙=1
(�̸�=𝑗)

(︃
𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃𝑗𝑙𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑠

)︃
𝑋𝑙, 𝑗 = 1, 𝑁, (5)

где 𝑋𝑗 – (𝑛𝑗 × 𝑛𝑘)-матрицы, 𝑃 (1)
𝑗𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃) – (𝑛𝑗 × 𝑛𝑗)-матрицы, 𝑃 (2)

𝑗𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃) – (𝑛𝑘 ×
𝑛𝑘)-матрицы, 𝑃 (1)

𝑗𝑙𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃) – (𝑛𝑗 × 𝑛𝑙)-матрицы с элементами из класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃);
𝑛1 + ...+ 𝑛𝑁 = ̃︀𝑁 .

𝐽𝑛𝑗
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 ... 0 0
1 0 ... 0 0
... ... ... ... ...
0 0 ... 0 0
0 0 ... 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐽𝑛𝑘
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 ... 0 0
1 0 ... 0 0
... ... ... ... ...
0 0 ... 0 0
0 0 ... 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
– жордановы блоки размерностей 𝑛𝑗 и 𝑛𝑘 соответственно, все диагональные эле-
менты которых равны нулю, 𝜇 ∈ (0, 1).

Введём блочные матрицы

𝑋 =

⎛⎜⎜⎝
𝑋1 𝑂𝑛1,𝑛𝑘

... 𝑂𝑛1,𝑛𝑘

𝑂𝑛2,𝑛𝑘
𝑋2 ... 𝑂𝑛2,𝑛𝑘

... ... ... ...
𝑂𝑛𝑁 ,𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑁 ,𝑛𝑘
... 𝑋𝑁

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐽 (1) =

⎛⎜⎜⎝
𝐽𝑛1

𝑂𝑛1,𝑛2
... 𝑂𝑛1,𝑛𝑁

𝑂𝑛2,𝑛1
𝐽𝑛2

... 𝑂𝑛2,𝑛𝑁

... ... ... ...
𝑂𝑛𝑁 ,𝑛1 𝑂𝑛𝑁 ,𝑛2 ... 𝐽𝑛𝑁

⎞⎟⎟⎠ , 𝐽 (2) =

⎛⎜⎜⎝
𝐽𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘
... 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘
𝐽𝑛𝑘

... 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

... ... ... ...
𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘
... 𝐽𝑛𝑘

⎞⎟⎟⎠ ,

𝑃 (1)
𝑠 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑃

(1)
1𝑠 𝑂𝑛1,𝑛2

... 𝑂𝑛1,𝑛𝑁

𝑂𝑛2,𝑛1
𝑃

(1)
2𝑠 ... 𝑂𝑛2,𝑛𝑁

... ... ... ...

𝑂𝑛𝑁 ,𝑛1
𝑂𝑛𝑁 ,𝑛2

... 𝑃
(1)
𝑁𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝑃 (2)
𝑠 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑃

(2)
1𝑠 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

... 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘
𝑃

(2)
2𝑠 ... 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

... ... ... ...

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘
𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

... 𝑃
(2)
𝑁𝑠

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝑃𝑠 =

⎛⎜⎜⎝
𝑂𝑛1,𝑛1 𝑃12𝑠 ... 𝑃1𝑁𝑠

𝑃21𝑠 𝑂𝑛2,𝑛2 ... 𝑃2𝑁𝑠

... ... ... ...
𝑃𝑁1𝑠 𝑃𝑁2𝑠 ... 𝑂𝑛𝑁 ,𝑛𝑁

⎞⎟⎟⎠ ,
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где 𝑂𝑟,𝑝 – нулевая матрица размерности (𝑟 × 𝑝).
Таким образом, матрица 𝑋 имеет размерность ( ̃︀𝑁 × 𝑁𝑛𝑘), матрица 𝐽 (1) –

размерность ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁), матрица 𝐽 (2) – размерность (𝑁𝑛𝑘 ×𝑁𝑛𝑘), матрицы 𝑃
(1)
𝑠 –

размерность ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁), матрицы 𝑃
(2)
𝑠 – размерность (𝑁𝑛𝑘 ×𝑁𝑛𝑘), матрицы 𝑃𝑠 –

размерность ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁).
Систему (5) тогда можно записать в виде одного матричного дифференци-

ального уравнения:

𝑑𝑋

𝑑𝑡
=

(︃
𝐽 (1) +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃 (3)
𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
𝑋 −𝑋

(︃
𝐽 (2) +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃 (2)
𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
, (6)

где 𝑃 (3)
𝑠 = 𝑃

(1)
𝑠 + 𝑃𝑠 (𝑠 = 1, 𝑞).

Лемма 1. Существует 𝜇0 ∈ (0, 1) такое, что для любых 𝜇 ∈ (0, 𝜇0) суще-
ствует преобразование вида

𝑋 =

(︃
𝐸 ̃︀𝑁 +

𝑞∑︁
𝑠=1

Φ𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑠

)︃
𝑌

(︃
𝐸𝑁𝑛𝑘

+

𝑞∑︁
𝑠=1

Ψ𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑠

)︃
, (7)

где 𝑌 – ( ̃︀𝑁 ×𝑁𝑛𝑘)-матрица, 𝐸 ̃︀𝑁 , 𝐸𝑁𝑛𝑘
– единичные матрицы размерностей ̃︀𝑁

и 𝑁𝑛𝑘 соответственно, элементы ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁)-матриц Φ𝑠 и (𝑁𝑛𝑘 ×𝑁𝑛𝑘)-матриц
Ψ𝑠 𝑠 = 1, 𝑞 принадлежат классу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), приводящее уравнение (6) к виду:

𝑑𝑌
𝑑𝑡 =

(︁
𝐽 (1) +

∑︀𝑞
𝑠=1 𝑈𝑠(𝑡, 𝜀)𝜇

𝑠 + 𝜀
∑︀𝑞
𝑠=1

̃︀𝑈𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠 + 𝜇𝑞+1𝑊1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)
)︁
𝑌−

−𝑌
(︁
𝐽 (2) +

∑︀𝑞
𝑠=1 𝑉𝑠(𝑡, 𝜀)𝜇

𝑠 + 𝜀
∑︀𝑞
𝑠=1

̃︀𝑉𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠 + 𝜇𝑞+1𝑊2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)
)︁
,

(8)

где 𝑈𝑠(𝑡, 𝜀), 𝑉𝑠(𝑡, 𝜀) (𝑠 = 1, 𝑞) – матрицы размерностей ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁) и (𝑁𝑛𝑘 ×𝑁𝑛𝑘)

соответственно с элементами из класса 𝑆(𝑚; 𝜀0); ̃︀𝑈𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃), ̃︀𝑉𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃) (𝑠 = 1, 𝑞)

– матрицы размерностей ( ̃︀𝑁× ̃︀𝑁) и (𝑁𝑛𝑘×𝑁𝑛𝑘) соответственно с элементами
из класса 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃); 𝑊1, 𝑊2 – матрицы размерностей ( ̃︀𝑁× ̃︀𝑁) и (𝑁𝑛𝑘×𝑁𝑛𝑘)
соответственно с элементами из класса 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃).

Доказательство леммы 1 приведено в работе [13].
Рассмотрим теперь систему матричных дифференциальных уравнений:

𝑑𝑋𝑗

𝑑𝑡
=

(︃
𝐽𝑛𝑗 +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃
(1)
𝑗𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
𝑋𝑗 −𝑋𝑗

(︃
𝐽𝑛𝑘

+

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃
(2)
𝑗𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
+𝑅𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃)+

+

𝑁∑︁
𝑙=1
(�̸�=𝑗)

(︃
𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃𝑗𝑙𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑠

)︃
𝑋𝑙 − 𝜇2𝑋𝑗

𝑁∑︁
𝑙=1

𝐴𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑋𝑙, 𝑗 = 1, 𝑁, (9)

где матрицы 𝑃
(1)
𝑗𝑠 , 𝑃 (2)

𝑗𝑠 , 𝑃𝑗𝑙𝑠 – те же, что и в системе (5), 𝑅𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃) – (𝑛𝑗 × 𝑛𝑘)-
матрицы, 𝐴𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃) – (𝑛𝑘 × 𝑛𝑙)-матрицы с элементами из класса 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃).
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Вводя обозначения

𝑅(𝑡, 𝜀, 𝜃) =

⎛⎜⎜⎝
𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃) 𝑂𝑛1,𝑛𝑘

... 𝑂𝑛1,𝑛𝑘

𝑂𝑛2,𝑛𝑘
𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃) ... 𝑂𝑛2,𝑛𝑘

... ... ... ...
𝑂𝑛𝑁 ,𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑁 ,𝑛𝑘
... 𝑅𝑁 (𝑡, 𝜀, 𝜃)

⎞⎟⎟⎠ ,

[𝐴(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑋] =

⎛⎜⎜⎝
∑︀𝑁
𝑙=1𝐴𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑋𝑙 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

... 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

∑︀𝑁
𝑙=1𝐴𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑋𝑙 ... 𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

... ... ... ...

𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘
𝑂𝑛𝑘,𝑛𝑘

...
∑︀𝑁
𝑙=1𝐴𝑙(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑋𝑙

⎞⎟⎟⎠
(матрица 𝑅 имеет размерность ( ̃︀𝑁×𝑁𝑛𝑘), а матрица [𝐴,𝑋] – размерность (𝑁𝑛𝑘×
𝑁𝑛𝑘)), запишем систему (9) в виде одного нелинейного матричного уравнения:

𝑑𝑋

𝑑𝑡
=

(︃
𝐽 (1) +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃 (3)
𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
𝑋 −𝑋

(︃
𝐽 (2) +

𝑞∑︁
𝑠=1

𝑃 (2)
𝑠 (𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇𝑠

)︃
+

+𝑅(𝑡, 𝜀, 𝜃)− 𝜇2𝑋[𝐴(𝑡, 𝜀, 𝜃), 𝑋] (10)

(матрицы 𝑋, 𝑃 (2)
𝑠 , 𝑃 (3)

𝑠 те же, что и в уравнении (6)).
Лемма 2. Пусть уравнение (10) удовлетворяет одной из следующих сово-

купностей условий I, II, III:
I. 1) ̃︀𝑁 < 𝑁𝑛𝑘,

2)
∑︀𝜈
𝑙=1 Γ0((𝑅)𝑙,𝑁𝑛𝑘−𝜈+𝑙) ≡ 0, 𝜈 = 1, ̃︀𝑁 ,

3) inf
𝐺(𝜀0)

|Γ0((𝑃
(1)
0 )1,𝑁𝑛𝑘

)| > 0;

II. 1) ̃︀𝑁 = 𝑁𝑛𝑘,
2)
∑︀𝜈
𝑙=1 Γ0((𝑅)𝑙,𝑁𝑛𝑘−𝜈+𝑙) ≡ 0, 𝜈 = 1, ̃︀𝑁 ,

3) inf
𝐺(𝜀0)

|Γ0((𝑃
(1)
0 )1, ̃︀𝑁 − (𝑃

(2)
0 )1, ̃︀𝑁 )| > 0;

III. 1) ̃︀𝑁 > 𝑁𝑛𝑘,
2)
∑︀𝜈
𝑙=1 Γ0((𝑅)𝑙,𝑁𝑛𝑘−𝜈+𝑙) ≡ 0, 𝜈 = 1, 𝑁𝑛𝑘,

3) inf
𝐺(𝜀0)

|Γ0((𝑃
(1)
0 )1, ̃︀𝑁 )| > 0.

Тогда существует 𝜇1 ∈ (0, 1) такое, что для любых 𝜇 ∈ (0, 𝜇1) и для любого
𝑞 ∈ N существует преобразование вида

𝑋 =

𝑞∑︁
𝑠=0

Ξ𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝜇
𝑠 +Φ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑌Ψ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), (11)

где элементы ( ̃︀𝑁 × 𝑁𝑛𝑘)-матриц Ξ𝑠 (𝑠 = 0, 2𝑞 − 1), ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁)-матрицы Φ и
(𝑁𝑛𝑘 × 𝑁𝑛𝑘)-матрицы Ψ принадлежат классу 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇1), при-
водящее уравнение (10) к виду:

𝑑𝑌

𝑑𝑡
=

(︃
𝐽 (1) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
𝑌 − 𝑌

(︃
𝐽 (2) +

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑉𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙

)︃
+
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+𝜀(̃︀𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑌 − 𝑌 ̃︀𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) + 𝜇𝑞+1(̃︁𝑊1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑌 − 𝑌̃︁𝑊2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))+

+𝜀 ̃︀𝑅1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇2𝑞 ̃︀𝑅2(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) + 𝜇̃︀Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌, 𝜇), (12)

где 𝑈𝑙, 𝑉𝑙 (𝑙 = 1, 𝑞) – матрицы размерностей ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁) и (𝑁𝑛𝑘 × 𝑁𝑛𝑘) соот-
ветственно с элементами из класса 𝑆(𝑚; 𝜀0), ̃︀𝑈 , ̃︀𝑉 – матрицы размерностей
( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁) и (𝑁𝑛𝑘×𝑁𝑛𝑘) соответственно с элементами из класса 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃),̃︁𝑊1, ̃︁𝑊2 – матрицы размерностей ( ̃︀𝑁× ̃︀𝑁) и (𝑁𝑛𝑘×𝑁𝑛𝑘) соответственно с эле-
ментами из класса 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃), ̃︀𝑅1, ̃︀𝑅2 – матрицы размерности ( ̃︀𝑁 ×𝑁𝑛𝑘) с
элементами из классов 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃), 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) соответственно, ̃︀Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌, 𝜇)
– матрица-функция размерности ( ̃︀𝑁 × 𝑁𝑛𝑘), обладающая свойствами: если
𝑌 ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃), то ̃︀Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌, 𝜇) ∈ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃) ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇1), причём существует
𝐾1 ∈ (0,+∞) такое, что

‖̃︀Ξ(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑌, 𝜇)‖*𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)
6 𝐾1

(︁
‖𝑌 ‖*𝐹 (𝑚;𝜀0;𝜃)

)︁2
,

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству леммы 2 из работы [13].
Введём матрицы

𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇) =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑈𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙, 𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜇) =

𝑞∑︁
𝑙=1

𝑉𝑙(𝑡, 𝜀)𝜇
𝑙,

где матрицы 𝑈𝑙, 𝑉𝑙 (𝑙 = 1, 𝑞) определены в лемме 2.
Лемма 3. Пусть уравнение (12) удовлетворяет следующим условиям:

1) собственные значения 𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇) (𝑗 = 1, ̃︀𝑁 ) матрицы 𝐽 (1) + 𝑈(𝑡, 𝜀, 𝜇) и
𝜆2𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜇) (𝑠 = 1, 𝑁𝑛𝑘) матрицы 𝐽 (2) + 𝑉 (𝑡, 𝜀, 𝜇) таковы, что

inf
𝐺(𝜀0)

|Re(𝜆1𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜇)− 𝜆2𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜇))| ≥ 𝛾0𝜇
𝑞0

(𝛾0 > 0, 0 < 𝑞0 6 𝑞; 𝑗 = 1, ̃︀𝑁, 𝑠 = 1, 𝑁𝑛𝑘);
2) существуют ( ̃︀𝑁 × ̃︀𝑁)-матрица 𝐿1(𝑡, 𝜀, 𝜇) и (𝑁𝑛𝑘 ×𝑁𝑛𝑘)-матрица 𝐿2(𝑡, 𝜀, 𝜇)
такие, что
а) все элементы этих матриц принадлежат классу 𝑆(𝑚; 𝜀0) ⊂ 𝐹 (𝑚; 𝜀0; 𝜃),
б) существуют матрицы 𝐿−1

1 (𝑡, 𝜀, 𝜇), 𝐿−1
2 (𝑡, 𝜀, 𝜇),

причём ‖𝐿−1
𝑗 (𝑡, 𝜀, 𝜇)‖*𝐹 (𝑚𝜀0,𝜃)

6𝑀1𝜇
−𝛼, 𝑀1 ∈ (0,+∞), 𝛼 ∈ [0, 𝑞], 𝑗 = 1, 2,

в) 𝐿−1
1 (𝐽 (1)+𝑈)𝐿1 = Λ1(𝑡, 𝜀, 𝜇), 𝐿2(𝐽

(2)+𝑉 )𝐿−1
2 = Λ2(𝑡, 𝜀, 𝜇), где Λ1 = diag(𝜆11, . . . , 𝜆1, ̃︀𝑁 ),

Λ2 = diag(𝜆21, . . . , 𝜆2,𝑁𝑛𝑘
);

3) 𝑞 > 𝑞0 + 𝛼− 1/2.
Тогда существует 𝜇2 ∈ (0, 1), 𝛽 ∈ (0,+∞) такие, что ∀ 𝜇 ∈ (0, 𝜇2) матрич-

ное дифференциальное уравнение (12) имеет частное решение 𝑌 (𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) та-
кое, что все его элементы принадлежат классу 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀1(𝜇); 𝜃), где 𝜀1(𝜇) =
min(𝜀0, 𝛽𝜇

2𝑞0+2𝛼−1).
Доказательство. Произведём в уравнении (12) подстановку

𝑌 =
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0+2𝛼
𝐿1(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑍𝐿2(𝑡, 𝜀, 𝜇), (13)
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где 𝑍 – новая неизвестная ( ̃︀𝑁 ×𝑁𝑛𝑘)-матрица. Получим:

𝑑𝑍

𝑑𝑡
= Λ1(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑍 − 𝑍Λ2(𝑡, 𝜀, 𝜇) + 𝜀(̃︀𝑈1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍 − 𝑍 ̃︀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))+

+𝜇𝑞+1(̃︁𝑊3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍 − 𝑍̃︁𝑊4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) +
𝜀𝜇𝑞0+2𝛼

𝜀+ 𝜇2𝑞
̃︀𝑅3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+
𝜇2𝑞+2𝛼+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
̃︀𝑅4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0+2𝛼−1
̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇), (14)

где ̃︀𝑅3 = 𝐿−1
1
̃︀𝑅1𝐿

−1
2 , ̃︀𝑅4 = 𝐿−1

1
̃︀𝑅2𝐿

−1
2 , ̃︀𝑈1 = 𝐿−1

1
̃︀𝑈𝐿1 − 𝜀−1𝐿−1

1 (𝑑𝐿1/𝑑𝑡), ̃︀𝑉1 =

𝐿2
̃︀𝑈𝐿−1

2 + 𝜀−1(𝑑𝐿2/𝑑𝑡)𝐿
−1
2 , ̃︁𝑊3 = 𝐿−1

1
̃︁𝑊1𝐿1, ̃︁𝑊4 = 𝐿2

̃︁𝑊2𝐿
−1
2 .

Все элементы этих матриц принадлежат классу 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃). ̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇)

– матрица-функция такая, что если 𝑍 ∈ 𝐹 (𝑚−1; 𝜀0; 𝜃), то ̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇) ∈ 𝐹 (𝑚−
1; 𝜀0; 𝜃), причём 𝐾2 ∈ (0,+∞) такое, что

‖̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍, 𝜇)‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)
6 𝐾2

(︁
‖𝑍‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︁2
.

В силу выражений для матриц ̃︀𝑅3, ̃︀𝑅4, ̃︀𝑈1, ̃︀𝑉1, ̃︁𝑊3, ̃︁𝑊4 и условия 2б) леммы
существует 𝐾3 ∈ (0,+∞) такое, что

‖ ̃︀𝑅𝑗‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)
6

𝐾3

𝜇2𝛼
(𝑗 = 3, 4),

‖̃︀𝑈1‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)
6
𝐾3

𝜇𝛼
, ‖̃︀𝑉1‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

6
𝐾3

𝜇𝛼
,

‖̃︁𝑊𝑗‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)
6
𝐾3

𝜇𝛼
(𝑗 = 3, 4).

Наряду с уравнением (14) рассмотрим матричное линейное неоднородное
дифференциальное уравнение

𝑑𝑍0

𝑑𝑡
= Λ1(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑍0 − 𝑍0Λ2(𝑡, 𝜀, 𝜇)+

+
𝜀𝜇𝑞0+2𝛼

𝜀+ 𝜇2𝑞
̃︀𝑅3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜇2𝑞+2𝛼+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
̃︀𝑅4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇). (15)

Из результатов работы [15] следует, что условия леммы обеспечивают суще-
ствование единственного частного решения 𝑍0(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) уравнения (15), все эле-
менты которого принадлежат классу 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃), причём существует 𝐾0 ∈
(0,+∞) такое, что

‖𝑍0‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)
6

6
𝐾0

𝜇𝑞0

(︂
𝜀𝜇𝑞0+2𝛼

𝜀+ 𝜇2𝑞
‖ ̃︀𝑅3‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

+
𝜇2𝑞+2𝛼+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
‖ ̃︀𝑅4‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

)︂
. (16)

Построим решение уравнения (14), все элементы которого принадлежат клас-
су 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀1; 𝜃) методом последовательных приближений, взяв в качестве на-
чального приближения 𝑍0(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), а последующие определив как решения, все
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элементы которых принадлежат классу 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀0; 𝜃) линейных неоднородных
матричных дифференциальных уравнений:

𝑑𝑍𝜈+1

𝑑𝑡
= Λ1(𝑡, 𝜀, 𝜇)𝑍𝜈+1 − 𝑍𝜈+1Λ2(𝑡, 𝜀, 𝜇)+

+
𝜀𝜇𝑞0+2𝛼

𝜀+ 𝜇2𝑞
̃︀𝑅3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) +

𝜇2𝑞+2𝛼+𝑞0

𝜀+ 𝜇2𝑞
̃︀𝑅4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)+

+𝜀(̃︀𝑈1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍𝜈 − 𝑍𝜈 ̃︀𝑉1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)) + 𝜇𝑞+1(̃︁𝑊3(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑍𝜈 − 𝑍𝜈̃︁𝑊4(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇))+

+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇𝑞0+2𝛼−1
̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍𝜈 , 𝜇), 𝜈 = 0, 1, 2, .... (17)

Обозначим

Ω =
{︁
𝑍 ∈ 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀0; 𝜃) : ‖𝑍 − 𝑍0‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

6 𝑑
}︁
.

Несложно показать, что существует 𝐾4 ∈ (0,+∞) такое, что ∀ 𝑍*
1 , 𝑍

*
2 ∈ Ω

выполнено неравенство:

‖̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍
*
1 , 𝜇)− ̃︀Ξ1(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝑍

*
2 , 𝜇)‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

6 𝐾4‖𝑍*
1 − 𝑍*

2‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)
.

Используя обычную методику принципа сжимающих отображений [16], легко
установить, что если

𝐾0𝐾5

(︂
𝜀+ 𝜇𝑞+1

𝜇𝑞0+𝛼
2𝑚
(︁
‖𝑍0‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

+ 𝑑
)︁
+

+
𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇2𝑞0+2𝛼−1

(︁
‖𝑍0‖*𝐹 (𝑚−1;𝜀0;𝜃)

+ 𝑑
)︁2)︂

6 𝑑0 < 𝑑, (18)

где 𝐾5 = max(𝐾2,𝐾3), то все приближения (17) не выходят за пределы Ω. И если

𝐾0𝐾6

(︂
2𝑚

𝜀+ 𝜇𝑞+1

𝜇𝑞0+𝛼
+

𝜀+ 𝜇2𝑞

𝜇2𝑞0+2𝛼−1

)︂
< 1, (19)

где 𝐾6 = max(𝐾3,𝐾4), то процесс (17) сходится к решению уравнеия (14), все
элементы которого принадлежат классу 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀1; 𝜃). Неравенства (18), (19)
выполняются в силу условия 3) леммы для достаточно малых 𝜇 и 𝜀/𝜇2𝑞0+2𝛼−1.
Поэтому 𝜀1(𝜇) = min(𝜀0, 𝛽𝜇

2𝑞0+2𝛼−1), где 𝛽 – достаточно малая постоянная.
Лемма 3 доказана.
Следующие две леммы являются непосредственным следствием леммы 3.
Лемма 4. Пусть уравнение (10) удовлетворяет всем условиям леммы 2,

а уравнение (12), получающееся из уравнения (10) с помощью преобразования
(11), удовлетворяет условиям леммы 3. Тогда существует 𝜇3 ∈ (0, 1), 𝛽1 ∈
(0,+∞) такие, что для любых 𝜇 ∈ (0, 𝜇3) уравнение (10) имеет частное реше-
ние 𝑋(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇), все элементы которого принадлежат классу 𝐹 (𝑚− 1; 𝜀2(𝜇); 𝜃),
где 𝜀2(𝜇) = min(𝜀0, 𝛽1𝜇

2𝑞0+2𝛼−1), а 𝑞0, 𝛼 определены в лемме 2.
Лемма 5. Пусть система матричных дифференциальных уравнений (9)

такова, что соответствующее ей матричное уравнение (10) удовлетворяет
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условиям леммы 4. Тогда существует 𝜇4 ∈ (0, 1), 𝛽2 ∈ (0,+∞) такие, что
для любых 𝜇 ∈ (0, 𝜇4) система (9) имеет частное решение 𝑋𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇) (𝑗 =
1, 𝑁), все элементы которого принадлежат классу 𝐹 (𝑚−1; 𝜀3(𝜇); 𝜃), где 𝜀3(𝜇) =
min(𝜀0, 𝛽2𝜇

2𝑞0+2𝛼−1), а 𝑞0, 𝛼 определены в лемме 2.
3. Основные результаты. Вернёмся к системе (2) и произведём в ней под-

становку:
𝑥𝑗 = 𝑒𝑖ℎ𝑗𝜃𝑦𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀, (20)

где 𝑦𝑗 = colon(𝑦𝑗,1, ..., 𝑦𝑗,𝑚𝑗
) (𝑗 = 1,𝑀). Получим:

𝑑𝑦𝑗
𝑑𝑡

= 𝐽𝑛𝑗
𝑦𝑗 + 𝜇

𝑀∑︁
𝑘=1

̃︀𝐵𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑦𝑘, 𝑗 = 1,𝑀, (21)

где ̃︀𝐵𝑗𝑘 = 𝐵𝑗𝑘𝑒
𝑖(ℎ𝑘−ℎ𝑗)𝜃.

В системе (21) произведём подстановку:

𝑦𝑗 = 𝑧𝑗 + 𝜇

𝑀∑︁
𝑘=1
(𝑘 ̸=𝑗)

𝑄𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑧𝑘, 𝑗 = 1,𝑀. (22)

Потребовав выполнение условия блочной диагональности преобразованной си-
стемы, для (𝑛𝑗 × 𝑛𝑘)-матриц 𝑄𝑗𝑘 (𝑘 ̸= 𝑗) получим систему вида:

𝑑𝑄𝑗𝑘
𝑑𝑡

= 𝐽𝑛𝑗
𝑄𝑗𝑘 −𝑄𝑗𝑘𝐽𝑛𝑘

+ ̃︀𝐵𝑗𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇( ̃︀𝐵𝑗𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄𝑗𝑘 −𝑄𝑗𝑘 ̃︀𝐵𝑘𝑘(𝑡, 𝜀, 𝜃)+
+𝜇

𝑀∑︁
𝑠=1

(𝑠 ̸=𝑗,�̸�=𝑘)

̃︀𝐵𝑗𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄𝑠𝑘 − 𝜇2𝑄𝑗𝑘

𝑀∑︁
𝑠=1
(𝑠 ̸=𝑘)

̃︀𝐵𝑘𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄𝑠𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1,𝑀 (𝑗 ̸= 𝑘). (23)

Для 𝑛𝑗-векторов 𝑧𝑗 получим систему

𝑑𝑧𝑗
𝑑𝑡

= 𝐷𝑛𝑗
(𝑡, 𝜀, 𝜃, 𝜇)𝑧𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀, (24)

где

𝐷𝑛𝑗 = 𝐽𝑛𝑗 + 𝜇 ̃︀𝐵𝑗𝑗(𝑡, 𝜀, 𝜃) + 𝜇2
𝑀∑︁
𝑠=1
(𝑠 ̸=𝑗)

̃︀𝐵𝑗𝑠(𝑡, 𝜀, 𝜃)𝑄𝑠𝑗 , 𝑗 = 1,𝑀. (25)

Нетрудно видеть, что система (23) распадается на 𝑀 независимых подси-
стем, каждая из которых содержит 𝑀 − 1 неизвестную матрицу, и имеет вид (9).
Поэтому на основании леммы 5 справедлива следующая теорема.

Теорема. Пусть каждая из систем (23) удовлетворяет условиям леммы 5.
Тогда существует 𝜇5 ∈ (0, 1), 𝛽3 ∈ (0,+∞) такие, что для любых 𝜇 ∈ (0, 𝜇5) суще-
ствует преобразование вида (3) с коэффициентами из класса 𝐹 (𝑚 − 1; 𝜀4(𝜇); 𝜃),
где 𝜀4(𝜇) = 𝛽3𝜇

2𝑞0+2𝛼−1 (𝑞0 и 𝛼 определены в лемме 2), приводящее систему (2)
к блочно-диагональному виду (4), где матрицы 𝐷𝑛𝑗

(𝑗 = 1,𝑀) определяются
выражениями (25).

Заключение. Таким образом, для системы дифференциальных уравнений
(2) установлены условия существования линейного преобразования, приводящего
эту систему к блочно-диагональному виду, причём коэффициенты этого преобра-
зования имеют структуру, аналогичную структуре коэффициентов системы (2).
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Блочна дiагоналiзацiя лiнiйної однорiдної диференцiальної системи з коефi-
цiєнтами коливного типу в резонансному випадку

Резюме

Для лiнiйної однорiдної системи диференцiальних рiвнянь, коефiцiєнти якої мають ви-
гляд рядiв Фур’є з повiльно змiнними коефiцiєнтами i частотою, отримано умови iсну-
вання лiнiйного перетворення з коефiцiєнтами аналогiчної структури, що приводить цю
систему до блочно-дiагонального вигляду в резонансному випадку.
Ключовi слова: диференцiальний, повiльно змiнний, ряди Фур’є.

Shchogolev S. A.
The block diagonalization of the linear homogeneous differential system with
coefficients of oscillating type in resonance case

Summary

For the linear homogeneous system of the differential equations, coefficients of which are

represented by an absolutely and uniformly convergent Fourier series with slowly varying

coefficients and frequency, conditions of existence of the linear transformation with coeffi-

cients of similar structure, this system leads to a block-diagonal form in a resonance case are

obtained.

Key words: differential, slowly-varying, Fourier series.
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