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Аннотация. Постановка проблемы. Различают три основных подхода к решению комбинаторных задач на 
графах. Первый предусматривает разработку соответствующих алгоритмов на основе методов  теории графов. 
Второй и третий подходы основаны на приведении исходной задачи, сформулированной в терминах графов, к 
задаче оптимизации. При этом для решения полученной задачи оптимизации в рамках второго подхода 
разрабатываются соответствующие алгоритмы оптимизации, а в рамках третьего – используются прикладные 
компьютерные технологии, инструментальная среда которых адаптирована к решению задач оптимизации. Для 
компьютерной реализации первого и второго подходов требуется специальное программное обеспечение, 
разработка которого доступна далеко не каждому пользователю. Кроме того, в случае уточнения постановки той 
или иной  типовой  задачи на графах (например, путем введения дополнительных ограничений) обычно 
оказывается необходимой модификация известных алгоритмов ее решения и соответствующая ревизия 
программного обеспечения. Все это в значительной мере затрудняет на практике проведение численных 
экспериментов на графовых моделях. Наиболее удобным для широкого круга пользователей является третий 
подход к решению комбинаторных задач на графах, поскольку он не требует для своей компьютерной реализации 
разработки специальных алгоритмов и соответствующего программного обеспечения. Однако вопросы 
согласования получаемой модели оптимизации и  возможностей применяемой компьютерной технологии требуют 
дальнейшей научной и практической проработки. В данной статье рассматривается один из возможных способов 
реализации третьего подхода к решению комбинаторных задач на графах, предусматривающий приведение 
исходной графовой модели к задаче математического программирования и последующее решение последней в 
инструментальной среде надстройки MS Excel «Поиск решения». Цель статьи – показать результативность и 
достаточную общность такого способа решения комбинаторных задач на графах. Выводы. Полученные в статье 
результаты показывают, что многие комбинаторные задачи, сформулированные в терминах графов, могут быть 
достаточно легко переформулированы в виде задачи математического программирования. Получаемая при этом 
оптимизационная модель, как правило, оказывается линейной относительно неизвестных. Для численной 
реализации таких моделей хорошо приспособлена надстройка MS Excel «Поиск решения», что делает табличный 
процессор Excel эффективной компьютерной технологией решения комбинаторных задач на графах даже в случае 
их достаточно большой размерности. 

Ключевые слова: граф, модель, оптимизация, комбинаторные задачи на графах, задача математического 
программирования. 
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Анотація. Постановка проблеми. Розрізняють три основні підходи до вирішення комбінаторних задач на 
графах. Перший передбачає розроблення відповідних алгоритмів на основі методів теорії графів. Другий і третій 
підходи засновані на приведенні вихідної задачі, сформульованої в термінах графів, до задачі оптимізації. При 
цьому для розв’язання отриманої задачі оптимізації у рамках другого підходу розробляються відповідні алгоритми 
оптимізації, а у рамках третього застосовуются прикладні комп'ютерні технології, інструментальне середовище 
яких адаптоване до розв’язання таких задач. Для комп'ютерної реалізації першого і другого підходів потрібне 
спеціальне програмне забезпечення, розроблення якого доступне далеко не кожному користувачеві. Крім того, у 
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разі уточнення постановки тієї або іншої типової задачі на графах (наприклад, шляхом уведення додаткових 
обмежень) зазвичай виявляється необхідною модифікація відомих алгоритмів її розв’язання і відповідна ревізія 
програмного забезпечення. Усе це  значною мірою утрудняє на практиці проведення числових експериментів на 
графових моделях. Найбільш зручним для широкого кола користувачів є третій підхід до розв’язання 
комбінаторних задач на графах, оскільки він не вимагає для своєї комп'ютерної реалізації розроблення спеціальних 
алгоритмів і відповідного програмного забезпечення. Проте питання узгодження отриманої моделі оптимізації і 
можливостей вживаної комп'ютерної технології вимагають подальшого наукового і практичного опрацювання. У 
даній статті розглядається один із можливих способів реалізації третього підходу до розв’язання комбінаторних 
задач на графах, що передбачає приведення вихідної графової моделі до задачі математичного програмування і 
подальше розв’язання останньої в інструментальному середовищі надбудови MS Excel «Пошук рішення». Мета 
статті – показати результативність і достатню спільність такого способу розв’язання комбінаторних задач на 
графах. Висновки. Отримані в статті результати показують, що багато комбінаторних задач, сформульованих у 
термінах графів, можуть бути досить легко переформульовані у вигляді задачі математичного програмування. 
Отримана при цьому оптимізаційна модель, як правило, виявляється линійною щодо невідомих. Для числової 
реалізації таких моделей добре адаптована надбудова Excel «Пошук рішення», що робить табличний процесор 
Excel ефективною комп'ютерною технологією розв’язання комбінаторних задач на графах навіть у разі їх досить 
великої розмірності. 

Ключові слова: граф, модель, оптимізація, комбінаторні задачі на графах, задача математичного програмування 
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Summary. Raising of problem. To the decision of combinatorics tasks on columns distinguish three basic 
approaches. The first envisages development of corresponding algorithms on the basis of methods of theory of the graphs. 
Second and third approaches are based on bringing the initial task over, set forth in terms of counts, to the task of 
optimization. Thus for the decision of the got task of optimization within the framework of the second approach the proper 
algorithms of optimization are developed, and within the framework of the third – the applied computer technologies the 
instrumental environment of which is adapted to the decision of tasks of optimization are used. For computer realization of 
the first and second approaches the special software development of which is accessible to far not every user is required. In 
addition, in the case of clarification of raising of one or another model task on columns (for example, by introduction of 
additional limitations) usually modification of the known algorithms of its decision and proper revision of software appears 
necessary. All this makes it very difficult in practice, the implementation of numerical experiments on a graph model. The 
most convenient for a wide range of users is a third approach to the solution of combinatorial problems on graphs, since it 
does not require for its computer implementation, the development of specific algorithms and software. However, issues of 
harmonization and optimization of the resulting model the ability to apply computer technology require further research 
and practical study. In this article one of possible methods of realization of the third going is examined near the decision of 
combinatorics tasks on columns, envisaging bringing an initial count model over to the task of the mathematical 
programming and subsequent decision of the last in an instrumental environment building on of Excel "Solver". Purpose of 
the article – to show effectiveness and sufficient community of such method of decision of combinatorics tasks on 
columns. Conclusion. The results got in the article show that many combinatorics tasks set forth in terms of counts, it is 
undifficult reformulate as a task of the mathematical programming. The optimization model got here, as a rule, appears 
linear relatively unknown. For numeral realization of such models building on of MS Excel is well adjusted "Solver", that 
does the tabular processor of Excel effective computer technology of decision of combinatorics tasks on columns even in 
case of their large enough dimension. 

Keywords: graph, model, optimization, combinatorial problems on graphs, mathematical programming problem 

Постановка проблемы. Комбинаторны-
ми задачами на графах называются задачи 
пересчета и перечисления, сформулирован-
ные в терминах графов. При этом граф вы-

ступает в роли модели исследуемого объекта, 
а решение конкретной задачи сводится к по-
иску некоторого подграфа, пути, цикла, мно-
жества вершин или ребер, обладающих тре-
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буемыми свойствами. Обычно эти требования 
задаются в виде некоторого критерия выбора 
наилучшего в определенном смысле решения 
из множества возможных. Тем самым, ком-
бинаторные задачи на графах по своей сути – 
это задачи принятия решений. В настоящее 
время различные графовые модели широко 
используются для формализации многих при-
кладных задач как технического, так и эконо-
мического характера [1-4], а разработка эф-
фективных методов численной реализации 
таких моделей представляет теоретический и 
практический интерес [2; 6]. 

Различают три основных подхода к реше-
нию комбинаторных задач на графах. Первый 
предусматривает разработку соответствую-
щих алгоритмов на основе методов теории 
графов [4-8]. Второй и третий подходы осно-
ваны на приведении исходной задачи, сфор-
мулированной в терминах графов, к задаче 
оптимизации [9; 11]. При этом для решения 
полученной задачи оптимизации в рамках 
второго подхода разрабатываются соответст-
вующие алгоритмы оптимизации, а в рамках 
третьего – используются прикладные компь-
ютерные технологии, инструментальная сре-
да которых адаптирована к решению таких 
задач. 

Для компьютерной реализации первого и 
второго подходов требуется специальное про-
граммное обеспечение, разработка которого 
доступна далеко не каждому пользователю. 
Кроме того, в случае уточнения постановки 
той или иной типовой задачи на графах (на-
пример, путем введения дополнительных ог-
раничений) обычно оказывается необходимой 
модификация известных алгоритмов ее реше-
ния и соответствующая ревизия программно-
го обеспечения. Все это в значительной мере 
затрудняет проведение на практике числен-
ных экспериментов на графовых моделях. 

Наиболее удобным для широкого круга 
пользователей является третий подход к ре-
шению комбинаторных задач на графах, по-
скольку он не требует для своей реализации 
разработки специальных алгоритмов и соот-
ветствующего программного обеспечения. 
Однако вопросы согласования получаемой 
модели оптимизации и возможностей приме-
няемой компьютерной технологии для ее реа-

лизации требуют дальнейшей научной и 
практической проработки. 

В данной статье рассматривается один из 
возможных способов реализации третьего 
подхода к решению комбинаторных задач на 
графах, предусматривающий приведение ис-
ходной графовой модели к задаче математи-
ческого программирования и последующее 
решение последней в инструментальной сре-
де надстройки MS Excel «Поиск решения». 
Цель статьи – показать результативность и 
достаточную общность такого способа реше-
ния комбинаторных задач на графах. 

Основная часть. В данной статье рас-
сматриваются четыре классические графовые 
модели, которые приводятся к задаче матема-
тического программирования, а для числен-
ного решения последней используется  MS 
Excel. 

1. Задача о наименьшем доминирующем 
множестве вершин 

Задача о наименьшем доминирующем 
множестве вершин графа формулируется сле-
дующим образом. Пусть EVG ,  – некото-

рый граф, который задан множеством своих 
вершин V и матрицей смежности S . Требу-
ется найти доминирующее множество вершин 
графа, имеющее наименьшее число элемен-
тов. (Доминирующим множеством  вер-
шин U  графа EVG ,  называется такое 

подмножество множества вершин V , что для 
каждой вершины iv , не входящей в U , суще-

ствует ребро, соединяющее хотя бы одну 
вершину множества U  с вершиной iv ). Если 

трактовать вершины графа как охраняемые 
объекты, а элементы матрицы смежности ijs  

рассматривать как заданные бинарные пара-
метры, равные 1, если  объект jv  виден (мо-

жет контролироваться) из объекта iv , и рав-

ные 0 – в противном случае, то получим 
известную задачу о часовых, в которой тре-
буется расставить часовых по охраняемым 
объектам так, чтобы все объекты были взяты 
под контроль при минимальном количестве 
часовых. 

Пусть n  – число вершин графа G ; 

),1( nixi  – бинарная переменная, равная 1, 
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если вершина iv  входит в минимальное до-

минирующее множество, и равная 0 – в про-
тивном случае. Тогда задачу о наименьшем 
доминирующем множестве вершин графа 
можно записать в виде следующей оптимиза-
ционной модели: 

min
1




n

i
ix  

;,1,1
1

njsx ij

n

i
i 



 

.,1},1,0{ nixi   

Данная модель – это задача линейного 
целочисленного программирования. Целевой 
функцией определяется число вершин, вклю-
ченных в доминирующее множество. Первая 
группа из n  ограничений – это условия того, 
что каждая вершина, не входящая в домини-
рующее множество, должна иметь общее 
ребро хотя бы с одной вершиной из домини-
рующего множества. Вторая группа из n ог-
раничений – это условия двоичности пере-
менных ix . 

В качестве примера найдем наименьшее 
доминирующее множество вершин графа 1G , 
показанного на рисунке 1. Модель оптимиза-
ции при этом содержит 7 неизвестных, а ее 
численная реализация в инструментальной 
среде MS Excel дала следующие результаты: 

01 x ; 12 x ; 03 x ; 04 x ; 05 x ; 06 x ; 

07 x . Это значит, что наименьшее домини-

рующее множество вершин графа 1G  состоит 
из вершин 2 и 6, т. е. }6,2{min U . 

 
Рис.1. Граф 1G  

Следует отметить, что полученное опти-
мальное решение не является единственным, 
поскольку граф 1G  имеет еще одну пару вер-
шин }4,2{ , также образующую доминирую-
щее множество. 

2. Задача о кратчайшем пути  

Задача о кратчайшем пути на графе фор-
мулируется следующим образом. Пусть 

EVG , – связный граф, который задан 

множеством своих вершин V и матрицей 
смежности S . Известна весовая матрица гра-
фа P , элементы которой ijp  задают вес 

(обычно трактуемый как длина) соответст-
вующих ребер. Даны две произвольные вер-
шины Vvv qt , . Требуется найти путь наи-

меньшего веса (кратчайший путь) из tv  в qv . 

Сформулируем задачу о кратчайшем пути 
как задачу математического программирова-
ния. Пусть Vn  – число вершин графа; ijx – 

бинарная переменная, равная 1, если ребро 
),( ji  E  принадлежит оптимальному мар-

шруту из tv  в qv , и равную 0 – в противном 

случае. Тогда, учитывая то, что все маршруты 
из tv  в qv , содержащие циклы, заведомо не 

являются оптимальными, задачу о кратчай-
шем пути можно записать в виде следующей 
оптимизационной модели:  

min
1 1
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Данная модель относится к классу задач 
линейного целочисленного программирова-
ния. Целевой функцией задается вес маршру-
та, связывающего вершины tv  и qv . Первая 

пара ограничений – это условия того, что сте-
пень входа начальной вершины должна быть 
равна 0, а степень выхода равна 1. Вторая па-
ра ограничений – это условия того, что сте-
пень входа конечной вершины должна быть 
равна 1, а степень выхода равна 0. Следую-
щие две группы ограничений – это балансо-
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вые условия для промежуточных вершин. 
Смысл их состоит в том, что для каждой про-
межуточной вершины, через которую прохо-
дит маршрут, должно выполняться условие 
равенства входящих и выходящих ребер и 
при этом количество инцидентных ребер не 
может быть больше 2 (в любую промежуточ-
ную вершину можно зайти и выйти из нее 
только 1 раз). Последняя группа ограничений 
задает условия двоичности переменных ijx . 

Решением сформулированной задачи являют-
ся оптимальные значения неизвестных ijx , 

которые определяют ребра графа, состав-
ляющие кратчайший путь из tv  в qv , и, соот-

ветственно, вес этого маршрута. 

Рис. 2. Граф 2G  

Т а б л и ц а  1 

Весовая матрица графа 2G  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1  10      5 1 

2   15      5 

3    40   10   

4     20 5    

5    20  25    

6     25     

7   10   10    

8       20  15

9   25    30   

В качестве примера рассмотрим задачу 
выбора кратчайшего пути из вершины 1 в 
вершину 5  на смешанном графе 2G , изобра-
женном на рисунке 2. Весовая матрица, за-
дающая длину ребер, показана в таблице 1. 

Задача выбора кратчайшего пути на графе 

2G  имеет 16 неизвестных. Ее решение в среде 
MS Excel привело к следующим результатам: 

112 x ; 018 x ; 019 x ; 123 x ; 029 x ; 

087 x ; 089 x ; 093 x ; 097 x ; 137 x ; 

073 x ; 034 x ; 046 x ; 045 x ; 176 x ; 

165 x . 

Таким образом, получили такой кратчай-
ший маршрут, связывающий вершины 1 и 5: 
1-2-3-7-6-5 (см. рис. 2). Его протяженность 
равна 70. 

3. Задача о кратчайшем гамильтоновом 
цикле  

Задача о кратчайшем гамильтоновом цик-
ле на графе формулируется следующим обра-
зом. Пусть EVG , – простой связный граф, 

имеющий, по крайней мере, два гамильтоно-
вых контура, задан множеством своих вер-
шин V  и матрицей смежности S . Известна 
весовая матрица графа P , элементы которой 

ijp  задают вес соответствующих ребер. Тре-

буется найти гамильтонов цикл наименьшего 
веса (кратчайший гамильтонов цикл). Если 
интерпретировать вершины как населенные 
пункты, ребра – как дороги, их соединяющие, 
а вес ijp – как длину соответствующей доро-

ги, то получим известную задачу коммивоя-
жера, в которой бродячему торговцу требует-
ся обойти несколько городов и вернуться 
обратно, посещая каждый город только 1 раз, 
и при этом затратить минимальное время на 
переходы. 

Сформулируем задачу о кратчайшем га-
мильтоновом цикле как задачу математиче-
ского программирования. Пусть Vn  – чис-

ло вершин графа; nI ,1 ; J  – некоторое 

подмножество множества I ( IJ  ); ijx – би-

нарная переменная, равная 1, если ребро ),( ji  
из E  принадлежит оптимальному гамильто-
нову контуру, и равную 0 – в противном слу-
чае. Тогда задачу о кратчайшем гамильтоно-
вом цикле можно записать в виде следующей 
оптимизационной модели:  

min
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Данная модель – это задача линейного 
целочисленного программирования. Целевой 
функции задается вес гамильтонова контура. 
Первая группа из n  ограничений – это усло-
вия того, что степень входа каждой вершины 
должна быть равна 1 (в любую вершину мож-
но войти только 1 раз). Вторая группа из n  
ограничений – это условия того, что степень 
выхода каждой вершины должна быть равна 1 
(из любой вершины можно выйти только 1 
раз). Следующая группа ограничений – это 
условия, исключающие возможное появление 
неполных циклов. Последняя группа ограни-
чений задает условия двоичности перемен-
ных ijx . Решением сформулированной задачи 

являются оптимальные значения неизвестных 

ijx , которые определяют ребра графа, обра-

зующие гамильтонов цикл наименьшего веса.  
В качестве примера рассмотрим задачу 

выбора кратчайшего гамильтонова цикла на 
полном графе 3G , изображенном на рисун-

ке 3. Весовая матрица, задающая длину ребер,  
показана в таблице 2. 

 

Рис. 3. Граф 3G  

Задача выбора кратчайшего гамильтоно-

ва цикла на графе 3G  имеет 20 неизвестных. 
Ее решение в среде MS Excel привело к сле-

дующим результатам:  012 x ;  013 x ;  
014 x ;  115 x ; 021 x ;  023 x ;  124 x ;   
025 x ;  031 x ;  132 x ;  034 x ;  035 x ;   
141 x ;  042 x ;  043 x ; 045 x  ; 051 x ;  
052 x ;  153 x ;   054 x .   

Таким образом, получили такой кратчай-
ший гамильтонов цикл: 1-5-3-2-4-1 (см. рис. 
3). Его протяженность равна 60. 

 

Т а б л и ц а  2 

Весовая матрица графа 3G  

 1 2 3 4 5 

1  30 35 10 15 

2 30  10 15 40 

3 35 10  35 10 

4 10 15 35  20 

5 15 40 10 20  

4. Задача о максимальном потоке в сети  
Транспортной системой называется 

транспортная инфраструктура, включающая в 
себя транспортные узлы (терминалы) и 
транспортные коммуникации (коридоры), 
предназначенная для транспортировки неко-
торого продукта ( продукт здесь понимается в 
широком смысле, это может быть, например, 
нефть, газ, лес, поезда, вагоны, пароходы, са-
молеты и т. д.). Транспортные коммуникации 
служат для перемещения продукта, а транс-
портные узлы – для перераспределения (гру-
зо)потока продукта. Сеть (или транспортная 
сеть) – это связный ориентированный взве-
шенный граф. Сети (их вершины обычно на-
зывают узлами) традиционно используются 
для моделирования транспортных систем. 
При этом ребрам ставятся в  соответствие 
транспортные коммуникации, а вершинам 
(узлам) – транспортные узлы. Истоком в сети 
называется узел, степень входа которого рав-
на 0. Исток рассматривается как источник, из 
которого выходит продукт. Стоком в сети на-
зывается узел, степень выхода которого равна 
0. Сток рассматривается как приемник, в ко-
торый приходит продукт. Пропускной спо-
собностью ребра ),( ji  называется максималь-

ное количество продукта ijp , которое может 

пропустить ребро за единицу времени. Ана-
логично, пропускной способностью сети на-
зывается максимальное количество продукта, 
которое может пропустить сеть за единицу 
времени. Поток в сети – это функция, которая 
каждому ребру сети ),( ji  ставит в соответст-

вие неотрицательное число ijij px  , равное 

фактическому количеству продукта, прохо-
дящего через ребро за единицу времени. Ве-
личина потока в сети оценивается количест-
вом продукта, входящего в сток за единицу 
времени. Поток называется максимальным, 
если его величина равна пропускной способ-
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ности сети. 
Задача о максимальном потоке в сети 

формулируется следующим образом. Пусть 
EVG , – сеть, которая определена множе-

ством своих узлов V , матрицей смежности S  
и весовой матрицей P , элементы которой ijp  

задают пропускную способность соответст-
вующих ребер. Заданы исток и сток сети, со-
ответственно узлы tv  qv . Требуется найти 

максимальный поток в сети. 
Сформулируем задачу о максимальном 

потоке в сети как задачу математического 
программирования. Пусть Vn  – число уз-

лов сети; )0( ijijij pxx  – переменная, равная 

фактическому количеству продукта, прохо-
дящего через ребро ),( ji  E  за единицу 
времени. Тогда задачу о максимальном пото-
ке можно записать в виде следующей опти-
мизационной модели:  
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Данная модель – это классическая задача 
линейного программирования. Целевая функ-
ция определяет величину потока в сети. Пер-
вое ограничение – это условия того, что ко-
личество продукта, выходящего из истока, 
должно быть равно количеству продукта, за-
ходящему в сток (рассматривается идеальная 
сеть без потерь). 

Следующая группа из 2n  ограничений 
– это балансовые условия для промежуточ-
ных узлов. Смысл их состоит в том, что в ка-
ждой промежуточный узел должно войти и 
выйти из него одинаковое количество про-
дукта. 

Последняя группа ограничений – это гра-
ничные условия значений неизвестных ijx . 

Решением сформулированной задачи являют-
ся оптимальные значения неизвестных ijx , 

которые определяют количество продукта, 

проходящего через соответствующие ребра, а 
также величину максимального потока в сети. 
В качестве примера найдем максимальный 
поток сети, показанной на рисунке 4. Пропу-
скная способность ребер задана весовой мат-
рицей (табл. 3.). 

Т а б л и ц а  3 
Весовая матрица сети 4G  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1  20 20        
2    30       
3     20      
4      15 30    
5      5  10   
6         10  
7          20
8          30
9       20 20   
10           

 
Рис. 4. Сеть 4G  

Задача о максимальном потоке на графе 

4G  имеет 13 неизвестных. Ее решение в среде 
MS Excel привело к следующим результатам: 

2012 x ; 1513 x ; 2024 x ; 1535 x ; 2047 x ; 

046 x ; 1058 x ; 556 x ; 569 x ; 097 x ; 

20710 x ; 598 x ; 15810 x . Таким образом, 

пропускная способность сети 5G  равна 

35810710  xx . Соответствующее этой вели-

чине пропускной способности распределение 
продукта по ребрам показано на рисунке 4. 

Выводы. Полученные в статье результа-
ты показывают, что многие комбинаторные 
задачи, сформулированные в терминах гра-
фов, могут быть достаточно легко перефор-
мулированы в виде задачи математического 
программирования. Получаемая при этом оп-
тимизационная модель, как правило, оказыва-
ется линейной относительно неизвестных. 
Для численной реализации таких моделей хо-
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рошо приспособлена надстройка MS Excel 
«Поиск решения», что делает табличный про-
цессор Excel эффективной компьютерной 

технологией решения комбинаторных задач 
на графах даже в случае их достаточно боль-
шой размерности. 
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