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ing into account damping forces and gyroscopic forces. The condition of existence of the critical velocities is 
adduced in this paper.     
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На основании уравнений неразрывности движения жидкости и осевых колебаний ротора пост-

роены статичные и динамические характеристики новой конструкции автоматического уравно-
вешивающего устройства, исполняющего одновременно функции бесконтактного уплотнения.  

Постановка проблемы в общем виде. 
Для уравновешивания осевых сил, дейст-

вующих на ротор центробежного компрессора 
или насоса, часто используются разгрузочные 
поршни. Они не обеспечивают стабильного осе-
вого положения ротора, поэтому требуется уста-
новка дополнительных двусторонних упорных 
подшипников.  

Анализ последних исследований и пуб-
ликаций. 

Для предотвращения или уменьшения выто-
ков перекачиваемой среды в атмосферу в по-
лость за разгрузочным поршнем подается запи-

рающая или буферная жидкость. Ее протечки 
ограничиваются концевыми уплотнениями: ще-
левыми уплотнениями с плавающими кольцами, 
или механическими торцовыми уплотнениями 
[1,2]. Наличие упорных подшипников и сложной 
системы концевых масляных уплотнений приво-
дит к тому, что система осевого уравновешива-
ния ротора является сложной, неэкономичной и 
недостаточно надежной. 

Здесь рассматривается упрощенная модель 
новой конструкции уравновешивающего устройс-
тва, выполняющего одновременно функции за-
творного бесконтактного уплотнения [3].  
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Рисунок 1. Расчетная схема уравновешивающего устройства 

 
Осевая сила, действующая на ротор и изме-

ряемая десятками тонн, воспринимается закреп-
ленным на валу уравновешивающим диском 1 
(рис.1), отделенным от давления нагнетания 
компрессора щелевым втулочным уплотнением 2 
и образующим с корпусом торцовый уплотняю-
щий зазор 3. В полость 1 между втулочным и то-
рцовым уплотнениями через дроссель 4 подво-
дится затворная или буферная среда. За диском 
установлено  еще одно уплотнение 5, например 
втулочное. Давление перед диском и после него 
(в полости II) зависит от торцового зазора, т.е. от 
осевого положения ротора. Уменьшение осевой 
силы, действующей на ротор, приводит к увели-
чению торцового зазора. При этом давление пе-
ред диском уменьшается, а за диском увеличи-

вается. В результате уменьшается осевая сила 
давления на диск, и ротор возвращается в рав-
новесное состояние с торцовым зазором, близ-
ким к исходному номинальному значению. Таким 
образом, устройство одновременно выполняет 
функции осевого гидро- или газостатического 
подшипника и комбинированного саморегулиру-
емого бесконтактного уплотнения. 

Систему уравновешивания будем рассмат-
ривать как систему автоматического регулирова-
ния, для которой торцовый зазор z  и расход за-
творной среды eQ - регулируемые величины, 
осевая сила давления на уравновешивающий 
диск - регулирующее воздействие. Осевая сила 
T , действующая на ротор, превышение затвор-
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ного давления ep  над давлением нагнетания 

1p : 1ppp e −=δ  и общий перепад давления на 

уравновешивающем устройстве 41 ppp −=Δ  
являются внешними воздействиями. Затворная 
среда – вязкая жидкость, течение во всех дрос-
селирующих каналах ламинарное изотермиче-
ское. 

Формулирование целей статьи (постано-
вка задачи). 

Целью данного исследования является по-
лучение уравнения динамики, которое дас воз-
можность вычислить собственные частоты осе-
вых колебаний ротора, определить границы ди-
намической устойчивости по основным геомет-
рическим и режимным параметрам, построить 
частотные характеристики – реакции системы на 
заданные внешние воздействия. 

Изложение основного материала иссле-
дований. 

Уравнение осевых колебаний ротора с 
уравновешивающим устройством на основании 
второго закона Ньютона имеет вид 

Δ+=++ kT-Fkzzczm  ,             (1) 

где k  - коэффициент жесткости отжимного 
устройства, используемого в некоторых много-
ступенчатых центробежных машинах для пре-
дотвращения возможных задиров торцовых по-
верхностей на режимах пуска и останова [4]; Δ - 
величина предварительного сжатия пружин от-
жимного устройства. F  - осевая сила давления, 
действующая на уравновешивающий диск и вы-
полняющая роль регулирующего воздействия. 
Для линейного изменения давления по радиусу 
торцового зазора значение регулирующего воз-
действия 

( ) ( )
( ),3p2p0A

3pcA2A3p2pcA5,02p2AF

−=

=+−++=

 (2) 

c20 A5,0AA +=  - эффективная площадь 
разгрузочного диска. 

Приведем силы к безразмерному виду и 
введем безразмерную осевую координату 

nzzu = , nz - наиболее предпочтительное с точ-
ки зрения протечек и надежности значение тор-
цового зазора: 

( )32
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nn pA ,  - номинальные значения площади и 

давления. В качестве nA  будем принимать пло-

щадь kA  (рис.1) входной воронки рабочего коле-

са, в качестве np  - номинальное давление на-
гнетания.  

Уравнение осевых колебаний в безразмер-
ных переменных в операторной форме приобре-
тает вид 
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Уравнения баланса расходов. Давления 

32 p,p , которые входят в выражение силы дав-
ления F , находим из уравнений баланса расхо-
дов. Для гидравлического тракта, схема которого 
представлена на рис.2,  
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Рисунок 2. Схема гидравлического тракта 

 
Уравнения баланса расходов включают рас-

ходы сжатия и вытеснения: 
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32 V,V  - объемы камер перед диском и за 
ним (рис.1), Е – адиабатический модуль упруго-
сти запирающей среды. 

Для ламинарных режимов течения значения 
расходов  пропорциональны перепадам давле-
ния: 

( ) ( )
( ) ( ).ppgQ,ppgQ

,ppgQ,ppgQ

43333222

12112eee

−=−=
−=−=

. 
 

Проводимости кольцевых и торцового дрос-
селей [4] 
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μ - коэффициент динамической вязкости. 
Подставив выражения отдельных состав-

ляющих расхода в уравнения (6), получим 
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Статический расчет. Расход 
( )32

3
22 ppиgQ п −=  является нелинейной 

функцией безразмерного зазора и перепада дав-
ления. Чтобы остаться в рамках линейной тео-
рии, будем переходить к  уравнениями в вариа-
циях, рассматривая малые отклонения перемен-
ных от установившихся равновесных значений. 
Для этого предварительно построим статические 
характеристики, т.е. установившиеся зависимо-
сти зазора и расходов от внешних воздействий. 

Статический расчет выполняется на основа-
нии уравнения осевого равновесия ротора и 
уравнений баланса расходов [5]. Эти уравнения 
получаются из уравнений (4) и (9), если в по-
следних принять равными нулю производные по 
времени. Кроме того, торцовый зазор 3 состав-
ляет 0,05 – 0,15 мм, поэтому Δ<<z . 

Из уравнений баланса расходов в статике 
находим 

,
ugcg
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где введены обозначения эквивалентной 
проводимости параллельных cg  и последова-

тельно соединенных ug  дросселей 

1ggg ec += ,   
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Проводимость cg  постоянна, не зависит от 

безразмерного торцового зазора u . В дальней-
шем для краткости будем использовать относи-

тельные проводимости 
( ) iulkkl gg ==α

. Экви-
валентная проводимость последовательных 
дросселей приводится к виду 

3
23

n2
u u1

gg
+

=
α                     (11) 

В системах без дополнительного дросселя 
( )∞→3g  3

2 ugg nu = , а безразмерные прово-

димости 03k =α . Если выход газа в полость I  
недопустим, то давление затворной жидкости 
необходимо выбирать из условия 

0Q,pp 112 >> . В этом случае расход 1Q  за-
творной жидкости попадает в газовую полость. 

Из выражения (10) 0Q,pp 112 >> , если 

( )411 pp
g
gpp

e

u
e −>− . 

Когда недопустимо попадание затворной 
(буферной) среды в газовую полость, последнее 
условие нужно заменить неравенством обратно-
го смысла. 

После перехода к безразмерным давлениям 
и относительным проводимостям это условие 
принимает вид 

3
23

e2

u1+
>
α

ψΔα
δψ

,              (12) 
где  

.
p
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p
p,,

n
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n
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Необходимое давление eψ  затворной среды 

зависит от торцового зазора, который, в свою 
очередь, зависит от давления нагнетания 1ψ  и 

давления eψ . В первом приближении можно ис-
пользовать условие (12) для номинального ре-
жима: 11 == uψ . В дальнейшем, при необходи-
мости, возможна корректировка выбранного зна-
чения δψ . Корректировка может потребоваться, 

если при некоторых значениях 1ψ  из заданного 
рабочего диапазона его изменения выбранное 

eψ  не удовлетворяет условию (12). Из соотно-

шения (12) видно, что δψ  уменьшается с увели-

чением проводимости eg  и с уменьшением про-

водимости 3g  дополнительного дросселя. 
По формулам (3) найдем безразмерное ре-

гулирующее воздействие – силу давления на 
разгрузочный диск: 
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Безразмерная гидростатическая жесткость 
регулятора 

( ) ( ) 0
u

u3
u 2c2e2

cu
3
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<Δ+
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∂
∂ ψαδψα

α

σϕ

. (14)  
 
Отрицательное значение жесткости являет-

ся признаком статической устойчивости системы 
авторазгрузки. 

Воспользовавшись уравнением равновесия 
χτϕ −=  с учетом (13) получим выражение 

безразмерного торцового зазора как функцию 
уравновешиваемой осевой силы τ  и перепадов 

давления ψδψ Δ, : 
3

1

cu
2c2eu ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
Δ+

= α
χτ

ψαδψα
σ

.           (15)    
                     

Безразмерное усилие χ  отжимного устрой-
ства можно рассматривать как задающее воз-
действие, с помощью которого производится на-
стройка системы уравновешивания. Формула 
(10) позволяет построить статические характери-
стики по любому из внешних воздействий.  

Торцовый зазор сохраняет положительные 
значения при условии 

( ) ψαχτ
α
α

σ
δψ Δ−−⋅> ce

2e

cu1

.          (16)      
Как правило, уравновешиваемая осевая си-

ла пропорциональна давлению нагнетания: 

11k ,pAT ψτ ≈≈ . Положим 1bψτ = , где коэф-
фициент пропорциональности b  близок к едини-
це. При этом статическая характеристика (16) 
приводится к виду 

3
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ec41
2ucu 1
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χψ
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,  (17) 

В полученном выражении внешними воздей-
ствиями являются безразмерные давление на-
гнетания 1ψ  и превышение затворного давления 

1ψψδψ −= e . Если потребовать, чтобы при но-
минальных значениях внешних воздействий тор-
цовый зазор был оптимальным: nzz =  или и=1, 
то из этого условия можно выбрать проводи-
мость eg  канала, по которому затворная жид-
кость подводится в камеру I. Приравнивая еди-
нице выражение (17) и учитывая 1ggg ec += , 
найдем 

( )( ) ( )
( ) ( )χψψψδψσα

ψψσαχψα
−−−+
−−−+

=
1412u

412u11u
1e b

b1gg
. (18) 

Выбор проводимости eg  нужно проводить 
для номинального значения давления, т.е. для 

11 =ψ . В данном случае условие положительно-
сти торцового зазора накладывает ограничения 
на диапазон изменения давления нагнетания: 

( )
σα

χαψδψασ
ψχ

−
+−

<<
bb u

uec

2

24
1 .       (19)    

Нужно, однако, помнить, что на основании 
(12) выход газа в масляную полость для принято-

го значения δψ  не происходит, если  
( )δψααψψ 3

232e41 u1++< .          (20)  
Последнее условие может накладывать бо-

лее жесткие ограничения на верхний предел 
давления нагнетания. 

Полный расход затворной жидкости через 
уравновешивающее устройство определяется 

выражением ( )2eee ppgQ −= , а после подста-
новки (10) и перехода к безразмерным давлени-
ям получим безразмерный расход        
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e
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где номинальный расход и эквивалентная 

проводимость всего гидравлического тракта сис-
темы авторазгрузки 

( )1uGG,
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nnn ==
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==

. 
С учетом (11) 

3
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а суммарный безразмерный расход затвор-
ной жидкости 
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Расход затворной жидкости в уплотняемую 

полость ( )1211 ppgQ −=  после подобных пре-
образований принимает следующий безразмер-
ный вид 
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Полученные формулы содержат установив-

шееся значение торцового зазора, определяемое 
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статической характеристикой (15) или (17) для 
заданного диапазона внешних воздействий. 

Вывод линеаризованного уравнения осе-
вых колебаний системы. Линеаризуем уравне-
ния (9) в окрестности положения равновесия 

(противодавление 0p st,сопр 44 == δ .): 
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Переходя к безразмерным давлениям и 

опуская для краткости знаки вариаций, приведем 
полученные уравнения к виду 
( )
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Нулевыми индексами обозначены устано-

вившиеся (равновесные) значения переменных, 
которые определяются в статическом расчете.  

Из системы уравнений (23) находим неиз-
вестные давления: 
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Безразмерное регулирующее воздействие 

(3) с учетом (25) 
( ) =−= 32 ψψσϕ  

(27) 
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Используя выражения (26), найдем: 
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 Уравнение системы ротор-

уравновешивающее устройство. Для вывода 
уравнения системы в операторной форме под-
ставим выражение (27) в (4): 
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где собственный оператор системы 
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Операторы воздействия по уравновешивае-
мой силе τ  и задающему воздействию χ , уп-

лотняемому давлению 1ψ  и давлению запираю-

щей среды еψ  соответственно: 
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Из равенства (29) определяются соответст-

вующие передаточные функции: 
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Амплитудные и фазовые частотные ха-
рактеристики. Реакции на гармонические воз-
действия 

ti
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а е,е,е,е ωωωω ψψψψχχττ ====  
для рассматриваемой линейной системы 

являются гармоническими функциями 
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aeuu , поэтому  
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Если в формулах (27) ввести замену 
ωip = , то получим частотные передаточные 

функции в виде комплексных чисел, модуль ко-
торых представляет амплитудные, а аргумент – 
фазовые частотные характеристики. После ука-
занной замены и выделения вещественных и 
мнимых частей представим операторы (30) и (32) 
в виде: 
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Теперь можно разделить вещественные и 
мнимые части (33): 
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Амплитудные и фазовые частотные харак-

теристики определяются следующими формула-
ми: 
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Оценка устойчивости. Если в уравнении 

(29) принять равными нулю внешние воздейст-
вия, то придем к уравнению свободных колеба-
ний – однородному дифференциальному урав-
нению четвертого порядка 

( ) ,0иapapapapa 43
2

2
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1
4

0 =++++  

решение которого ,eВи tλ=  где λ  - харак-
теристический показатель. Вводя замену 

λλ === p,upuu , получим характеристическое 
уравнение 
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Мнимые части корней уравнения представ-

ляют собственные частоты системы. 
Для рассматриваемой системы четвертого 

порядка алгебраический критерий устойчивости 
Рауса-Гурвица ( сводится к требованию:  

4
2
1

2
303214,...0 aaaaaaa0,а +>> . 

Первое требование всегда выполняется. 
Второе требование, учитывая громоздкие выра-
жения коэффициентов, трудно поддается анали-
зу. Некоторые практические выводы можно сде-
лать, если рассмотреть систему без дополни-
тельного цилиндрического дросселя 5, т.е. при-
нять проводимость ∞→3g . В этом случае вто-
рое неравенство приводится к условию  

( ) 222121 Tκτα >+ , 
которое после подстановки коэффициентов 

(24) устанавливает ограничение на объем каме-
ры гидропяты: 

( )20
20

2 1
3

V ce zA
p
E α+< .               (38).  

Приведенный анализ является лишь первым 
шагом. Необходимо провести расчет для турбу-
лентных режимов течения в дросселирующих 
каналах с учетом инерционных сопротивлений, 
рассмотреть систему с регулируемым отбором из 
камеры после пяты в деаэратор, исследовать 
совместные радиально-осевые колебания рото-
ра. Затворная пята, как и другие затворные уст-
ройства, требует установки автоматического ре-
гулятора перепада давления, поэтому актуаль-
ной является задача совместного анализа сис-
темы авторазгрузка-регулятор перепада давле-
ния.  

Выводы.  
Рассмотренная система уравновешивания 

осевых сил, действующих на ротор центробежно-
го компрессора, выполненная в виде гидропяты с 
подводом затворной жидкости, объединяет в се-
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бе функции осевой бесконтактной опоры и кон-
цевого уплотнения. В результате упрощается 
конструкция, повышается экономичность и на-
дежность по сравнению с системами, в которых 
используется разгрузочный поршень. Конструк-
ция позволяет отказаться не только от двухсту-
пенчатых затворных концевых уплотнений, но и 
от выносных подшипников. 

Выведенное уравнение динамики дает воз-
можность вычислить собственные частоты осе-
вых колебаний ротора, определить границы ди-
намической устойчивости по основным геомет-
рическим и режимным параметрам, построить 
частотные характеристики – реакции системы на 
заданные внешние воздействия. 
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Static, dynamic and flow characteristics of automatic barrier arrangement for axial forces balancing 

which act to the centrifugal  compressor rotor are obtained on based equations of rotor axial equilibrium,  
rotor axial vibration and flow balance. 

 
На основі рівнянь нерозривності руху рідини і осьових коливань ротора побудовані статичні і 

динамічні характеристики нової конструкції автоматичного врівноважуючого пристрою, виконую-
чого одночасно функції безконтактного ущільнення.  
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РОЗРИВНІ ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ДІЙСНОЇ ЗМІННОЇ 
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У статті наведені маловідомі факти про множину точок розриву функції , детально дослі-

джені класичні розривні функції Діріхле, Рімана, Дірака та їх застосування, а також доведено існу-
вання розривних розв’язків функціональних рівнянь Коші.  

Постановка проблеми у загальному ви-
гляді. Функції є основним об’єктом дослідження в 
математичному аналізі. Вони поділяються на ро-
зривні та нерозривні (неперервні) функції. Клас 
розривних функцій потребує спеціальних методів 
дослідження, оскільки до них незастосовніметоди 
диференціального та інтегрального числення. 
Вони мають оригінальні специфічні властивості і 
використовуються, зокрема, для побудови контр-
прикладів. 

Математичний аналіз у вищих педагогічних 
закладах освіти вивчає в основному неперервні 
функції та розривні функції із скінченною або зчи-
сленною множиною точок розриву. Майбутній 
учитель математики повинен знати дещо більше 
про розривні функції. 

Аналіз останніх досліджень і публіка-
цій.Джерелом розривних функцій є: 

1. Алгебраїчні операції над неперервними 

функціями. Так , де  і  - ал-
гебраїчні многочлени, мають точками розриву 
нулі функції . 

2. Операція диференціювання неперервних 
функцій. Так, функція не має похідної в 
точці , і, значить, її похідна розривна при 

. 
3. Розривні розв’язки функціональних рів-

нянь та їх систем. Так, німецький математик 
Г.Гамель довів існування розривних розв’язків 
рівнянь Коші: 

, ,
. 

4. Основним джерелом розривних функцій є 
операція граничного переходу. Так, 


