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Складено рівняння руху прямолінійної ланки механізму у вигляді відрізка в системі супровідного 

тригранника Френе напрямної кривої. Напрямна крива є спільною траєкторією руху кінця поперед-
ньої ланки і початку наступної. Рух другого кінця наступної ланки описується в системі супровід-
ного тригранника, а потім знаходиться в нерухомій системі координат як траєкторія складного 
руху точки. 
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Постановка проблеми. Кінематичний аналіз 

плоских механізмів розглядається у підручниках 
із теорії машин та механізмів. При цьому засто-
совуються геометричні методи кінематичного 
аналізу. Взаємопоєднання методів при кінемати-
чному аналізі механізмів дало поштовх до вве-
дення терміну «Кінематична геометрія». Ство-
рення кінематичної геометрії зв’язано з іменами 
Ф. Саварі, Т. Олів’є і М. Шаля [1, стор. 196]. Ними 
були отримані фундаментальні результати в об-
ласті зачеплень, центроїд тощо, які лягли в осно-
ву кінематичної геометрії. В статті показано за-
стосування тригранника Френе для розв’язування 
задач з даного напрямку досліджень. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Про нерозривність зв’язку механіки та теорії ме-
ханізмів з геометрією свідчить класична праця 
[2], в якій теорію синтезу плоских механізмів роз-
глянуто на основі теоретичних знань різних віток 
геометрії. Наприклад, в працях [3, 4] для 
розв’язання задач кінематики механізмів викори-
стовується апарат проективної геометрії. В пра-
цях [5, 6] досліджуються траєкторії та швидкості 
точок, які здійснюють відносний рух у системі су-
провідного тригранника Френе і які можуть нале-
жати ланці механізму. 

Формулювання цілей та завдання статті. 
Розробити математичну модель положення пря-
молінійної ланки механізму за допомогою супро-
відного тригранника траєкторії одного із її кінців. 

Основна частина. Розглянуті в праці [7] те-
оретичні основи складного руху точки на площині 
дають можливість описати рух ланки в системі 
супровідного тригранника Френе напрямної кри-
вої, якою є траєкторія точки А ланки. В цій праці 
описано складний рух точки, коли вона рухається 
за заданим законом у рухомій системі координат 
супровідного тригранника Френе напрямної кри-
вої, а сам тригранник рухається по кривій. Рух 
тригранника є переносним, а рух точки в системі 
тригранника є відносним. Геометрична сума двох 
рухів дає абсолютну траєкторію точки по відно-
шенню до нерухомої системи координат. При русі 
тригранника по напрямній кривій незалежною 
змінною, яка визначає положення тригранника на 
кривій, є дугова координата s – довжина дуги на-
прямної кривої. Відносний рух точки в системі 
тригранника описується залежностями від змінної 
s. Наприклад, положення точки В в системі три-
гранника можна задати в полярній системі коор-
динат відстанню ρ і кутом φ (рис. 1).  

 
 

 

В такому випадку відносна траєкторія руху 
точки В в системі тригранника Френе на орти до-

тичної τ  і головної нормалі n  опишеться пара-
метричними рівняннями: 
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Відстань ρ і кут φ у виразах (1) є функціями 

дугової координати s напрямної кривої, тобто 
траєкторії руху точки А. Будемо вважати, що до-
вжина ланки АВ має сталу довжину. В цьому ви-
падку радіус-вектор ρ = const, що полегшує ма-
тематичні операції над виразами (наприклад, при 
їх диференціюванні). 

Вихідну плоску криву задамо натуральним 
рівнянням k = k(s), де кривина k задана у функції 
довжини власної дуги s. Перехід до параметрич-

 
Рис. 1. Положення точки В в системі тригранника Френе (бінормаль проекціюється в точку у вершині А). 
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них рівнянь (траєкторії точки А) здійснюється за 
відомими формулами: 

∫ ∫∫ ∫ == dskdsydskdsx AA )sin(;)cos(  (2) 

де ∫= kdsα  - кут повороту ортів тригранника 

τ  і n  по відношенню до осей Ox i Oy відповідно 
(рис. 1). 

Якщо відомі залежності (1) і натуральне рів-
няння напрямної кривої (траєкторії точки А) 
k=k(s), то абсолютна траєкторія руху точки В ви-
значиться із параметричних рівнянь [7]: 
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Таким чином, за рівняннями (2) визначають-
ся координати точки А – одного кінця прямоліній-
ної ланки АВ, а за рівняннями (3) – координати 
точки В – протилежного її кінця. За координатами 
двох точок можна побудувати множину положень 
прямолінійної ланки із заданою щільністю в за-
лежності від величини Δs.  

Слід зазначити, що рух тригранника по кри-
вій можна розкласти на два: поступальний і обер-
тальний. Це ж саме стосується і прямолінійної 
ланки АВ. Закони обертальних рухів для тригран-
ника і для ланки АВ відомі: ∫= kdsα  і φ= φ(s). Щоб 

узнати кутову швидкість обертання ω, потрібно ці 
залежності продиференціювати по часу t:  
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Таким чином, кутова швидкість обертання 
тригранника в конкретній точці напрямної кривої 
(при заданому значенні дуги s) визначається до-
бутком кривини кривої в цій точці на швидкість 
руху vА вершини тригранника по кривій. Кутова 
швидкість обертання ланки АВ в цій же точці на-
прямної кривої визначається добутком похідної φ 
по дузі s теж на швидкість руху vА. 

Розглянемо приклади. Нехай прямолінійна 
ланка у вигляді відрізка АВ=ρ - const одним своїм 

кінцем (точкою А) рухається по колу радіуса r 
(k=1/r) із постійною швидкістю vA. Відносний рух 
точки В в системі тригранника Френе задано лі-
нійною залежністю φ= аs, де а – стала величина. 
Побудувати множину положень відрізка АВ при 
різних співвідношеннях кутових швидкостей ωАі 
ωВ.  

Оскільки напрямна крива – коло, то орт го-
ловної нормалі можна вважати кривошипом ОА, 
який обертається навколо точки – центра цього 
кола – із кутовою швидкістю ωА= vA /r. Ланка АВ 
обертається навколо точки А із кутовою швидкіс-
тю ωВ= vA а. 

Рівняння (2), які описують траєкторію руху 
точки А відрізка АВ, після інтегрування при k=1/r 
набувають вигляду: 
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Рівняння (3), які описують траєкторію руху 
точки В відрізка АВ, після інтегрування при k=1/r і 
φ= аs набувають вигляду: 
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На рис. 2 побудовано множину положень 
ланки АВ як відрізків, що сполучають точку А (рі-
вняння (5) ) з точкою В (рівняння (6) ) з деяким 
інтервалом Δs. Довжина відрізка АВ=ρ= 2,5 м, r=5 
м, а=0,2. За формулами (4) неважко переконати-
ся, що кутові швидкості обертання кривошипа ОА 
і ланки АВ однакові і рівні ωА= ωВ=0,2 vA. У випад-
ку, коли вони мають протилежний знак, ланка 
здійснює поступальний рух, залишаючись пара-
лельною самій собі (рис. 2, б). Якщо кривошип і 
ланка обертаються в однаковому напрямі, то 
множина положень відрізка АВ дотикається до 
обвідної кривої (це добре видно на рис. 2, в). 

 

 
   а    б    в 

Рис. 2. Множина положень відрізка АВ та траєкторії руху його кінців при рівних кутових швидкостях обертання 
відрізка АВ і кривошипа ОА (траєкторія точки А показана потовщеною лінією): 

а) кутові швидкості мають однаковий напрям;б) кутові швидкості мають протилежний напрям;в) кутові швидкості 
мають однаковий напрям і відрізок АВ продовжений від точки А в протилежну сторону на таку ж відстань. 
 

На рис. 3 побудовано множину положень ві-
дрізка АВ, коли його кутова швидкість обертання 

в півтора рази більша від кутової швидкості обер-
тання кривошипа. 
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Рис. 3. Множина положень відрізка АВ та траєкторії руху його кінців при ωВ=1,5 ωА (відрізок має однакову 
довжину ρ в протилежних напрямах від точки А з’єднання із кривошипом): 

а) ρ=4, кутові швидкості мають однаковий напрям;б) ρ=4, кутові швидкості мають протилежний напрям; 
в) p=2, кутові швидкості мають однаковий напрям. 

 

Розглянемо побудову положень шатуна АВ 
для широко розповсюдженого в техніці кривоши-
пно-повзунного механізму, зображеного на рис. 
4,а. За напрямну плоску криву беремо траєкторію 
руху кривошипа ОА, один кінець якого нерухо-
мий, а другий рухається по колу радіуса r, яке 
має кривину k=1/r. Це коло є також траєкторією 

руху другої ланки (шатуна АВ), тому ми опишемо 
рух шатуна у системі тригранника Френе кола – 
траєкторії руху точки А (рис. 4,б). Для цього розг-
лянемо схему розташування шатуна АВ=L в двох 
координатних системах: нерухомій Oxy  і  рухомій 
тригранника Френе (рис. 4,б). 

 

             
   а         б 

Рис. 4. Схеми до розрахунку положень шатуна АВ кривошипно-повзунного механізму: 
а) схема роботи кривошипно-повзунного механізму; 

б) розташування шатуна АВ в системі тригранника Френе. 
 

Нехай кривошип ОА повернувся на кут α від 
початкового положення. Побудуємо в точці А три-
гранник Френе до кола радіуса ОА = r (кривиною 
k), яке є траєкторією руху точки А шатуна АВ. 
Очевидно, що кут φ, який він утворює із ортом 

дотичної τ  є змінним і залежить від положення 
точки А шатуна на колі. Розглядаючи суміжні кути 
в околі точки А, можна записати очевидну рів-
ність (рис. 4,б): φ=ψ+β, однак ψ=900-α, тому  
φ=900 -α+β. Із прямокутного трикутника АВС 
знайдемо: 
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β
sinarcsin= . Із визначення кривини 

ds
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демо: α=ks, оскільки для кола радіуса ОА=r кри-
вина є сталою і рівною k=1/r. Із врахування цього 

всього можна записати залежність φ= φ(s): 

Lk
ksks sinarcsin900 +−=ϕ .  (7) 

Щоб знайти траєкторію будь-якої точки ша-
туна АВ, яка знаходиться на відстані ρ від точки 
А, скористаємося формулами (3). Підставивши в 
них вираз (7), після перетворень і спрощень 
отримаємо: 

ks
k

kskL
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yks
Lk

Lx cos1sin;sin 222 −−=
−

=
ρρ .(8) 

Якщо порівняти рівняння (8) із рівняннями 
(11.12), отриманими в [8] на стор. 79 при проек-
ціюванні ланок на нерухому систему координат 
Oxy, то ми побачимо певну аналогію з різницею в 
тому, що координати x  і  y  помінялися місцями. 
Криві будуть однакові, тільки повернутими на кут 
900. Це свідчить про достовірність отриманих ре-
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зультатів в системі рухомого тригранника Френе. 
Зокрема, при ρ=L ми отримаємо траєкторію точки 
В (пряму лінію), а при ρ=0 – коло радіуса r=1/k. 
Для конкретного значення дуги s на цих траєкто-
ріях визначиться дві точки, при сполученні яких 

отримаємо певне положення шатуна АВ. На рис. 
5 за рівняннями (8)  побудовано множину поло-
жень шатуна і траєкторії його кінців за різних 
умов. 

 

 
а    б     в 

Рис. 5. Множина положень шатуна АВ та траєкторії руху його кінців за різних початкових умов (k=0,2; АВ=8): 
а) закономірність зміни кута φ задано виразом (7);б) закономірність зміни кута φ (7) взято із протилежним 

знаком;в) закономірність зміни кута φ задано виразом (7) і подовжено шатун в протилежну сторону від точки В на 
таку ж відстань. 

 

Висновки. Побудовано множину положень 
прямолінійного відрізка, один кінець якого руха-
ється по колу. Для цього застосовано супровід-
ний тригранник напрямної кривої (кола), в системі 
якого задається закономірність повороту цього 
відрізка. Протилежний кінець його здійснює скла-
дний рух по відношенню до нерухомої системи 

координат. Розроблений математичний апарат 
дозволяє знаходити як кутову швидкість відрізка, 
так і його положення в будь-який момент часу. 
Отримані зображення містять фрагменти обвід-
них кривих, до яких дотикаються відрізки множи-
ни. Перспективи подальших досліджень поляга-
ють в знаходженні рівнянь обвідних кривих. 
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Чепижный А.В. ТРЕХГРАННИК ФРЕНЕ 
Составлены уравнения движения прямолинейного звена механизма у виде отрезка в системе 

сопровождающего трехгранника Френе направляющей кривой. Направляющая кривая является 
общей траекторией движения конца предыдущего звена и начала следующего. Движение второго 
конца следующего звена описывается в системе сопровождающего трехгранника, а затем разыс-
кивается в неподвижной системе координат как траектория сложного движения точки. 

Ключевые слова: механизм, кинематика, теория, уравнение движения, направляющая кривая. 
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Chepyzhniy A. THREE – EDGE OF FRENET 
Theequations of traffic of the rectilinear segment of a mechanism in system of an three - edge of Frenet 

of a directing curve are worked out. The directing curve is the general mechanical trajectory of the end of the 
previous segment and of the following beginning. Traffic of the second end of a following segment is pre-
sented in system of an three - edge of Frenet, and then searched in a motionless system as a trajectory of a 
compound motion of a point. 

The complicated driving of a point which relative transition of which happens in mobile three-edge of a 
curve given by the natural equations is considered. The portable driving of three-edge is determined by dif-
ferential performances of a curve. Competence of usage of the Frenet's formulas for determination of abso-
lute velocity of a point in projections to basis vectors of mobile three-edge is proved. The absolute trajecto-
ries of driving are retrieved visualization of the obtained outcomes is realized. 

Powered provisions set straight segment, one end of which is moving in a circle. To do this, apply a 
cover tryhrannyk guide curve (circle) in the system which is set pattern of rotation of this segment. The oppo-
site end it has a complex movement relative to the fixed coordinate system. The mathematical apparatus 
allows you to find the angular velocity of the segment as well as its position at any time. These images con-
tain fragments of bypasses of curves, which touch the set pieces. Prospects for future research is to find the 
equations of bypasses of curves. 

Key words: mechanism, kinematics theory, the equation of motion, the guide curve. 
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У статті досліджені узагальнення      і       на предмет їх ефективності і включення. Зокрема 

для матриць, у яких    = 1,   ≥ 0, … ,      ≥ 0,   = 1,   = 0, ∀  >  ≥ 2 знайдені практично зручні 
для перевірки критерії їх ефективності та неефективності. 

Ключові слова: регулярна матриця, розбіжна послідовність, підсумовування (  ), (С, 1) – метод. 
Постановка проблеми у загальному ви-

гляді. У статті [1, c. 32-39] детально досліджена 
найпростіша регулярна матриця Сільвермана-
Сасса:    =     ( = 0, 1, 2, … ),     , =     ( =1, 2, … ),    = 0 для всіх інших   і  . Природним її 
узагальненням є матриця, у якої    =   ,   =⋯ =   ,   =    , ∈  , =  , + 1, … ,    = 0 
для всіх інших   і  . Позначимо її через    . 

Аналіз останніх досліджень і публіка-
цій. Для сучасної теорії рядів пріоритетним є дослі-
дження розбіжності рядів, а матриці Сільвермана-
Сасса відносяться до методів (  ,    ).  

Формулювання цілей статті. Метою даної 
роботи є вивчення властивостей матриць    . 

Виклад основного матеріалу. Наведемо 
необхідні для подальшого факти теорії підсумо-
вування. Нехай (   ) - послідовність невід’ємних 
чисел,    > 0,    =    +    + ⋯+     , ∈  . Якщо 
для послідовності  (   ) має місце рівність  lim →                 ⋯           =  , то кажуть, що чис-
ло   є узагальненою границею послідовності (   ) 
в розуміння Вороного-Нерлунда і пишуть lim →    =  (  ,   ). 

Для регулярності (  ,   ) - методу необхід-

но й достатньо виконання умови lim →       = 0. 
Кажуть, що метод (  ,    ) включає метод (  ,   ) і пишуть (  ,   ) ⊂ (  ,    ), якщо з 

рівності lim →    =  (  ,   )  випливає рівність lim →    =  (  ,    ) для кожної (   ). Має місце 
наступний критерій включення. 

Теорема 19 [2, c. 91]. Нехай (  ,    ) і (  ,    ) - два регулярні методи Вороного-
Нерлунда. Тоді для включення (  ,   ) ⊂(  ,    ) необхідно й достатньо виконання умов: 

1) |   |   + |   |     + ⋯+ |   |   ≤     , де   не залежить від  ; 
2) lim →       = 0, де ∑          = ∑          ∑          . 

Якщо    → +∞ ( → ∞), то умову 2) можна 
опустити. 

Якщо всі    = 1, маємо (С, 1) – метод, або 
метод середніх арифметичних, для якого з рівно-
сті lim →    =  (С, 1) випливає рівність lim →     = 0 – так звана лімітуюча теорема для (С, 1) – методу [2, теорема 46]. 

Для регулярних матриць (так званих  – мат-
риць) мають місце наступні теореми. 

Теорема Мазура-Орлича. Якщо  – матриця  = (    ) підсумовує обмежену розбіжну послі-
довність, то вона підсумовує деяку необмежену 


