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Решена задача о напряженно-деформированном состоянии полого слоистого цилиндра, 

находящегося в сплошной обойме, при нагружении его по торцам равномерно распределенной 
нагрузкой, изменяющейся по гармоническому закону. 
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Режим работы машин и механизмов металлургического оборудования тяжелый и их приводы 
являются источниками периодического возмущения, которое воздействует как на основные детали 
механизмов, так и на узлы соединения этих деталей. При этом в цепи элементов, передающих мощность 
и момент от привода к исполнительным органам машины, узел является наиболее слабым звеном и от 
его технического состояния зависит работоспособность машины или механизма в целом. Поэтому оценка 
механического состояния узла и его остаточного эксплуатационного ресурса невозможна в том числе и 
без теоретических исследований напряженно-деформированного состояния элементов составляющих 
соединительный узел. 

Исследование напряженно-деформированного состояния узла при квазистатическом нагружении 
было рассмотрено в [1].  

В настоящей работе рассматривается аналогичная задача, но при гармоничном нагружении. 
В расчетной схеме большое число узлов различных механизмов может быть представлено в виде 

составного цилиндра (сплошного, полого или слоистого полого в цилиндрической однородной обойме), 
находящегося в условиях осевой симметрии. 

Цель исследований – напряженно-деформированное состояние полого слоистого цилиндра, 
находящегося в обойме, при нагружении по торцам равномерно распределенной нагрузкой 
интенсивностью )cos()( 0 tqtq ω= . Полная высота цилиндра и обоймы Н, наружный радиус цилиндра 1R , 

внутренний – r ; наружный радиус обоймы 2R . 

В цилиндрической системе координат r , ϕ, x  перемещения слоистого цилиндра и обоймы, 
находящихся в условиях осевой симметрии, имеют вертикальную ),,( trxu  и радиальную ),,( trxw  

составляющие (тангенциальная составляющая )0=v . 

Динамическое равновесие і-го слоя цилиндра и части обоймы, высотой равной высоте і-го 
цилиндра, находящихся в условиях осевой симметрии, описывается уравнениями Ляме, решение 
которых, как и в работе [1], проводим дискретным методом [2], дающим решение по радиальной 
переменной  r  в конечно-разностной форме. 

Объем составного цилиндра и обоймы аппроксимирован призмами путем деления его 
продольными сечениями, проходящими через вертикальную ось х и составляющими между собой углы 
ϑ , и концентрическими окружностями. Перемещения ребер призм принято в качестве независимых 
неизвестных. В случае осевой симметрии в дифференциальных уравнениях дискретного метода будут 
содержаться перемещения на вертикальных линиях-ребрах (линиях, образующихся в результате 
пересечения продольного сечения с концентрическими окружностями), расположенных в одной 
диаметральной плоскости. 

Для ребра j  і-го слоя при неравномерном шаге деления радиальной координаты 

дифференциальные уравнения дискретного метода для перемещений и напряжений запишутся в виде: 
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)(iE , ( )iµ , )(iρ – соответственно модуль упругости, коэффициент Пуассона и массовая плотность 

материала  i-го слоя цилиндра или обоймы. 
При равномерном шаге деления радиальной координаты в (1) и (2) 1=γ . 

Записывая уравнения (1) для ребер-линий, лежащих в одной диаметральной плоскости, получаем 
для каждого слоя свою систему дифференциальных уравнений в частных производных, описывающих 
вынужденные колебания i-го слоя.  В некоторые из этих уравнений системы входят перемещения 
«фиктивных» ребер-линий, которые определяются из условий отсутствия радиальных rσ  и касательных 

rxτ  напряжений на внутренней и наружной поверхностях составного цилиндра, а так же из условий 

равенства rσ  и rxτ  на границе контакта слоистого цилиндра и обоймы. 

Для установившегося режима работы металлургического оборудования на основании метода 
разделения переменных (метод Фурье) принято 

( )
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После разделения переменных деформирование і-ого слоя узла описывается системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений  



МЕХАНІКА,  ЕНЕРГЕТИКА,  ЕКОЛОГІЯ 

Вісник СевНТУ: зб. наук. пр. Вип. 137/2013. Серія: Механіка, енергетика, екологія. — Севастополь, 2013. 

202 

)()(
)(

iiA
d

id Υ=
ξ

Υ
,                                                                          (4) 

где  








ξ
ω

ξ
ω=Υ

d

id

d

idu
iiu jj

jji
)(

,
)(

),(),()(  – вектор форм колебаний узла в пределах і-ого слоя;    

E
AA

E
A i ,0,

0

21
)( =  – соответственно нулевая и единичная матрицы; 1А  – матрица, содержащая 

коэффициенты )(iµα , )(iµβ , )(iµρ  и частотный параметр 
)(

22
)(2

)(
i

i
i

Е

в
K

ωρ
= ,  2A  – матрица, содержащая 

коэффициенты )(iµα , )(iµβ . Решение системы уравнений (4) найдено в виде 

)(0
)(ξ)(

)(
)( ie

niAn
i

i Υ⋅




=Υ ∆

,                                                                 (5) 

где ( )
( )n
і

Y  – столбцовая матрица искомых перемещений wu,  и их производных; ( ) ( ){ }іmі D=0Y  – 

столбцовая матрица постоянных интегрирования, число которых равно удвоенному числу ребер-линий: 
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Постоянные интегрирования, общее число которых ( )imDi ⋅  (і – число слоев), определяются из 

условий на торцах составного цилиндра 
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и условий сопряжения слоев на линии их контакта 

( ) ( ) ( ) ( )1,1 +=+= iwiwiuiu .                                                             (7) 

Удовлетворяя граничным условиям (6) и (7) получим систему алгебраических уравнений 

FМ =Υ⋅ 0 ,                     (8) 

где F  – вектор правых частей; 0Υ  – столбцевая квазиматрица постоянных интегрирования; М  – 

квазиматрица коэффициентов. 
Так как квазиматрица  М имеет ленточную структуру, то система (8) хорошо обусловлена. После 

решения системы (8) составляющие перемещений )(iu , )(iw  и их производные отыскиваются при 

помощи зависимости 
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Подстановкой значений )(
)(
u
iΥ  в (2) определяются напряжения в каждом слое составного цилиндра 

и обойме. 
Изложенный алгоритм определения напряженно-деформированного состояния поставного 

цилиндра, находящегося в осесиметричных условиях при нагружении, реализуется на ЭВМ. При этом 
возможна различная комбинация условий как на цилиндрических поверхностях поставного цилиндра, 
так и на его торцах. Это расширяет конструктивный ряд узлов машин и механизмов, напряженно-
деформированное состояние которых можно определять при помощи изложенного алгоритма. 

Предметом дальнейших исследований является анализ численных реализаций модели 
металлургического комплекса. 
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Теліпко Л.П., Манько В.М. Напружено-деформований стан великогабаритних вузлів машин 
металургійного комплексу 

Розглянуто задачу про напружено-деформований стан порожнистого шаруватого циліндра, що 
знаходиться в суцільний обоймі при навантаженні його по торцях рівномірно розподіленим 
навантаженням, що змінюється по гармонійному закону. 

Ключові слова: вузли металургійних машин, напружено-деформований стан. 
 
 

Telipko L.P., Manko V.M.  Stress-strain state of large parts of metallurgical complex machines 
The problem of the stress-strain state of a layered hollow cylinder which is in a solid clip when loading it 

onto the ends as uniformly distributed load that varies harmonically is observed. 
Keywords: joints of metallurgical machines, stress-strain state. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


