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Построено в функциях Бесселя аналитическое решение задачи о свободных колебаниях осциллятора 
экспоненциально переменной массы без учёта силы трения. Проанализировано влияние реактивной силы на 
процесс движения. Определены условия, при выполнении которых колебания осциллятора затухают даже при 
отсутствии сил трения. 
Ключевые слова: свободные колебания, переменная масса, реактивная сила, специальные функции. 
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Побудовано в функціях Бесселя аналітичний розв’язок задачі про вільні коливання осцилятора експонентно 
змінної маси без урахування сили тертя. Проаналізовано вплив реактивної сили на процес руху. Визначено 
умови, при виконанні яких коливання осцилятора затухають навіть за відсутності сили тертя. 

Ключові слова: вільні коливання, змінна маса, реактивна сила, спеціальні функції. 
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This article devoted to solving the problem of the oscillator with variable mass. In a study is conducted a brief review of 

previous results on this problem. Their main feature is the extensive use of approximate analytical and numerical 

methods. The aim is to analyze the effect of the magnitude of the reactive force on the free vibration of the oscillator 

whose mass varies with time exponentially. Tasked to generalize the results obtained earlier. Under imposed 

preconditions problem is reduced to finding a solution to a differential equation with variable coefficients. With the 

introduction of a special change of variables, the analytical solution of this equation is obtained in the Bessel functions. 

Index of cylindrical functions in the solution depends on the coefficient of reactivity  . For certain values of this 

coefficient can be damped oscillations are even in the absence of frictional forces. Using the representation of Bessel 

functions through the modulus and phase, it was possible to obtain estimates for the amplitudes of the oscillations 

depend on the coefficient of reactivity. In the plane of the parameters characterizing the mass change and reactive 

power obtained four squares (half-strip) in which the amplitude of the oscillations decrease or increase, which is 

consistent with results obtained previously by WKB method. 

Key words: free vibration, variable mass, reactive force, special functions. 

ВВЕДЕНИЕ 

Известно, что в теории нестационарных колебаний механических систем [1-3] основное 

внимание сосредоточено на разработке общих приближённых методов расчёта и 

представлено мало работ, в которых построены точные аналитические решения 

дифференциальных уравнений движения. По мнению авторов [3] «в большинстве случаев 

решения дифференциальных уравнений движения систем с переменными параметрами не 

могут быть получены в замкнутой форме», а поэтому основным направлением исследований 

служит разработка и приложения приближённых аналитических и численных методов. В то 

же время, в [3] указано два частных случая, когда можно построить точные решения 

уравнения колебаний осциллятора переменной массы или жёсткости в замкнутой форме. В 

дополнение к ним отметим, что в случае линейно-переменной массы осциллятора точные 

решения уравнения колебаний выражены через функции Бесселя также в работах [4-7]. К 

этим функциям сведен расчёт нестационарных колебаний в [8] и при экспоненциальном 

изменении массы при действии реактивной силы без учёта сопротивления среды. Отмечено, 

что действие реактивной силы приводит к затуханию колебаний при возрастании массы и 

увеличению амплитуд с течением времени – при убывании массы. Это согласуется с 

выводами в работах [2] и [3], где дополнительно утверждается, что картина будет 

противоположной, когда нет реактивной силы. Поэтому желательно вияснить, как зависит 
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процесс колебаний осциллятора от величины реактивной силы, что и определило цель 

исследований. 

Целью работы является анализ влияния величины реактивной силы на свободные колебания 

осциллятора, масса которого меняется с течением времени по экспоненциальному закону. 

Ставится задача обобщения результатов, полученных в [8]. 

ПОСТРОЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОЛЕБАНИЙ 

Итак, пусть 

           , 

где    – начальное значение массы осциллятора;   – коэффициент характеризующий 

изменение массы   во времени  . 

Тогда свободные колебания будут описываться уравнением: 

 
   

      
  

  
 

 

  
       , (1) 

в котором   – коэффициент жёсткости пружины;   – перемещение осциллятора относительно 

положения статического равновесия;       – поправка на то, что при изменении массы 

тела только часть прироста массы может идти на создание реактивной силы. Коэффициент   

приходится вводить также тогда, когда линия действия реактивной силы не совпадает с осью 

  . 

Уравнения (1) дополняем начальными условиями: 

        ;    
  

  
 
   

    , (2) 

где     – начальная скорость, а    – начальное отклонение осциллятора. 

Для нахождения решения уравнения (1) вводим новую безразмерную переменную 

          ;   
  

  
    . 

Учитывая, что 

 

  
 

 

  

  

  
    

 

  
,   

  

        
 

  
  

  

    , 

представляем (1) в виде 

 
   

   
 

   

 

  

  
 

 

     
   . (3) 

Уравнение (3) решаем при начальных условиях: 

          ;    
  

  
 
   

  
   

 
, (4) 

соответствующих (2). 

Фундаментальными решениями (3) являются [9]: 

           ;             . (5) 

Здесь    
 

   
 

 

  
;       ;      ,       – функции Бесселя и Неймана индекса  . 

Учитывая (5), общее решение уравнения (3) представляем в виде 

                         , (6) 

где   ,    – произвольные постоянные. 
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При дифференцировании выражения (6) по  , учтём, что [9]: 

 

  
                    ;   

 

  
                    . 

Тогда 

 
  

  
                        

  

   
. (7) 

Подставив (6) и (7) в (4), для определения постоянных    и    получаем систему уравнений: 

 

                  
  

  
  

                       
    

   
    

 (8) 

Определитель системы (8) равен [9] 

                                
 

   
. 

Дополнительные определители: 

   
 

  
             

    

   
       ; 

    
 

  
             

    

   
       . 

В итоге, вычисление постоянных в (6) сводим к формулам: 

 

   
 

   
               

    

   
        

    
 

   
               

    

   
        

 (9) 

При     решения (6), (9), с точностью до обозначений, совпадают с теми, что получены в 

работе [8]. Если в (6), (9) положить    , то они будут описывать колебания осциллятора 
без учёта реактивной силы. 

Представим цилиндрические функции с помощью модуля       и фазы       [10]: 

                     ;                        . 

Учитывая (6), приходим к выводу, что изменение амплитуд колебаний во времени 

подчиняется зависимости 

        
    

          . (10) 

Если      , то [9]: 

                   
 

 
       

и, согласно (10), 

     
 

 
   

    
        . 

Таким образом, при      , независимо от  , колебания осциллятора происходят с 
постоянной амплитудой. 

При       выполняется неравенство [9] 

         
 

 
     , 

и из (10) следует, что 
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В этом случае, т.е. при      , свободные колебания в осцилляторе с убывающей массой 
    происходят с возрастающей амплитудой. 

Если      , то 

         
 

 
     ; 

     
 

 
   

    
    

  
 

   
 

 
   

 

 
  

. 

В силу последнего неравенства, колебания в осцилляторе с убывающей массой затухают при 

     . 

Что касается осциллятора возрастающей массы, то его колебания затухают при      , а 
увеличиваются амплитуды колебаний, когда      . 

Таким образом, в плоскости параметров  ,   можно выделить четыре области (полуполосы), 

в которых амплитуды колебаний убывают или возрастают. Эти области показаны на рис. 1, 

где стрелками отмечен характер изменения амплитуд. Ранее к таким областям привели 

приближённые решения рассматриваемой задачи, построенные ВБК-методом в работе [11]. 

 
Рис. 1. Области затухания и раскачивания колебаний реактивной силой 

АНАЛИЗ ЧИСЛЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Проведём расчёты колебаний осциллятора по формулам (6), (9) при следующих исходных 

данных:        кг;      кг/с
2
,         м/с,         м;        с

-1
 и        с

-1
 при 

убывании и возрастании массы соответственно. 

   
а)        б)       в)        

Рис. 2. Зависимости перемещений x  от времени t  для разных   при убывании массы осциллятора 

Результаты на рис. 2 подтверждают различный характер колебаний системы убывающей 

массы при      ;      ;      . 
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а)        б)       в)        

Рис. 3. Зависимости перемещений   от времени   для разных   при возрастании массы осциллятора 

Графики на рис. 3 свидетельствуют о выполнении амплитудной оценки, сделанной для 

колебаний осциллятора возрастающей массы. 

ВЫВОДЫ 

Аналитические решения уравнения свободных нестационарных колебаний осциллятора с 
экспоненциально переменной массой выражаются через функции Бесселя. Индекс 

цилиндрических функций в решении зависит от значения коэффициента реактивности  . При 
определённых значениях этого коэффициента колебания осциллятора могут затухать даже 

при отсутствии сил трения. В плоскости параметров, характеризующих изменение массы   и 
реактивной силы, получено четыре области (полуполосы), в которых амплитуды колебаний 
убывают или возрастают, что согласуется с результатами, полученными ранее методом ВБК. 
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ГІБРИДНОГО ВКБ-ГАЛЬОРКІН ПІДХОДУ В ЗАДАЧІ ПРО 
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У роботі розглядається ефективність застосування розширеного гібридного ВКБ-Гальоркін підходу в задачі про 

теплопровідність систем зі змінною геометрією на прикладі тонкого стрижня конічної форми. Застосування 

цього методу дозволило збільшити діапазон зміни параметра, що відповідає за форму стрижня. 

Ключові слова: асимптотичні методи, розширений гібридний ВКБ-Гальоркін підхід, тонкий стрижень конічної 

форми, процес теплообміну в конструкціях зі змінною геометрією. 


