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У двовимірній постановці розглянута задача згину пластини, послабленої співвісними тріщиною та щілиною. 

Тріщина трактується як математичний розріз, береги якого контактують по лінії в лицьовій поверхні пластини; 

під щілиною розуміється розріз з вільними від напружень поверхнями, на якому допускають від’ємний стрибок 

переміщень. Вивчено вплив взаємодії різнотипних дефектів на напружений стан поблизу їхніх вершин. 

Ключові слова: пластина, тріщина, щілина, взаємодія, згин, контакт берегів. 
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В двумерной постановке рассмотрена задача изгиба пластины, ослабленной соосными трещиной и щелью. 

Трещина интерпретируется как математический разрез, берега которого контактируют по линии в лицевой 

поверхности пластины; под щелью подразумевается разрез со свободными от напряжений поверхностями, на 

котором допустим отрицательный скачок перемещений. Изучено влияние взаимодействия разнотипных 

дефектов на напряженное состояние вблизи их вершин. 

Ключевые слова: пластина, трещина, щель, взаимодействие, изгиб, контакт берегов.  

INTERACTION OF CRACK AND COLLINEAR SLOT IN PLATE BENDING  
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The aim of the paper is to study the effect of interaction of contact rectilinear crack and coaxial slots for plate bending 
and on this basis to demonstrate qualitative differences in the concentration of stresses near defects of different nature. 
Crack is treated as a mathematical cut, the edges of which contact along the line on the outside of the plate. The slot is 
referred to as stress-free surfaces cut, the negative jump of normal displacement can occur on this cut. The problem of 
uniform bending of infinite plate weakened by through defects: cracks and slots located on a straight line, is considered 
in the two-dimensional formulation. The crack closure caused by bending deformation was studied based on classical 
hypothesis of direct normal and the previously developed model of contact of edges along the line. When the interaction 
of the edges on the crack under bending is taken into account, the asymmetry of stress fields along thickness across the 
plate is distorted. A new boundary problem for a couple of biharmonic equations of plane stress and plate bending with 
interconnected boundary conditions on the cuts has been formulated. The method of singular integral equations was 
applied to develop an analytical solution of the problem for defects of different lengths. The expressions for the 
derivatives from jumps of displacements and angles of the normal rotation, for the forces and moments intensity factors 
near the tips of defects, and for contact reaction on the closed edges of the crack have been obtained. Detailed analysis 
of these results was carried out for cracks and slots of equal length, depending on the parameter of their relative 
position. The comparison of findings with the known results for like dyads: crack-crack and slot-slot has been provided. 
As the result of the research show, the interacting contact crack and free slot are fundamentally different stress 
concentrators that produce qualitatively different patterns of local perturbations of the stress state of the plate. 
Key words: plate, crack, slot, interaction, bending, edges contact. 
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ВСТУП 

Адекватний аналіз міцності та довговічності тонкостінних конструкцій не можливий без 
урахування концентрації напружень поблизу тріщиноподібних дефектів. Серед проблем 
механіки тріщин у пластинах та оболонках виділяється специфічний круг задач, пов’язаних 
із взаємним наляганням поверхонь тріщин, які потрапляють у зону стиску. Контактна 
взаємодія берегів дефектів може істотно перерозподілити поле напружень і вплинути на 
показники міцності конструкції. Стосовно тонких пластин згадані задачі природно постають 
у разі дії на пластину згинального навантаження, яке дає різні знаки напружень обабіч 
серединної поверхні. Якщо теорія щілин (тріщин з вільними від в’язей поверхнями) у 
зігнутих пластинах достатньо розвинута [1-3], то феномен часткового закриття тріщин за 
згину пластин у рамках двовимірних теорій вивчався лише в останні десятиріччя. Найбільш 
продуктивною тут виявилася модель контакту берегів уздовж лінії [4-7]. Асимптотичне 
дослідження взаємодії контактної тріщини і щілини за великої віддалі між різнотипними 
дефектами описано в повідомленні [8]. У статті [9] розглянуто пружну рівновагу зігнутої 
пластини, послабленої прямолінійними тріщинами, сполученими зі співвісними щілинами. 

Мета цієї роботи – побудувати аналітичний розв’язок задачі про взаємодію прямолінійної 
контактної тріщини та співвісної щілини за згину безмежної пластини і на цій основі 
продемонструвати якісні відмінності у концентрації напружень поблизу дефектів різної 
природи. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Насамперед пояснимо термінологію. Тріщину розглядаємо як математичний розріз з 
нульовою відстанню між берегами, які можуть контактувати, взаємно не проникаючи. Під 
щілиною розуміємо фізичний розріз з малою відстанню між берегами, однак у модельній 
постановці трактуємо її як математичний розріз з вільними від напружень поверхнями, на 
якому допускається від’ємний стрибок переміщень. Рівень згинального навантаження 
припускається таким, що береги щілини не контактують за жодних умов. 

Розглянемо нескінченну ізотропну пластину    2, , ,x y z h h  R , послаблену двома 

прямолінійними наскрізними дефектами, розташованими на одній прямій, що співпадає з 

віссю абсцис (рис. 1). Нехай 12l  – довжина тріщини, 22l  – довжина щілини, а d  – відстань 

між центрами дефектів. Пластина навантажена згинальними моментами m , рівномірно 
розподіленими на безмежності. Слід визначити напружено-деформований стан дефектної 
пластини з урахуванням закриття тріщини, спричиненого деформацією згину. 

 

Дослідження проводили у двовимірній постановці, спираючись на гіпотезу прямої нормалі та 
модель контакту вздовж лінії [4-7]. Врахування взаємодії берегів на тріщині за згину 
порушує антисиметрію полів напружень по товщині у всій пластині. Напружений стан ззовні 
дефектів описуємо бігармонічними рівняннями плоского напруженого стану та класичної 
теорії згину пластин: 

 Lyxw \),(,0,0 2
R ,(1) 

Рис. 1. Співвісні щілина та тріщина в безмежній пластині 
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де   – функція Ері, w  – прогин пластини, 2222 yx   – оператор Лапласа, L  – 

сукупність розрізів. 

Крайові умови на берегах розрізів задаються в локальних системах координат залежно від 
типу дефектів. Для тріщини – це умови контакту берегів [4], записані в рамках гіпотези 
жорсткої нормалі: 

   
1 11 1 0,y yu x h x                

1 1 11 1 1, 0 , 0 sgn ,y y yM x h N x x        
1 1, 0 0;yN x   

  
1 1 1, 0 0,x yN x      

1 1 1 1, 0 ,x yP x C     1 1 1,x l l  ;(2) 

для щілини – класичні умови вільного краю [1-3]: 

 
2 2 , 0 0yN x  ,  

2 2 , 0 0yM x  ;    
2 2 2 , 0 0x yN x  ,    

2 2 2 2, 0x yP x C ,    2 2 2,x l l  . (3) 

На безмежності задано зовнішнє навантаження: 

 ),(,0,,0 yxNNNmMMM xyxyyxyx .  (4) 

У формулах (2)-(4) і далі використано такі позначення: 
nxu 

  , 
nyu 

   – розриви переміщень на 

розрізах у серединній площині пластини, 
nx 

  , 
ny 

   – стрибки кутів повороту нормалі; xN , 

yN , xyN  – мембранні зусилля, xM , yM , xyM  – згинальні та крутний моменти, yQ  – 

перерізувальна сила, xyyxy MxQP   /1  – узагальнений за Кірхгофом крутний момент; nC  

– довільні сталі. Під значеннями зусиль та моментів на розрізах (при 0y ) розуміємо 

півсуми їх граничних значень при 0y ; самі ж чинники при переході через розрізи 

змінюються неперервно: 0
n ni n n n ny x y y x yN N M P                  ,  ,n n nx l l  , 1, 2n  . 

Співвідношення (1)-(4) – некласична крайова задача для пари бігармонічних рівнянь із 
загалом взаємопов’язаними крайовими умовами на розрізах. 

ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКУ 

Для побудови розв’язку сформульованої задачі використали метод сингулярних інтегральних 
рівнянь. Інтегральні зображення зусиль та моментів на лініях розрізів подаються формулами 
[3]: 
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Тут і далі EhB 2 , ))1(3(2 23  EhD , )1)(3(  a , E  і   – модуль Юнга та 

коефіцієнт Пуассона матеріалу пластини. 

Після підстановки інтегральних зображень (5) у крайові умови (2), (3) отримали систему 
сингулярних інтегральних рівнянь задачі: 

     
1 1 11 1 1sgny y yu x h x x 
            , 

         1 2 1 2

1 2 1 1 2

1 2 1 2
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1 1 1 1
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4 4

l l l l
y y y y y

l l l l

d d Bh x u d u dDa
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  ,    2 2 2,x l l  . (6) 

Єдиність розв’язку рівнянь (6) у класі функцій, необмежених на кінцях розрізів, 
забезпечують додаткові умови однозначності переміщень та кутів повороту нормалі: 
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За рівномірного навантаження  
1 1sgn consty x    , отож, (6) – система рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами. Аналітичний розв’язок задачі (6), (7) побудували у вигляді: 
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, , 1, 2n k  , 

n k , де  E  ,  K   – повні еліптичні інтеграли відповідного першого та другого роду з 

аргументом   222 n k n kl l d l l    . 

За знайденим розв’язком (8) і формулами 
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отримали значення коефіцієнтів інтенсивності зусиль та моментів в околах вершин дефектів: 
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. (9) 

Підставивши розв’язки (8) у перше з інтегральних співвідношень (5) і прийнявши 2,1  kn , 

отримали вираз для обчислення контактних зусиль між зімкнутими берегами тріщини: 

  
 

1

1
1

2 2

1 2

| |
,0
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N x

h x d l






 

  
.(10) 

Зазначимо, що силова нерівність контакту в крайових умовах (2) не порушується.  

АНАЛІЗ РЕЗУЛЬТАТІВ 

Проаналізуємо отримані розв’язки для випадку дефектів однакової довжини lll  21 . 

Введемо безрозмірний параметр відносного розташування дефектів dl2 . Формули (9) 

матимуть вигляд: 
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Задля порівняння наведемо іще вирази коефіцієнтів інтенсивності у вершинах двох 
колінеарних щілин [2, 3]: 

021  
NN KK ,  

   
1 2
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1
M M
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K K m l

  

 


  

   
 

, (12) 

та двох колінеарних контактних тріщин [10]: 
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На рис. 2 подано графічні залежності коефіцієнтів інтенсивності силових чинників, що 
обчислюються за формулами (11)-(13) та відображають вплив одного з дефектів на 
напружено-деформований поблизу іншого. Якщо на одному з дефектів врахувати контакт 
його берегів (розглядаємо тріщину), то відсутність чи наявність взаємодії на іншому ніяк не 
вплине на напружено-деформований стан в околі цього дефекту (розкриття тріщини в діаді 
«тріщина – щілина» таке ж, як і в діаді «тріщина – тріщина». Якщо ж розглянути щілину – 
без взаємодії берегів, то врахування контакту на другому дефекті (тріщині) призведе до 
зменшення коефіцієнтів інтенсивності згинальних моментів на щілині та до появи 
ненульових коефіцієнтів мембранних зусиль. 

 
Рис. 2. Коефіцієнти інтенсивності мембранного зусилля та згинального моменту для діад співвісних дефектів:  

1 – щілина – щілина, 2, 3 – щілина – тріщина, 4 – тріщина – тріщина 

Рис. 3 демонструє розподіл контактних зусиль на лінії тріщини. При наближенні тріщини до 

щілини (зростання  ) реактивні зусилля збільшуються за модулем, отже, взаємодія кромок 

тріщини інтенсифікується. 
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Рис. 3. Розподіл контактної реакції між зімкнутими берегами тріщини, яка взаємодіє з щілиною 

У граничному випадку 0  отримуємо відомі результати для ізольованої тріщини [4, 5] та 

щілини (з неврахуванням взаємодії країв) [1–3]. Якщо зближувати дефекти, то в границі 

1  у внутрішній вершині тріщини отримаємо кореневу особливість контактного зусилля, 

як і в задачі для згину пластини зі сполученими тріщиною та щілиною [9]. 

ВИСНОВКИ 

Прийняті в роботі моделі тріщини та щілини дали можливість побудувати аналітичний 

розв’язок задачі згину пластини з різнотипними колінеарними дефектами різної довжини. 

Виконане дослідження показало, що контактна тріщина і вільна щілина, що взаємодіють між 

собою і в умовах деформації згину, є принципово різними концентраторами напружень, які 

продукують якісно відмінні картини локальних збурень напруженого стану пластини. 
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ОЦЕНКА ВЛИЯНИЯ ТЕМПЕРАТУРНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ  

НА КОЛЕБАНИЯ РОТОРА С ПОПЕРЕЧНОЙ ТРЕЩИНОЙ  

С УЧЕТОМ КОНТАКТИРОВАНИЯ БЕРЕГОВ 

Шульженко Н. Г., д. т. н., профессор, Зайцев Б. Ф., д. т. н., с. н. с.,  

Руденко Е. К., к. т. н., н. с., Асаенок А. В., к. т. н., н. с. 

Институт проблем машиностроения им. А.Н. Подгорного НАН Украины, 

ул. Пожарского, 2/10, Харьков, 61000, Украина 

shulzh@kharkov.ua 

Представлена методика расчета колебаний неравномерно нагретого ротора с «дышащей» трещиной. 

Использованы МКЭ, конечно-разностное решение начальной задачи с итерациями для выполнения условий 

контактирования берегов. На реальном примере исследованы особенности колебаний ротора с учетом влияния 

температурного поля. 

Ключевые слова: колебания, ротор, поперечная трещина, температурное поле, конечный элемент, контакт 

берегов. 


