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МЕТОД РЕШЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ЗАДАЧ УПРУГОЙ 

ДИФФУЗИИ С ПРОИЗВОЛЬНЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 
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Предлагается подход к решению начально-краевых задач упругой диффузии, основанный на построении 

интегральных соотношений, связывающих между собой правые части граничных условий различных типов. 

Предполагается, что одно из этих решений найдено. Тогда интегральные соотношения рассматриваются как 

уравнения относительно правых частей, эквивалентных другим условиям. Для их решения используются 

квадратурные формулы. 

Ключевые слова: упругая диффузия, нестационарные задачи, преобразование Лапласа, упругий 

однокомпонентный слой, интегральные уравнения Вольтера. 
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З ДОВІЛЬНИМИ ГРАНИЧНИМИ УМОВАМИ 
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Пропонується підхід до розв'язання початково-крайових задач пружної дифузії, заснований на побудові 

інтегральних співвідношень, що зв'язують між собою праві частини граничних умов різних типів. 

Передбачається, що одне з цих рішень знайдене. Тоді інтегральні співвідношення розглядаються як рівняння 

щодо правих частин, еквівалентних іншим умовам. Для їх вирішення використовуються квадратурні формули. 

Ключові слова: пружна дифузія, нестаціонарні задачі, перетворення Лапласа, пружний однокомпонентний 

шар, інтегральні рівняння Вольтера. 

METHOD SOLVING FOR THE UNSTEADY PROBLEM OF THE ELASTIC DIFFUSION 

WITH ARBITRARY BOUNDARY CONDITIONS 
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Solving many of unsteady problems in continuum mechanics including elastic diffusion problems is associated with 

serious mathematical challenges. These are due to the need of Laplace transform conversion used to solve problems of 

this type. Depending on certain types of boundary conditions, solution for these problems may be produced using the 

Fourier trigonometric series, which significantly simplifies the originals’ finding algorithm [1]. The disadvantage of this 

method is the restricted application area, which is due to the specifics of boundary conditions. 

In order to overcome this disadvantage, it is proposed approach to solving initial-boundary problems is based on 

integral relations which connect right sides of boundary conditions of different types. One of these solutions is assumed 

to be found. In this case, integral relations are considered as equations as regard to right sides which are equivalent to 

other conditions. Quadrature formulas are used to solve these equations. In this case, it will be sufficient to solve a 

single (benchmark) problem while all other problems will be reduced to it using the relations given below. The 

proposed method is demonstrated through the example of a one-dimensional unsteady problem for elastic diffusion 

layer. 

Key words: diffusion with elasticity, unsteady state problems, Laplace transform, elastic one-component layer, Volterra 

integral equations. 

Пусть имеется однородный слой, ограниченный поверхностями 3 0x   и 3x L  ( 1 2 3Ox x x  – 

прямоугольная декартова система координат). Одномерные физико-механические процессы 

в среде описываются моделью связанной упругой диффузии [1, 2]: 

 uDuu   , ; (1) 

        


1
221

1
121

1
210

1
110

,,, fuffuf
xxxx

; (2) 

 0
000



uu  , (3) 

где штрих обозначает производную по пространственной переменной x , а точки – 

производные по времени  . 

Здесь и далее используются следующие безразмерные величины в (1)-(3) (при одинаковом 

начертании они обозначены звёздочкой, которая в остальных формулах опускается): 
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
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где t  – время; 3u  – перемещение вдоль оси 3Ox ; 0T  – температура среды; 0nn  – 

приращение концентрации; 0n  и n  – начальная и текущая концентрации вещества; ijklC  – 

компоненты тензора упругих постоянных;   – плотность среды; ij  – коэффициенты, 

определяемые типом кристаллической решётки и характеризующие относительное объёмное 

изменение за счёт диффузии; R  – универсальная газовая постоянная; ijD  – коэффициенты 

самодиффузии. 

Для решения задачи (1)-(3) рассматриваем вспомогательную (эталонную) задачу, 

определяемую уравнениями (1), начальными условиями (3) и граничными условиями 

(правые части вторых и третьих равенств здесь и в (2) совпадают): 

            2 1 2 1

11 21 12 220 10 1
, , , .

x xx x
u D f u f u D f u f

  
                  (4) 

Ее решение найдено в работе [1] и в интегральной форме имеет вид (звездочка обозначает 

свёртку по времени): 

    
2 2

2 1 2 1

21 1 22 2 11 1 12 2

1 1

,l l l l l l l l

l l

u G f G f G f G f
 

          , (5) 

     1 1 1 1 1 2 1 2 1

1 1

cos , sink k k n n k k n n

n n

G H G x G G x
 

 

          . 

Здесь 1klG   , 2klG u  – функции Грина задачи (1), (3), (4), т.е., решения четырех задач ( k , l  

– их номера), включающих в себя уравнения (1), начальные условия (3) и следующие 

граничные условия: 

     

     ,,

,,

221221112

120211012









lkxkllkxklkl

lkxkllkxklkl

GGDG

GGDG
 

где    – дельта-функция Дирака; ik  – символ Кронекера, 2,1i . 

Полагая теперь, что решение эталонной задачи удовлетворяет равенствам     1
11,0 f , 

    1
12,1 f  и, учитывая,     1

21
2

21 ff ,    2 1

22 22f f  , приходим к системе уравнений 

Вольтера типа свёртки относительно функций  2
11f  и  2

12f : 

 
         

         ,,0,1

,,1,0

2
2

12111
2

11111

1
2

12111
2

11111


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fGfG

fGfG
 (6) 

где 

           

           .,0,1

,,1,0

1
22121

1
21121

1
122

1
22121

1
21121

1
111





fGfGf

fGfGf
 

Здесь учтены установленные в [1] свойства симметрии функций Грина. 

Основной сложностью при решении системы (6) является то, что функции  ,0111G  и 

 ,1111G  имеют особенность при 0 . Для исследования характера особенностей поступим 
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следующим образом. В пространстве изображений Лапласа функция влияния  ,111 xG  имеет 

вид [1] ( s  – параметр преобразования Лапласа): 

    ,,cos
1

,
1

111111 nxsG
s

sxG n

n

n
L

n
L  





 

где 

 
 
 

    
2 2

2 2 2 2 4

111 2

2
, , .

,

nL

n n n n n

n

s
G P s s s D

P s


      


 (7) 

Для функции 
L

nG111  в формуле (7) сделаем следующее преобразование: 

 
     

4
2 2 2

111 2 2

22
, , ,

,

L n
n n n n

n n

G Q s s D P s
s D Q s


      

  
. 

Тогда, оригинал функции  sxGL ,111  имеет следующее представление: 

       








 









1

3

1

1113111 2cos21,,cos2,
2

,
22

n

n

n

nn
D nxqqxxGe

x
xG , (8) 

где 

    ,sincos
2

3
4321111


 nnn D

n
s

nnnnnn eAeAAAeG  

1ns , 2ns  – комплексные, а ns3  – действительный корень многочлена  sP n ,2 , 0Re 1  nn s , 

nn s1Im , nn ss 12  , 03 ns ;  qx,3  – тета-функция Якоби [3]; коэффициенты 4,1, qAnq  

находятся по формулам: 

       

4 4 4 4

1 2 3 42 2 2 2 2

1 1 3

2Re , 2Im , ,
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   
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        
. 

В работе [1] получены приближённые значения корней многочлена  sP n ,2 . На основании 

этих равенств можно сделать вывод, что общий член  nG111  имеет порядок  2nO  и 

соответствующий ряд в (8) сходятся абсолютно x  при 0 . Функция  ,1111G  ограничена 

при 0 , а функция  ,0111G  в окрестности 0  имеет интегрируемую особенность 

порядка 21  [3]. В этом случае, следуя [4], домножим каждое из уравнений (6) на   21
d  

и проинтегрируем от 0  до  . Тогда, получим: 
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11 12

0 0

,

,

K t f t dt K t f t dt
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 

 

 (9) 

где 
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ddG
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K kk

 

причём ядра  kK  не имеют особенностей в нуле и   2,1,00  kk . 

Для решения системы (9) удобно использовать квадратурные формулы. Разбиваем область 

 0, T  изменения времени   на N  отрезков точками i ih   с равномерным шагом h T N  и 
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вводим сеточные функции    i
kk

iik
k
i KKfy  ,2

1 . Каждый из интегралов в (9) при i    

приближенно заменяем суммой, соответствующей формуле средних прямоугольников: 
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где узлы находятся по формулам: 
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
 . 

В результате приходим к рекуррентной последовательности систем линейных 

алгебраических уравнений ( 1i  ): 

 ,2121   ii bAy  (10) 

где 
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Решение системы (10) имеет вид: 

       
.,

21
21

21
21

2
21

1
21

1
21

2
212

2121
21

21
21

2
21

2
21

1
21

1
211

21

KK

bKbK
y

KK

bKbK
y

ii
i

ii
i















  

Подставив это решение в (5), получим решение исходной задачи (1)-(3). 

Замечание. Так как функция  ,111 xG  имеет особенности при 0 , то численное 

вычисление свёрток (6) затруднительно. Для решения этой проблемы проинтегрируем 

первое равенство по   от 0  до  , получим: 

          ,,1,,

0

2
12

0

2
11

0




 dttftxGdttftxGdx  

где 

   

   

      

     

2
3

111

4 3

2
1 1 3

1

2
1 1

2

2

1

, ,

12
1 cos 2 1 cos

2 sin cos cos

2 cos sin

n n

n

n

t

D t s tn n
n n

n nn n

tn
n n n n n n

n n

tn
n n n n

n

G x t G x t d

A A
t e x e x

D s

A
e t t x

z

A
e t t

z



 
   

 


 



 

     

              
  

               

          



 



 
1

cos .n n

n

x




 

 

Данное преобразование позволяет улучшить сходимость рядов, входящих в  ,111 xG , что 

позволяет сократить вычисления при численной реализации алгоритма. 
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Теперь, выполнив аналогичное разбиение промежутка  0, T , с помощью квадратурных 

формул придём к системе уравнений относительно  ix  , . Решение этой системы строится 

аналогично (11). С помощью формулы симметричных прямоугольников получим: 

       














 
1

1

2
2121

1

1
2121

1

1

2121 ,1,,,
i

j

jji

i

j

jji

i

j

ji yxGyxGxx . 

Функция  ,211 xG  не обладает особенностью при 0 , поэтому, для численного 

вычисления функции  ,xu  можно воспользоваться формулами (6) напрямую. 

УЧЁТ СИММЕТРИИ В ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ ЗАДАЧИ УПРУГОЙ ДИФФУЗИИ 

В ряде случаев, при решении задач упругой диффузии можно обойтись без построения 

соотношений между правыми частями граничных условий. Существуют возможности 

непосредственного выражения функций влияния различных задач друг через друга. В 

качестве примера, рассмотрим задачу, включающую в себя уравнения (1), начальные условия 

(2) и следующие краевые условия: 

     

     

3 3

11 210 0

3 3

12 221 1

, ,

, .

x x

x x

f t u f t

f t u f t

 

 

   

   
 

Решение этой задачи будем искать в форме, аналогичной (5): 

   



2

1

3
212

3
111

2

1

3
222

3
121

~~~~

l

llll

l

llll fGfGfGfGu , 

где 

           ,cos
~~

,
~

,sin
~

,
~

1

20222

1

11 









n

nklnklkkl

n

nklnkl xGGxGxGxG  (11) 

 jklnG  , 1,2k   – функции, подлежащие определению. 

Подставив (5) и (11) в (1) и применив преобразование Лапласа, получим соответственно при 

1n : 

2 2 2 3

2 2 1 1 1 2, ;L L L L L L

kln n kln n kln kln n kln n klns G G G sG D G G          

2 2 2 3

2 2 1 1 1 2, .L L L L L L

kln n kln n kln kln n kln n klns G G G sG D G G          

Переписав последнюю систему в виде 

      L
knn

L
knn

L
kn

L
knn

L
knn

L
kn GGDGsGGGs 2

3
1

2
112

2
2

2 ~~~
,

~~~
  

получим 

 
L
kln

L
kln

L
kln

L
kln GGGG 1122

~
,

~
 . (12) 

Определим теперь  02

~
klG . Это удобно сделать отдельно. Применив к задаче (1), (3), с 

граничными условиями 

 
     

 

3 3

21 1100

11

, ,

0, 0

xx

xx

u f f

u





      

    
 

преобразование Лапласа, 
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LLLLL uDsuus  ,2 , 

затем редукцию к нулевым граничным условиям  

 ,UuL , 

где 

              

   

* *

11 21 11

2
* *

, , , ,

1 ,
2

L L Lx s x f s x s x f s f s

x
x x x x

      

     
 

и разложение в ряды Фурье 

         









11

0 sin,,cos,
n

nn

n

nn xssxxsUsUsxU , 

         









11

0 sin,,cos,
n

nn

n

nn xssxxsssx , 

получим для нулевой гармоники 0U  следующую задачу: 

 
LfsUs 3

110
2

0
2  . (13) 

Здесь учтено, что 

      sfsfsf LLL 3
11

3
21

3
11 ,  . 

Решая (13), находим: 

  HG
s

Gf
s

uf
s

U kl
L
kl

LLL
02202

3
21200

3
2120

~1~11
. 

В следующей таблице предложена условная классификация задач упругой диффузии, в 

основе построения которой используется идеология классификации задач математической 

физики. 

Таблица 1 – Классификация задач механодиффузии 

№ 

группы 
Вид граничных условий Классификация 

(I) 
   

   ,,

,,

221121

210110

tfutf

tfutf

xx

xx








 

Первая краевая 

задача 

(II) 
       

       ,,

,,

221121

210110

tfutfDu

tfutfDu

xx

xx








 

Вторая краевая 

задача 

(IIIа) 

     

     ,,

,,

221121

210110

tfutfDu

tfutfDu

xx

xx








 

     

     ;,

,,

221121

210110

tfutf

tfutf

xx

xx








 

Третья (смешанная) 

краевая задача 
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Продовження таблиці 1 

(IIIб) 

     

     

11 2100

12 221 1

, ,

, ;

xx

x x

u D f t u f t

f t u f t



 

     

   
 

     

   

11 2100

12 221 1

, ,

, ;

xx

x x

u D f t u f t

f t u f t



 

     

  
 

     

       

11 2100

12 221 1

, ,

, .

xx

x x

u D f t u f t

u D f t u f t



 

     

       
 

 

Данная таблица не претендует на полноту, но отражает наиболее типичные граничные 

условия, сочетающие кинематику и динамику механодиффузионных процессов на границах 

рассматриваемых сред. 

Краевые задачи с граничными условиями (IIIа) допускают возможность построения решений 

в виде неполных рядов Фурье [1] и кроме того, как показано в данной работе, их функции 

Грина связаны между собой с помощью соотношений (12). Решения остальных задач можно 

получить, используя предложенный в работе метод эквивалентных граничных условий. В 

качестве эталонной задачи можно выбрать любую из задач группы (IIIа). 

Пример. Для иллюстрации предложенного метода эквивалентных граничных условий, 

рассмотрим задачу (1)-(3), с граничными условиями вида: 

   1

110 0 1 1
, 0, 0, 0,

x x x x
f H u u

   
          

где  H  – функция Хевисайда. 

Рассматриваемая среда – алюминий, имеющий следующие характеристики: 

 мL
с

м
D

м

кг
КT

м

Н
C 1,1071.6,2700,773,1026.1

2
6

33302

11
3333  

.  

Результаты численных вычислений для перемещений в различных точках слоя по формулам 

(5) при количестве точек разбиения 100N  и количестве членов рядов Фурье 100M  

показаны на рис. 1. 

 

Рис. 1. Зависимость перемещений от времени: 0.05x   – сплошная линия, 0.12x   – точечная линия,  

0.18x   – пунктирная линия 

Отметим, что при уменьшении вдвое шага разбиения и увеличения вдвое количества членов 

ряда Фурье графики совпадают. 
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