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У роботі показано, як застосування методу збурення дозволяє отримати асимптотичні розв’язки двомірних 
задач нелінійної теорії пружності. Наведені основи методу та приклади. Проведено порівняння результатів з 

відомими для аналогічних лінійних випадків. 
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В данной работе показано, как применение метода возмущения позволяет получить асимптотические решения 
двухмерных задач нелинейной теории упругости. Приведены основы метода и примеры. Проведено сравнение 

результатов с известными для аналогичных линейных случаев. 
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In the given work it is shown, how application of a method of perturbations allows to receive asymptotic solutions of 
two-dimensional tasks of the nonlinear theory of elasticity. Bases of a method and examples are reduced. Comparison 
of outcomes with known for similar linear cases is lead. Two-dimensional tasks for orthotropic skew fields with 
rectilinear anisotropy were researched in many works. Thus numerical methods were applied both analytical, and. The 
packages of computer programs developed for such tasks such, as ADINA, NASTRAN  are known. Also programs are 
widely used the ABAQUS, ANSYS. Account of nonlinearity, anisotropy of modern materials for which the deviation 
from the law of Hooke takes place, considerably hampers searching the basic performances of the is intense-deformed 
condition. The meeting tasks of mechanics connected with nonlinearity, lead to significant mathematical difficulties. 
Application asimptotic methods enable to solve the given problem. As a result of a solution of some tasks of physically 
nonlinear theory of elasticity it is shown, that in a zero approximation it is possible to receive analytical solutions of the 
complicated mixed tasks. It is shown, that it is possible to reduce a nonlinear boundary value problem to a sequential 
solution of tasks of a potential theory. As is known, physical nonlinearity of a material can be mapped differently in 
expressions of connection of strains and voltages. In work the classical case when the nonlinear part is noted in an 
explicit aspect in shearing stresses is considered. Comparison of outcomes of similar tasks for linear and nonlinear cases 
is lead. 
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ВСТУП 

Двомірні задачі для ортотропних тіл з прямолінійною анізотропією досліджувались у 

багатьох роботах достатньо ретельно та всебічно, як за допомогою аналітичних, так і 

чисельних методів. Відомі розроблені для таких задач пакети комп’ютерних програм. 

Наприклад, у скінченно-елементних комплексах програм, таких, як ADINA, NASTRAN, 

використовуються різноманітні методи розв’язання великих систем рівнянь. Ефективним є 

фронтальний метод, реалізований у програмах ABAQUS, ANSYS та ітераційні методи [1]. 

Урахування нелінійності, анізотропії сучасних матеріалів, для яких має мiсце відхилення вiд 

закону Гука, суттєво ускладнює пошук основних характеристик напружено-деформованого 

стану. Відповідні задачі механіки, пов’язані з нелінійністю, приводять до нездоланних 

математичних труднощів. Застосування асимптотичних методів, наприклад, методу 

збурення, надає можливість вирішити це питання [2]. 

Мета статті – розв’язання деяких задач фізично нелінійної теорії пружності за допомогою 

запропонованого авторами  методу збурення. Показати, що в нульовому наближеннi вдається 

отримати аналiтичнi розв’язки  навіть дуже складних мiшаних задач [3]. Провести 

порівняння розв’язків нелінійних задач з їх лінійними аналогами [4]. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 

Нехай напруження та деформацiї пов’язані такими аналiтичними залежностями: 

      11 1 22 2 12 12, ,x y y xA u A A u
 

        , (1) 

де 1A , 2А ,  12А  – сталі матеріалу, аналоги модулiв пружностi (зсуву) в лiнiйному 

ортотропному пружному матерiалi вздовж головних напрямкiв анiзотропiї, якi спiвпадають з 

декартовими координатами x , y ; k  – стала. 

Пiсля пiдстановки в рiвняння рiвноваги виразiв (1) маємо: 

          12 1 2 10, 0, ,x y x y x yx y x y
u u u q A A q A A

  
             . (2) 

Тепер питання про визначення напружено-деформованого стану пружного фiзично 

нелiнiйного ортотропного тiла зведено до інтегрування рівнянь (2) при вiдповiдних крайових 

умовах. 

Для реальних ортотропних матерiалiв 1   i цей параметр можна розглядати як малий. 

Тому, як i ранiше, вводяться перетворення: 

                   1 2 1 2

1 2, , ,
i i i i

i i i i i i

i ix y u U v V
               

( 1,2i  , 1i  ), якi визначають два типи напружено-деформованого стану. 

У нульовому наближеннi по   маємо ( 1q  ): 

 
       

   

1 1 1 1
1 1 1 1

1 1

1,0 1,0 1,0 1,0

(1) 1,0 (1) (1) 1,01
11,0 1 22,0 12,0 12

0, 0,

, 0, ,

U U V U

A U A U

   

   
   


 


    

   

  

 (3) 

        
2 2 2 2

2 2 2 2

2,0 2,0 2,0 2,00, 0,U V V V
   

   
   
     (4) 

   
2 2

(2) (2) 2,0 (2) 2,01
11,0 22 2 12,0 120, ,A V A V


 


       . 

Повне дотичне напруження 
   1 2

12,0 12,0 12,0    . 



90 

Фізико-математичні науки 

Якщо буде знайдена функцiя 1,0U з першого рiвняння в (3), то 1,0V з другого рiвняння 

визначається простим iнтегруванням. Аналогiчно для функцiй 2,0V  i 2,0U  з рiвнянь (4). Але 

виникає питання: як розв’язувати перше рiвняння в (3), або друге в (4). Для цього 

запропоновано метод збурення. Вважаючи 
11k   , де 

1  – деякий «малий» параметр, 

введемо новi незалежнi змiннi: 

    * *

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,             (5) 

і представимо функцiї 1,0U , 1,0V , 
1  ,

1  у виглядi рядiв по параметру 
1 : 

              1,0 1,0

1 1 1 1 1 1 1 1

0 1

,
j j j jj j

j j

U V u v     
 

 

   . (6) 

Тодi з першого рiвняння в (3) для нульового та першого наближень по 1  матимемо, що 

основнi функцiї знаходяться з рiвнянь Лапласа: 

  
2 2

1 1

*2 *2

1 1

0 0,1
i iu u

i
 

 
   , (7) 

якщо функцiї 1

1 , 1

1  задовольняють спiввiдношенням: 

 
1 0 1 0 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1
ln , ln ,

2 2

u u     

      


    , (8) 

а допомiжнi функцiї визначаються через основнi таким способом: 

 
2 0 2 0

1 1

*2 *

1 1 1

0
v u 

  
  , (9) 

 
2 1 2 1 2 0 0

1 1 1 1 1

*2 * * 0

1 1 1 1 1 1 1

3
ln 0

2

v u u u

u

    

      
   . (10) 

Для другого напружено-деформованого стану маємо аналогiчнi результати. Показана 

можливiсть сформулювати крайові умови для основних функцiй, зв’язок мiж двома типами 

напружено-деформованого стану вiдбувається через межові умови по дотичних 

напруженнях. Оскiльки в нульовому наближеннi по параметру   вдається отримати 

аналiтичнi розв’язки навiть дуже складних мiшаних задач, то основною проблемою є 

знаходження функцiй 1

1 , 1

1  (та аналогiчних з iндексом два), якi залежать вiд розв’язку тiєї 

чи iншої задачi в нульовому наближеннi. Але й ця проблема зведена до простого 

iнтегрування. Отже, нелiнiйна крайова задача знову зводиться до послiдовного розв’язання 

задач теорiї потенцiалу. Розв’язано задачу про фiзично нелiнiйну напiвплощину пiд впливом 

нормального навантаження виду 0
11 2 2

P

y




 
 


. Знайденi значення перемiщень та 

напружень. Наприклад, нормальнi напруження при 2 0t  , ( *

1 1 0y    ) мають вигляд: 

  
 

 

*
10 1 1

11 1 *
11 1

ln 11

1 2 11 1

tP t t
B

t tt t
 



  
     
      

, 

    *

1 1 1 1 0 1 1

1 1 1
ln 1 ln 1

4 2 2
t t t B t t 

  
        

  
, (11) 
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1t   ,   
2 1t   ,    1

1 0ln 2B A P  . 

На рис. 1 залежно вiд координати 
1t  проведено порівняння результатів для лінійного та 

нелінійного випадків. Представленi напруження    1 0 11 1,0P t     , де  11 1,0t  

визначаєься з формули (11) ( 0B  , 
1 2 3  , крива 1 відповідає лінійному матеріалу). 

Коли B  збiльшується, 
1  зменшується при малих значеннях 

1t . Якщо B  зменшується, то 

напруження веде себе навпаки. Коли параметр 
1  збiльшується (зменшується), 

1  

збiльшується (зменшується). 

 

Рис. 1 

При розв’язанні деяких задач розглядається напружено-деформований стан пластинок з 
криволiнiйною анiзотропiєю, головнi напрямки якої спiвпадають з криволiнiйними 

iзометричними координатами  ,  , такими, що: 

 
         

 

Re , , Im , , ,

, , 1 .i

x x y y z

z x iy e i 

         

 

          

    
 (12) 

Питання про напружено-деформований стан пружної анiзотропної пластинки зводиться до 
iнтегрування рiвнянь рiвноваги i сумiсностi деформацiй: 

 1 211
11 11 22 222 0,

 
  

 
       

  2 122
22 22 11 112 0,


  

 
       (13) 

     
     

2 2 2 2
2 222 22 111 1 2 1 2

11 11 11 22 11 222
3 2 0,

H e H e H e
H e e

  

  
         
  

 

при вiдповiдних крайових умовах ( H  – параметр Ламе). 

Для випадку полярних координат (цилiндрична анiзотропiя) маємо: 

  , Re cos , Re sin ; Re ,R x y H           

 1 2

11 22

1 1
1, 0, .

H H
R const

H H

 

 
        (14) 

Враховуючи залежностi (1) та рiвняння 
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11 22 12

1 1 1
, ,

Re Re Re

u v v u
e e u e v

  

   

   

     
          

     
 

одержимо  

 11 1 22 2 12 12, , ,
u v v u

A R e A R e u A R e v

  

        
  

   

          
          

     
 (15) 

i рiвняння рiвноваги набудуть вигляду: 

 

 

 

1 0,

2 0.

u u v v u
v q u

v v u v u
q u v v

   

  

      
 

      

      
  

      

       
              

       

     
             

     

 (16) 

Пiсля розщеплення напружено-деформованого стану на двi складовi з рiзними 

властивостями, в нульовому наближеннi по   матимемо 

       
1 1 1 1

1 1 1

1,0 1,0 1,0 1,00, 0U U q V q V
   

   
  
    , 

   
2

1 1 1

1 1

1,0 1,0 1,0 1,0

11 1 22 2, ,A R e U A R e V



 
   

    
       

 1

1

1,0 1,0

12 12A R e U


 

    , 

     
2 2 2

2 2 2

2,0 2,0 2,00, 0U q V V
  

  
  
   , 

   
2

2 1 2

2 2

2,0 2,0 2,0 2,0

11 1 22 2, ,A R e U A R e V



 
   

     
      

 2

2

2,0 2,0

12 12 .A R e V


 

     

Після введення нових змiнних (5) та знаходження функцiй U , V ,  ,   у виглядi рядiв (6) в 

нульовому та першому наближеннях, як i в попереднiх випадках, приходимо до iнтегрування 

рiвнянь Лапласа вiдносно основних функцiй. Функцiї 1

1 , 1

1  задовольняють 

спiввiдношенням (8). Показано можливiсть постановки граничних задач для основних 
функцiй. 

Якщо напружено-деформований стан не залежить вiд координати  , тодi рiвняння (16) 

набувають вигляду: 

 

   

 

1 0,

2 0.

d du du
q u

d d d

d dv dv
v v

d d d

 



 


  


  

   
      

   

   
       

   

 (17) 

При цьому 

 

11 1 22 2

12 12

, ,

.

du
A R e A R e u

d

dv
A R e v

d



   



 

 





   

 

 
  

 

 
  

 

 (18) 
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Якщо дотичнi напруження дорiвнюють нулю, тодi система (17) переходить в одне рiвняння 

    1 0
d du du

q u
d d d

 




  

   
      

   
. (19) 

Розшукуючи u  у виглядi рядiв по параметру 
1  (якщо 

11k   ), одержимо, що в кожному 

наближеннi треба розв’язувати звичайне лiнiйне диференцiальне рiвняння, у правiй частинi 

якого мiстяться вiдомi функцiї, знайденi в попереднiх наближеннях. 

Якщо перемiщення 0u  , тодi система (7) переходить в рiвняння 

  2 0
d dv dv

v v
d d d

 


  

   
       

   
, (20) 

а спiввiдношення (18) мають вигляд: 

 11 22 12 120,
dv

A R e v
d



   


   
    

 
. (21) 

Загальний розв’язок рiвняння (20) легко знаходиться i матиме вигляд: 

 
 21 1

1 ,
2

v C e C e
   

    (22) 

де С , 1С – довiльнi сталi, що знаходяться з крайових умов. 

Треба зауважити, що фiзична нелiнiйнiсть матерiалу може по-рiзному вiдображатися у 

виразах зв’язку деформацiй та напружень [5]. Розглянуто, зокрема, класичний випадок, коли 

нелiнiйна частина записана в явному виглядi в дотичних напруженнях: 

    11 1 11 22 2 22 12 12 12 2 12, , , 1Ae A e A e C e        , (23) 

де 2С  – деяка стала. Якщо напружений стан не залежить вiд координати  , тодi рiвняння 

рiвноваги набувають вигляду 

    

2

2

1 11 1

2 2

2 1

0,

0,

.

d u
qu

d

d dv dv dv dv
v C R e v v C R e v

d d d d d

q A A

 

    



    

      

 

      
             

         



 (24) 

Пiсля введення функцiї  ,
dv

v f
d

 

   друге рiвняння з (24) буде мати вигляд: 

      11

2 0, ,f C R e f D e
      

     , (25) 

де 0D  – довiльна стала. 

Якщо припустити, що 3k  , тодi 

    3 1 2 2 1 2

2 0 2 0f C R e f D C R e      . (26) 

Якщо 11k   , тодi маємо 

    1 1 11

2 0f C R e f D e
          . (27) 
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Розкладаючи  f   в ряд за степенями 
1 , для нульового та першого наближень одержимо: 

 

     

   

1 110
0 1 0 0

2

1
1 112 0 0 2 0
0 02 2

22 2

, ,
1

2
ln , .

11 1

D
f e f D D e

C

C D D R C D
D D

CC C

    



   


 
 

 (28) 

Вiдповiднi цим наближенням змiщення мають вигляд: 

 

1 11 11
0 1 10 0 0 0

1 1

2

,
2 1 2 4 2

D D D D
v e D e v e D e

C

     
       

  
, 

а повне перемiщення можна записати так: 

 

 

0 1 1

1 1 1

1 11 11
1 10 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

2

... ...,

, , .
2 1 2 4 2

v v v A A e Be

D D D D
A A B D D

C

  

  

      

 
        

  

 

Аналогiчно одержуються i бiльш високi наближення для  f   та  , у кожному з яких 

множником при e   буде многочлен, порядок якого на одиницю вище, нiж у попередньому 

наближеннi. 

ВИСНОВКИ 

Застосування асимптотичних методів, наприклад, запропонованого авторами методу 

збурення, надає можливість вирішити питання щодо розв’язання деяких задач фізично 

нелінійної теорії пружності. Показано, що в нульовому наближеннi вдається отримати 

аналiтичнi розв’язки навiть дуже складних мiшаних задач. Проведено порівняння розв’язків 

нелінійних задач з їх лінійними аналогами. Показано, як за допомогою методу збурення 

можна звести нелiнiйну крайову задачу до послiдовного розв’язання задач теорiї потенцiалу. 
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УДК 539.3 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ОБ ИЗГИБЕ МНОГОСВЯЗНЫХ ПЛИТ ПОД 

ДЕЙСТВИЕМ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ПО ОСНОВАНИЮ УСИЛИЙ 

Калоеров С. А., д. ф.-м. н., профессор, Занько А. И., аспирант, Кошкин А. А., аспирант 

Донецкий национальный университет, 

 ул. Университетская, 24, г. Донецк, 83001,Украина 

kaloerov@mail.ru 

С использованием комплексных потенциалов решена задача об изгибе конечной плиты с произвольными 

эллиптическими отверстиями под действием усилий, приложенных к основанию. Для круговой кольцевой 

плиты проведены численные исследования с анализом влияния анизотропии и способа загружения и 

подкрепления контуров на значения изгибающих моментов.  

Ключевые слова: комплексные потенциалы теории изгиба плит, полиномы Фабера, ряды Лорана, обобщенный 

метод наименьших квадратов. 

РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ ПРО ВИГИН БАГАТОЗВ’ЯЗНИХ ПЛИТ ПІД ДІЄЮ 

РОЗПОДІЛЕНИХ ПО ОСНОВІ ЗУСИЛЬ 

Калоєров С. О., д. ф.-м. н., професор, Занько А. І., аспірант, Кошкін А. О., аспірант 

Донецький національний університет, 

 вул. Університетська, 24, м. Донецьк, 83001, Україна 

kaloerov@mail.ru 

З використанням комплексних потенціалів розв'язана задача про вигин кінцевої плити з довільними 

еліптичними отворами під дією зусиль, прикладених до основи. Для кругової кільцевої плити проведені 

чисельні дослідження з аналізом впливу анізотропії і способу завантаження і підкріплення контурів на значення 

згинальних моментів. 

Ключові слова: комплексні потенціали теорії згину плит, поліноми Фабера, ряди Лорана, узагальнений метод 

найменших квадратів. 


