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Проведено исследование напряженно-деформированного состояния замкнутых усеченных тороидальных 

оболочек переменной толщины в зависимости от ортотропии материала. Задача решалась на основании 
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A study of stress-strain state of closed truncated toroidal shells of variable thickness depending on the orthotropy 

material. The problem was solved on the basis of the refined theory of shells Tymoshenko's type . The data on the 

distribution of the fields of displacements and stresses, depending on the curvature of the shell's axis, its thickness, and 

changing the parameters of orthotropy material. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Оболочки постоянной и переменной толщины находят широкое применение в различных 

отраслях современной техники как элементы конструкций и детали машин. С увеличением 

требований к современным конструкциям все большее применение получают оболочки 

сложных форм с переменными параметрами. К таким оболочкам относятся тороидальные 

оболочки [1, 9] переменной толщины из ортотропных материалов. Решение задач для 

нетонких ортотропных оболочек, учет изменения толщины оболочки приводит к 

усложнению математической модели, а использование классической теории в этом случае 

может привести к значительным неточностям. Поэтому сформулированы уточненные 

теории, основной чертой которых является учет деформаций поперечного сдвига. Одной из 

самых распространенных из них является модель, предложенная С.П. Тимошенко [7, 11]. 

В настоящей статье получена система разрешающих дифференциальных уравнений в 

частных производных для задачи о напряженно-деформированном состоянии замкнутых 

усеченных ортотропных тороидальных оболочек переменной толщины с жестко 

закрепленными торцами в уточненной постановке [7, 11]. Для решения рассматриваемого 

класса двумерных краевых задач предлагается подход [6, 12], состоящий из двух этапов:  

1) применение метода сплайн-аппроксимации [5, 8, 12] искомого решения в направлении 

образующей, для чего разрешающие функции представляются в виде линейной комбинации 

кубических B-сплайнов [8]; 2) решение полученной одномерной краевой задачи устойчивым 

численным методом дискретной ортогонализации [2-4, 12-14]. Проведен анализ полей 

перемещений и напряжений в зависимости от степени искривления оси оболочки и 

ортотропии материала. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Будем рассматривать тороидальные оболочки, толщина которых изменяется по закону 

   cosh h     , 1,5h  для следующих вариантов искривления оси тора 

3; 2;2 3      и значений параметра 0,3, 0,5  . В осевом и поперечном сечениях 

круг (рис. 1). Координатную поверхность оболочки отнесем к системе ортогональных 

криволинейных координат  ,  , где   – угол в осевом сечении, а   – угол в поперечном 

сечении оболочки. 

Первая квадратичная форма срединной поверхности запишется в виде [4]: 

2 2 2 2 2

1 1 2 2dS A d A d   , 

1 1 2 1 2sin , , , , 2 2A R r                    , 

где R  – радиус осевой окружности, r  – радиус окружности в поперечном сечении. 
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Рис. 1 

Напряженно-деформированное состояние оболочки исследуется по уточненной теории 

оболочек типа Тимошенко, которая базируется на гипотезе прямой линии. Суть этой 

гипотезы состоит в том, что первоначально нормальный к координатной поверхности 

элемент после деформации остается прямолинейным, но уже не перпендикулярным к 

деформированной координатной поверхности. При этом предполагается, что отсутствует 

обжатие по толщине [7]. 

На основе выражений для деформаций, уравнений равновесия, соотношений упругости 

получена система дифференциальных уравнений в частных производных десятого порядка. 

Разрешающими функциями выбраны компоненты вектора перемещений и полные углы 

поворота. Система дифференциальных уравнений в частных производных разрешена 

относительно старших производных по   и имеет вид: 
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Полученная система уравнений (1) полностью приведена в статье [5]. Добавляя к системе 

разрешающих уравнений (1) граничные условия на торцах, приходим к двумерной краевой 

задаче. Сложность решения таких задач обусловлена не только высоким порядком системы и 

переменностью коэффициентов, но и необходимостью точно удовлетворить заданным 

граничным условиям. 

ОПИСАНИЕ МЕТОДИКИ РЕШЕНИЯ 

Поскольку в основную систему уравнений входят производные от разрешающих функций не 

выше второго порядка, то для аппроксимации решения можно ограничиться сплайн-

функциями третьей степени, которые формируются в виде линейных комбинаций B-

сплайнов так, чтобы точно удовлетворить некоторым типам граничных условий. В 

соответствии с методом сплайн-аппроксимации искомое решение краевой задачи для 

системы уравнений (1) с граничными условиями для жестко закрепленных торцов 

 0u v w        ; (2) 

будем искать в следующем виде: 
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где  iu  ,  iv  ,  iw  ,  i  ,  i   – функции, подлежащие определению, а  ji   

( 1,5)j   – линейные комбинации В-сплайнов третей степени. 

Так как разрешающие функции на граничных контурах равны нулю, то имеем 
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Подставляя выражения (4) в систему уравнений (1), применяя метод сплайн-аппроксимации 

и требуя их удовлетворения на 1N   линиях 1   ( 1, 1i N  ), получаем систему 

обыкновенных дифференциальных уравнений порядка  10 1N  , которую можно 

представить в нормальной форме Коши: 
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 (6) 

R  – вектор-функция от  , f  – вектор правых частей, A  – квадратная матрица, элементы 

которой зависят от  . При этом используем условия симметрии по  . 

Полученная система обыкновенных дифференциальных уравнений решается устойчивым 

численным методом дискретной ортогонализации, который дает возможность получить 

устойчивый вычислительный процесс за счет ортогонализации векторов-решений задач 

Коши в конечном числе точек интервала изменения аргумента. 

АНАЛИЗ ЧИСЛОВЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Задача решалась при следующих исходных данных: S  – длина дуги вдоль оси оболочки 

0 S L  , 60L  , 15r  , R L   . 

Оболочка замкнута в поперечном сечении и жестко закреплена на торцах, находится под 

действием нагрузки 0q q const  . 

Полагаем, что модуль упругости E E const   . Изменяются: 1) модуль упругости E E  , 

2) модуль сдвига G E  , 3) коэффициент Пуассона 
 . 

Для модулей сдвига в поперечном направлении имеем равенства EG G
d   , 10d  . 

При этом  ,  , 
  принимают следующие значения [10]: 
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1) 2; 0,3; 0,075     ; 

2) 1,35; 0,215; 0,122     ; 

3) 1; 0,385; 0,3     ; 

4) 0,741; 0,159; 0,165     ; 

5) 0,5; 0,125; 0,15     . 

Третий вариант значений упругих постоянных соответствует изотропному случаю, когда 

E E   и 
   . 

Исследуется влияние искривления оси оболочки, её толщины и изменения параметров 

ортотропии материала на напряженно-деформированное состояние тороидальных оболочек. 

Полученные результаты приведены в виде графиков распределений полей перемещений и 

напряжений нетонких тороидальных оболочек. 

На рисунках 2-4, представленных ниже приведены графики распределения прогибов при 

2S L  для различных значений параметров ортотропии и переменной толщины 0,3   и 

для трех вариантов искривления оси 3; 2; 2 3     . На рисунках графики для пяти 

вариантов параметров ортотропии располагаются в соответствии с их номерами. 

 

Рис. 2     Рис. 3     Рис. 4 

Из рис. 2-4 видно, что максимальные значения прогибов соотносятся как 5,8:5,4 : 4,9 . 

На рисунках 5-8, представленных ниже, приведены графики распределения прогибов на 

внешней и внутренней поверхностях оболочки при 2S L  для различных значений 

параметров ортотропии и переменной толшины 0,5  , и для трех вариантов искривления 

оси 3; 2; 2 3     . Все обозначения совпадают с предыдущими графиками. 

 
Рис. 5     Рис. 6     Рис. 7 

Из рис. 5-7 видно, что максимальные значения прогибов соотносятся как 7,4 :6,9 :6,4 . 



210 

Фізико-математичні науки 

Из вышеприведенных рисунков видно, что графики распределения прогибов для всех 5-ти 

вариантов ортотропии располагаются в соответствии с их номерами. Графики для варианта 2 

приближаются к варианту 3. Это означает, что вариант 2 почти соответствует изотропному 

случаю. 

На рисунках 8-10, представленных ниже, приведены графики распределения напряжений в 

поперечном сечении   на внешней и внутренней поверхностях при 2S L  для различных 

значений параметров ортотропии и переменной толщины 0,3  , и для трех вариантов 

искривления оси 3; 2; 2 3     . На графиках сплошными линиями обозначены 

напряжения на внешней стороне оболочки, а пунктирными линиями – на внутренней. Как и в 

предыдущих случаях графики для пяти вариантов параметров ортотропии располагаются в 

соответствии с их номерами. 

 

Рис. 8     Рис. 9     Рис. 10 

Из приведенных выше графиков видно, как, при изменении кривизны тороидальной 

оболочки для пяти вариантов ортотропии при 0,3  , изменяется величина напряжений. 

Аналогичным образом на рис. 11-13 приведены графики распределения напряжений в 

поперечном сечении   на внешней и внутренней поверхностях при 2S L  для различных 

значений параметров ортотропии и переменной толщины 0,5  , и для трех вариантов 

искривления оси 3; 2; 2 3     . Все обозначения совпадают. 

 

Рис. 11    Рис. 12    Рис. 13 

Значения напряжений на внешней поверхности оболочки для всех вариантов ортотропии 

почти одинаковы. При этом утолщение оболочки дает увеличение максимальных значений 

напряжений, но разница между этими значениями как на внешней, так и на внутренней 

поверхностях оболочки становится меньше. Что же касается напряжений на внутренней 

поверхности, чем больше угол в осевом сечении, тем больше различие в зависимости от 

ортотропии материала. 



211 

Вісник Запорізького національного університету   № 3, 2015 

ВЫВОДЫ 

Таким образом, проведено исследование напряженно-деформированного состояния 
замкнутых в поперечном сечении усеченных ортотропных тороидальных оболочек под 
действием нормальной нагрузки при жестком закреплении торцов. Приведенные результаты 
характеризуют взаимное влияние ортотропии и геометрических параметров на напряженно-
деформированное состояние  тороидальных оболочек. Варьируя одновременно параметрами 
ортотропии и геометрическими параметрами, можно достигнуть необходимых факторов 
напряженно-деформированного состояния оболочечных конструкций. 
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У статті розглянуто двоточкову крайову задачу в критичному випадку, яка виникає в теорії оптимального 
керування для матричних диференціальних рівнянь Ріккаті та рівнянь типу Ляпунова. Досліджено задачу в 
припущенні, що оператор, який описує однорідну лінійну крайову задачу, є нетеровим. Запропоновано підхід 
до знаходження її розв’язку за допомогою теорії псевдообернених матриць. Знайдено умову розв’язності таких 
задач. 
Ключові слова: крайова задача, керуючий процес, керування, псевдообернена матриця, нормальна 
фундаментальна матриця. 
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В статье рассмотрено двухточечную краевую задачу в критическом случае, которая возникает в теории 
оптимального управления для матричных дифференциальных уравнений Риккати и уравнений типа Ляпунова. 
Исследовано задачу в предположении, что оператор, который описывает линейную краевую задачу, является 
нетеровым. Предложен подход к нахождению её решения с помощью теории псевдообратных матриц. Найдено 
условие разрешимости таких задач. 
Ключевые слова: краевая задача, управляющий процесс, управление, уравнение Ляпунова, псевдообратная 
матрица, нормальная фундаментальная матрица. 


