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У статті розглянуто двоточкову крайову задачу в критичному випадку, яка виникає в теорії оптимального 
керування для матричних диференціальних рівнянь Ріккаті та рівнянь типу Ляпунова. Досліджено задачу в 
припущенні, що оператор, який описує однорідну лінійну крайову задачу, є нетеровим. Запропоновано підхід 
до знаходження її розв’язку за допомогою теорії псевдообернених матриць. Знайдено умову розв’язності таких 
задач. 
Ключові слова: крайова задача, керуючий процес, керування, псевдообернена матриця, нормальна 
фундаментальна матриця. 
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В статье рассмотрено двухточечную краевую задачу в критическом случае, которая возникает в теории 
оптимального управления для матричных дифференциальных уравнений Риккати и уравнений типа Ляпунова. 
Исследовано задачу в предположении, что оператор, который описывает линейную краевую задачу, является 
нетеровым. Предложен подход к нахождению её решения с помощью теории псевдообратных матриц. Найдено 
условие разрешимости таких задач. 
Ключевые слова: краевая задача, управляющий процесс, управление, уравнение Ляпунова, псевдообратная 
матрица, нормальная фундаментальная матрица. 
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The paper is devoted to investigation of the two-point boundary-value problem in the critical case. This problem has 

many applications in the optimal control theory. Under assumption that the corresponding generating operator is 

Fredholm the given boundary-value problem is studied. The set of solutions are constructed with using the theory of 

pseudoinvertible operators. Conditions of solvability of such problems are found. 

It should be noted that such equations very often use in the games theory and the variational calculations. There are 

exist many papers where matrix Riccati equations and operator differential Riccati equations was investigated. As a rule 

such equations was investigated in the regular case where the given problem has a unique solution. In the nonregular 

case such equation was investigated (in the periodic case) in the work [1,5] of Boichuk O.A., Krivosheya S.A. It should 

be noted that this equation was investigated as in the operator and matrix case as in the operator-differential and 

differential case. 

Riccati equation plays important role in the theory of optimal control, calculus of variations, physics and many others 

applications. It should be noted here that in general many papers are devoted to obtaining the conditions of solvability 

in the regular case. We can be noted such papers as [1-3, 5-7] where this equation was investigated in finite-dimensional 

case and papers where such equation was investigated in the infinite-dimensional case. 

Examples of countable system of such equations is presented. We find the necessary and sufficient conditions of the 

existence of solutions of boundary value problem for Lyapunov equation in the Hilbert space. The controllability of 

such operator-differential equation is investigated. We find the control function, which satisfy the next condition: the 

solutions of boundary value problem have to go through the given operator at the given moment of time. 

Key words: boundary-value problem, controlled process, control, Lyapunov equation, pseudoinverse 

matrix, normal fundamental matrix. 

ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

Крайовим задачам для диференціальних рівнянь як у скінченновимірних, так і 
нескінченновимірних просторах присвячена величезна кількість робіт. Серед останнього 
класу добре відомим є рівняння Ляпунова. Його розглядають як у матричному, так й 
операторному випадках [1-3]. У нашій статті розглядається крайова задача для операторно-
диференціального рівняння типу Ляпунова в просторі Гільберта й у тому випадку, коли 
відповідна задача може мати не єдиний розв’язок. 

Розглянемо таку крайову задачу: 

        =Z t AZ t Z t B t  , (1) 

    =Z , (2) 

де  tZZ =  є невідомою оператор-функцією;  1, BLBA   – лінійні обмежені оператори, що 

діють з простору Банаха 1B  в себе; оператор-функція  t  є шляхом у просторі лінійних та 

обмежених операторів, тобто неперервне відображення відрізка  ;a b  у простір  1BL , 

      1; ;t C a b L B  ; лінійний обмежений оператор   переводить оператор-функцію  tZ  

в простір Банаха 2B , тобто     1 2: ; ;C a b L B B ,   – елемент простору 2B . 

Матричне рівняння такого вигляду відіграє важливу роль у теорії лінійних Гамільтонових 
систем, варіаційному численні та оптимальному керуванні і широко використовується в 
теорії ігор [4]. 
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У роботі [5] отримано критерій розв’язності періодичної крайової задачі для матричного 
рівняння Ріккаті в термінах жорданової структури матриць A  та B  й у нерегулярному 
випадку. 

ЗНАХОДЖЕННЯ УМОВ РОЗВ’ЯЗНОСТІ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ РІВНЯНЬ 
ЛЯПУНОВА В БАНАХОВОМУ ПРОСТОРІ 

Розглянемо лінійний оператор tK
, який переводить оператор-функцію  t  з простору 

    1; ;C a b L B  в оператор-функцію         1; ; ;tK C a b a b L B     вигляду 

        

  tBtAt eeK = ,   , ;t a b . (3) 

За допомогою цього оператора можна представити загальний розв'язок рівняння (1) у 
вигляді: 

        

t

a

tt

a dKMKtZ , (4) 

де довільний оператор  1BLM  ;  tZ
~

 – частинний розв’язок неоднорідного рівняння (1), 

який має вигляд: 

    
t

t

a

Z t K d   . (5) 

Підставимо (4) в крайову умову (2) та отримаємо операторне рівняння відносно оператора 
M : 

  =
a

LM K d





   , (6) 

де оператор L  діє за правилом  :MKLM a

    21 BBL  . Покажемо, що за певних 

додаткових умов на оператор L  це рівняння має розв’язки. Розглянемо випадок, коли 
оператор L  є узагальнено-оборотним [6]. 

У цьому випадку розв’язки рівняння (6) існують тоді й тільки тоді [6, 7], коли  

 
    = 0

N L
a

P K d







 
    
 

 . (7) 

Тут  LN
P  – проектор на ядро оператора L , спряженого до оператора L . Ця умова гарантує 

належність правої частини рівняння (6)    
a

K d R L







 
     
 

  множині значень оператора 

L . 

За виконання умови розв’язності (7), операторне рівняння (6) має множину розв’язків 
вигляду: 

    N L

a

M L K d P C



 



 
     

 
 , (8) 

де C  – довільний лінійний обмежений оператор   1BLC ,  LNP  – проектор на ядро 

оператора L . Підставивши оператор M  в умову (4), отримаємо загальний розв’язок (1),(2) у 
вигляді: 

        ,t

a N L
Z t K P C G t    

 
, (9) 
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де узагальнений оператор Гріна визначається так: 

        ,

t

t t t

a a

a a

G t K d K K d K L



 

 

 
            

 
   (10) 

Таким чином доведено наступну теорему. 

Теорема 1. Нехай оператор L  є узагальнено-оборотним. Тоді крайова задача (1), (2) має 
розв’язки тоді й тільки тоді, коли виконується умова (7). За виконання умови (7) розв’язки 

крайової задачі (1), (2) мають вигляд (9) для довільного оператора  1BLC . 

Зауваження. Якщо оператор L  оборотний, то умова (7) виконується автоматично й крайова 
задача для рівняння Ляпунова має єдиний розв’язок.  

КЕРОВАНІСТЬ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ РІВНЯНЬ ЛЯПУНОВА В ПРОСТОРІ 
ГІЛЬБЕРТА 

У просторах Гільберта, за рахунок більш багатої геометрії, результати з попереднього пункту 
можуть бути уточненими і доведеними до свого повного завершення. 

Дослідимо крайову задачу для рівняння Ляпунова на керованість такого вигляду: 

          0 0 0=Z t AZ t Z t B t u t D   , (11) 

  0 =Z   , (12) 

де  0Z t  є невідомою оператор-функцією з простору   1; ;C a b H ;    ,A t B t  

    1 2; ; ,C a b L H H ; оператор-функція  t  є шляхом у просторі лінійних та обмежених 

операторів  21, HHL .  t  – неперервне відображення відрізка  ;a b  в простір , 

тобто       1 2; ; ,t C a b L H H  ;  u t  – керування;  21, HHLD  – лінійний обмежений 

компактный оператор, що діє з простору Гільберта 1H  в себе; лінійний обмежений оператор 

  переводить оператор-функцію  0Z t  в простір Гільберта 2H , тобто 

    1 2: ; ;C a b L H H ;   – елемент з простору 2H . 

Шукається таке керування, щоб розв’язок крайової задачі (11), (12) у даний момент часу 1t  

дорівнював 1Z , де 1Z  – лінійний обмежений оператор з простору  21, HHL . 

Розглянемо лінійний оператор tK
, який переводить оператор-функцію  t  з простору 

    1 2; ; ,C a b L H H  в оператор-функцію         1 2; ; ; ,tK C a b a b L H H     вигляду 

            1 1=tK X t X t V t V t 

    , (13) 

де  X t ,  V t  – це еволюційні оператори наступних операторно-диференційних рівнянь 

        , 0H t A t H t H I  ,  

        , 0Y t B t Y t Y I  ,  

відповідно. 

За допомогою цього оператора можна представити загальний розв’язок рівняння (11) у 
вигляді 

        0

t t

t t t

a

a a

Z t K M K d K u D d          , (14) 

 21, HHL
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де довільний оператор  1 2,M L H H ;  Z t  – частинний розв’язок неоднорідного рівняння 

(11), який має вигляд: 

      
t t

t t

a a

Z t K d K u D d         . (15) 

Підставимо (14) в крайову умову (12) та отримаємо таке операторне рівняння відносно 
оператора M : 

    =
a a

LM K d K u D d

 

 

         , (16) 

де оператор L  діє за правилом   :aLM K M  1 2 2,L H H H . Покажемо, що за певних 

додаткових умов на оператор L  це рівняння має розв’язки. 

У цьому випадку розв’язки рівняння (16) існують тоді й тільки тоді [7], коли 

 
      = 0

N L
a a

P K d K u D d

 

 

 

 
        
 

  . (17) 

Тут  LN
P  – проектор на ядро оператора L , спряженого до оператора L . Ця умова гарантує 

належність правої частини рівняння (16)      
a a

K d K u D d R L

 

 

 

 
         
 

   

множині значень оператора L . 

За виконання умови розв’язності (17), операторне рівняння (16) має множину розв’язків 
вигляду: 

      N L

a a

M L K d K u D d P C

 

  

 

 
         

 
  , (18) 

де C  – довільний лінійний обмежений оператор   1 2,C L H H ,  LNP  – проектор на ядро 

оператора L . Підставивши оператор M  в умову (14), отримаємо загальний розв’язок (11), 
(12) у вигляді: 

        0 , , ,t

a N L
Z t K P C G u D t    

 
, (19) 

де узагальнений оператор Гріна визначається так 

       , , ,

t t

t t t

a

a a

G u D t K d K u D d K L

 
                

    t

a

a a

K L K d K u D d

 

  

 

  
        

   
  . (20) 

Розглянемо випадок, коли керування має вигляд  U t D , де оператор   =U t U , а оператор 

ID = . У цьому випадку будемо припускати, що оператор U  комутує з усіма операторами в 

представленні розв’язку. Знайдемо умову, коли для всіх операторів C  наш розв’язок у 

момент часу 1t  проходить через заданий оператор 1Z :  0 1 1=Z t Z . 

        1

0 1 1 1, , ,
t

a N L
Z t K P C G u D t Z     

 
.  

Звідси отримаємо операторне рівняння відносно оператора U : 

 GQU  ,  
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де оператор Q  має вигляд: 

    
1

1 1

t

t t

a

a a

Q K I d K K I d





 

 
   

 
  ,  

а оператор G  має вигляд: 

      
1

1 1 1 1

1

t

t t t t

a a aN L

a a

G Z K P C K d K L K L K d



 

 

  
               

   
  .  

Для отриманого рівняння маємо три випадки: 

1) класичні розв’язки існують тоді й тільки тоді, коли    =R Q R Q  й виконується умова 

   0=GP
QN  , (21) 

за цієї умови родина розв’язків має вигляд: 

 
 N Q

U Q G P C  ,   1HC  , (22) 

де Q  – псевдообернений до оператора Q ; 

2) якщо    R Q R Q , то узагальнені розв’язки існують тоді й тільки тоді, коли виконується 

умова 

 
 

= 0
N Q

P G
, (23) 

за цієї умови родина розв’язків має вигляд: 

 
 N Q

U Q G P C  ,   1HC  , (24) 

де Q  – узагальнено-обернений до оператора Q ; 

3) узагальнені квазірозв’язки існують тоді й тільки тоді, коли виконується умова 

 
 

0
N Q

P G  , (25) 

за цієї умови родина квазірозв’язків має вигляд 

  CPGQU QN 
, 1HC  , (26) 

де Q  – узагальнено-обернений до оператора Q . 

Таким чином доведено наступну теорему. 

Теорема 2. Крайова задача (11), (12) у випадку, коли оператор U  лінійний обмежений, й 

оператор ID =  є керованою. 1) Керована в класичному сенсі тоді й тільки тоді, коли 

виконується умова (21). У цьому випадку керування може бути знайденим за формулою (22); 

2) Керована в узагальненому сенсі тоді й тільки тоді, коли виконується умова (23). У цьому 

випадку керування може бути знайденим за формулою (24); 3) Квазікерована тоді й тільки 

тоді, коли виконується умова (25). У цьому випадку керування може бути знайденим за 

формулою (26). 

ПРИКЛАД 

Нехай керуючий процес описується крайовою задачею (11), (12) у просторі Гільберта з 

зліченновимірними матрицями A , B , D ,  u t  і  t  у диференціальній системі: 
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1 1 1 1 1 1

diag , , , , , , ,
2 2 2 2 2 2

A
 

  
 

,  

   ,1,0,,1,0,1,0diagB ,  diag 1,1,1,1, ,1,1,D  ,  

  
1 3 1 3 1 3

2 2 2 2 2 2diag , , , , , , ,
t t t t t t

t e e e e e e
 

   
 

,  

   1 2 1 2 1 2diag , , , , , , ,
2ln5 2ln5 2ln5 2ln5 2ln5 2ln5

u u u u u u
u t

 
  

 
,  

і крайовою умовою вигляду 

      0 0 00 2ln5Z Z Z     ,  

  diag 2 10ln5, 250ln5,2 10ln5, 250ln5, ,2 10ln5, 250ln5,        .  

Знайдемо матриці  tK   та  tK uD ,  0;2ln5t . Еволюційні оператори  X t ,  V t  

дорівнюють: 

  
1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2diag , , , , , ,
t t t t t t

X t e e e e e e
 

  
 

,  

    diag 1, ,1, , ,1, ,t t tV t e e e ,  

звідки 

            
1 3 1 3 1 3

1 1 2 2 2 2 2 2= diag , , , , , ,
t t t t t t

tK X t X t V t V t e e e e e e 



 
     

 
,  

            1 1=tK uD X t X t u DV t V t 

     

 

1 1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2diag , , , , , , ,
2 ln 5 2ln 5 2ln 5 2ln 5 2ln 5 2ln 5

t t t t t t

u e u e u e u e u e u e
            

 
  

 
 

.  

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння (11) має вигляд: 

      
0 0

t t

t tZ t K d K u D d            

 

1 3 1 3

2 2 2 2
1 2 1 21 3 1 3

2 2 2 2

1 1 1 1

diag , , , , ,
ln 5 3ln 5 ln 5 3ln 5

t t t t

t t t t

u e u e u e u e

te te te te

        
           

             
 
 
 

.  

Загальний розв’язок рівняння (11) можна представити у вигляді      0 0

tZ t K M Z t  , де M  

– матриця з невідомими компонентами, які треба знайти. Оскільки, за умовою задачі A  і B  –
діагональні матриці, то для зручності будемо шукати матрицю M  у вигляді 
зліченновимірної матриці з ненульовими елементами на діагоналі: 

  11 22 33 44 1 1diag , , , , , , ,k k kkM m m m m m m  .  

Знайдемо оператор  0

tK M  за формулою (13): 
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1 3 1 3 1 3

2 2 2 2 2 2
0 11 22 33 44 1 1diag , , , , , , ,

t t t t t t
t

k k kkK M e m e m e m e m e m e m 

 
  

 
. (27) 

Підставивши (27) у крайову умову, отримаємо, що оператор L  діє на M  так: 

  11 22 33 44 1 1diag 4 , 124 , 4 , 124 , , 4 , 124 ,k k kkL m m m m m m        .  

Цей оператор діє неперервним чином і має обернений 1L , який можна визначити наступним 
чином: 

 1

11 22 33 44 1 1

1 1 1 1 1 1
diag , , , , , , ,

4 124 4 124 4 124k k kk

L
m m m m m m



 

 
       

 
.  

Проектори 
 N L

P  і 
 N L

P 
 у цьому випадку будуть нульовими. Умова (17) виконується. Тоді 

операторне рівняння    =
a a

LM K d K u D d

 

 

          має розв’язок вигляду: 

    1

a a

M L K d K u D d

 

  

 

 
         

 
    

 1 2 1 21 1
diag , , , , ,

2 ln5 3ln5 2 ln5 3ln5

u u u u 
       

 
. (28) 

Отже, за допомогою матриці (28) можна виписати загальний розв’язок рівняння (11) у 
вигляді: 

      0 0

tZ t K M Z t     

 

1 1 1 1

2 2 2 2
11 1 11 1 1 11

11

2 ln 5 2 ln 5 2 2
diag ,

2 ln 5

t t t t

te m u m e e u e u m

m


   

 



  

 

1 1 1 13 3 3

2 2 2 22 2 2
33 1 33 1 1 3322 2 22 2 2 22

22 33

2 ln 5 2 ln 5 2 23 ln 5
, ,

3 ln 5 2 ln 5

t t t tt t t

te m u m e e u e u mte m u m e u e u m

m m

     
  

 

3 3 3

2 2 2
44 2 44 2 2 44

44

3 ln 5
,

3 ln 5

t t t

te m u m e u e u m

m


   





. (29) 

Підставивши знайдену матрицю  0Z t  вигляду (29) в крайову умову (12), з’ясовуємо, що 

11 22 33 44 1 11, 1, 1, 1, , 1, 1,k k kkm m m m m m       . 

Таким чином, функція  0Z t  дорівнює: 

  

1 1 3 1 1 3

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

0

2 ln5 ln5 2 3 ln5 2 ln5 ln5 2 3 ln5
diag , , , , ,

2ln5 3ln5 2ln5 3ln5

t t t t t t

te e u te u te e u te u
Z t

 
      

  
 
 

.(30) 

Далі, наприклад, шукається таке керування  u t , щоб розв’язок  0Z t  (30) крайової задачі 

(11), (12) у даний момент часу 21  tt  дорівнював    0 1 1 diag 5,5, ,5,5,Z t Z  . Для 

виконання такої умови необхідно розв’язати систему: 
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1 1

2 2
1

3

2
2

2 ln 5 ln 5 2
5

2ln 5

3 ln 5
5

3ln 5

t t

t

te e u

te u


  



 
 




1 1

2 2
1

3

2
2

1
2 ln 5 ln 5 5ln 5

2

3 ln 5 15ln 5

t t

t

u te e

u te


  




 

 1

1

1 2

3

2 2

3
ln 5 5ln 5

2

6 ln 5 15ln 5

t

t

u e

u e






 


  


  

Отже, знайдено керування 

   3 33 3
diag ln5 5ln5,6 ln5 15ln5, , ln5 5ln5,6 ln5 15ln5,

2 2
u t e e e e

 
     

 
,  

для якого    0 1 2 diag 5,5, ,5,5,Z t   . 

ВИСНОВКИ 

У роботі вперше знайдено умови керованості операторного рівняння Ляпунова в просторі 

Гільберта. Ця теорія працює як у критичному, так й у регулярному випадку [6, 7]. 

Запропонований підхід можна застосовувати до дослідження керованості операторно-

диференціальних рівнянь загального типу. 
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