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У публікації міститься опис застосування методу гілок та меж для задач нелінійної умовної комбінаторної 

оптимізації на переставленнях. Сформульовані та доведені теореми про оцінки допустимих підмножин у методі 

гілок та меж для комбінаторних задач оптимізації на переставленнях з лінійною або нелінійною цільовою 

функцією. Запропоновані правила галуження та відсікання допустимих підмножин в цих задачах. 
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В публикации содержится описание использование метода ветвей и границ для задач нелинейной условной 

комбинаторной оптимизации на перестановках. Сформулированы и доказаны теоремы об оценках допустимых 

подмножеств в методе ветвей и границ для комбинаторных задач оптимизации на перестановках с линейной 

или нелинейной целевой функцией. Предложены правила ветвления и отсечения допустимых подмножеств в 

таких задачах. 
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Topical issues is to develop and research new methods to nonlinear combinatorial optimization problem on 

permutations, is essential for the development of combinatorial optimization. This publication is dedicated to the use of 

branch and bound method for solving nonlinear optimization problems contingent on permutations. The problem with 

non-linear objective function that includes the linear part of the set of permutations is solved in the first phase by the 

branch and bound. For this purpose, you need to find ways of branching the set of admissible solutions and methods of 

evaluation of admissible subsets of the decision tree. Subsets of feasible solutions forms a natural approach of 

branching in the method of branches and borders, proposed methods for clipping feasible solutions.  Then we get the 

results that make it possible to evaluate a subset of the possible solutions in the branch and bound method for the 

problem of constrained nonlinear optimization entirely on combinatorial permutations. Non-linear component of the 

objective function is convex and strongly convex function on a convex set contains many permutations. The results 

make it possible to evaluate a subset of the possible solutions in the branch and bound method for the the problem of 

conditional nonlinear optimization entirely on combinatorial permutations. Non-linear component of the objective 

function in the problems to be solved, there is a convex and strongly convex function on a convex set contains set of 

permutations. 
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

Аналіз наукових публікацій за останній час свідчить, що евклідова комбінаторна оптимізація 

є перспективним напрямком досліджень в області математичного програмування. Потреби 

практики зумовили швидкий розвиток теорії дискретної та комбінаторної оптимізації (див., 

зокрема [1-9]). Серед задач виокремилися задачі евклідової комбінаторної оптимізації (див., 

зокрема [4-9]), серед яких значне місце займають задачі на переставних множинах [4-8]. 

АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ 

Універсальним підходом до розв’язування задач оптимізації є метод гілок та меж (МГМ). 

Для задач евклідової комбінаторної оптимізації він розглядався, зокрема, в роботах [10-15]. 

Але для задач нелінійної умовної комбінаторної оптимізації на переставленнях його 

застосування унеможливлюється відсутністю ефективних процедур оцінювання допустимих 

множин. 

Мета цієї роботи до певної міри заповнити цю прогалину в розв’язанні таких задач МГМ. 

ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ ДОСЛІДЖЕННЯ 

Розглянемо задачу  

  0 minf x  , (1) 

   0,i

m
f x i J  , (2) 

    1 2, ,..., k kx x x x E G  , (3) 

де серед функцій  0f x ,  if x    1,2,...,mi J n   є хоч одна нелінійна функція,  kE G  – 

множина переставлень з k  елементів, серед яких   різних, з мультимножини G . 

Як відомо [4], задача (1)-(3) – це задача умовної нелінійної повністю комбінаторної 

оптимізації на переставленнях. 

Розглянемо випадок, коли в цільовій функції є лінійна частина, тобто 

    0

1

,
k

i i

i

f x c x x


   (4) 

де  x  – нелінійна функція. 

Якщо до задачі (1)-(4) застосувати метод гілок та меж, то треба з’ясувати два питання: 

1) як галузити множину допустимих розв’язків, що задається (2), (3);  

2) як давати оцінку допустимих підмножин у дереві галуження. 

Як відомо (з теореми 3.1 [4] та зауваження 3.3 до неї ), для 

  
 

* * *

1

1

,..., arg min
k

k

m i i
x E G

i

x x x c x




   , (5) 

 * ,  i i kx g i J   , (6) 

де 

 1 ... kc c  , (7) 

 
1 ... kg g  . (8) 

Розглянемо підхід до оцінювання в МГМ, що викладено роботах [10-11], до задач з цільовою 

функцією (4). 
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Як відомо (див., наприклад, [10-11]), оцінка  D  допустимої підмножини D X  у задачі 

мінімізації функції   ,  F x x X  повинна задовольняти умові: 

       D F x x D    . (9) 

Лема 1. Якщо    1 2,  f x f x  – дійснозначні функції з kR  в 1,  kR X R , то 

           1 2 1 2 1 2min min min
x X x X x X

f x f x f x f x f x f x
  

       . 

Доведення. За означенням мінімуму 

           1 2 1 2 1 2min min min
x X x X x X

f x f x f x f x f x f x
  

     . 

Нерівність справедлива для будь-яких x  у лівій частині, а отже і для тих значень, для яких 

ліва частина набуває значення мінімума. 

Зауважимо, що часто в (2) маємо 

   1 1 ...i

i ik k if x a x a x b    , (10) 

а нерівність у (2) легко зводиться до рівності. 

З леми 1 та властивосты оцінки (9) випливає, що, даючи оцінку відповідній допустимій 

множині, у (4) можна використовувати оцінки кожного з доданків. 

Лема 2. Якщо E E  , то для функції  x  

    min min
x E x E

x x


 
 

 . (11) 

Доведення. Якщо  

  * arg min
x E

x x E


  , (12) 

то  

 *

         

arg min
x E

x x





 , 

тобто в (11) досягається рівність. Якщо (12) не виконується, то це означає, що 

   min min
x E x E

x x


 
 

 . 

Отже, в обох випадках нерівність (11) справедлива, що і треба було довести. 

Розглянемо МГМ до задачі (1)-(4). Множину допустимих розв’язків kD R  визначимо як 

множину, що задовольняє умовам (2), (3). 

Підмножини 1 2

1 2

...

...
r

ri i iD D     утворюються таким природнім підходом до галуження в методі 

гілок та меж до задачі (1)-(4). 

Умова (3) означає, що  1,..., kx x x є переставленням чисел (взагалі кажучи, дійсних чисел) 

1,..., kg g . Нехай, не обмежуючи загальності, виконується (8). 

Тому за підмножину множини D  можемо розглянути множину 

  
   

1   

  

,..., ; ; \ ,
k k

k

t k t ij j i t i l ij j i t i m l

j J t j J t

D x x x R x g a x a g b i J a x a g b i J J

  
 

  
            

 
 
\ \

(13) 
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якщо вона непорожня, де kJ  . 

Непорожню множину 1

1i
D

 вигляду (13), якщо вона містить принаймні два елементи, можна 

розгалузити на підмножини 

1 2

1 1,  i t kD t J 

 ,    1 2

1 1 1 21 1 2 1,..., , , , ;k

i t k i tD x x x R x g x g t i
 

   


      


 

 
21 1

1 2

 

 ,

; 
k

ij j i i i t i l

j J

a x a g a g b i J 
  

    
\  

1 1 2

1 2

 

 ,

\  
k

ij j i i i t i m l

j J

a x a g a g b i J J 
  


     



\

. 

На  1r  -му рівні аналогічного розбиття 1r k   допустимої множини матимемо 

 1 2 1

1 2 1

...
 ... 1,..., ;  , ,   ;r r

rr j j r

k
j Ji i i t k i i t j j kD x x x R x g x g t i i J

   





 


      


 

 
   1 1

  

 ,...,  ,...,

;  \  
j j j j

k r r k r r

ij j i i i l ij j i i i m l

j J j J j J j J

a x a g b i J a x a g b i J J 
          


        


   
\ \

. (14) 

Оцінкою 
...1 2

1 2 ...

r

ri i i

  

  лінійної частини цільової функції (1), (4) для множини 1 2

1 2

...

...
r

ri i iD  
 може 

слугувати величина 1 2

1 2

, ,...,

, ,...,
r

ri i i

   , що обчислюється, як показано в [18]. 

Оцінка для нелінійної частини в (1), (4) може бути дана за методологією п. 3.3 роботи [4, 

с. 120-142] для різних класів функцій. Оцінку всієї множини 1 2

1 2

...

...
r

ri i iD  
 позначимо  

...1 2

1 2 ...

r

ri i iD
  

 . 

Нехай  kE G  – множина переставлень з (3), kM R , int M  – внутрішність M . 

Теорема 1. Якщо  x  – скінченна опукла функція, яка задана на скінченій замкненій 

множині kX R ;  kE G X  , то: 

          
... ...1 2 1 2

1 2 1 2... ...

1

,
r r

r r i

k

i i i i i i j i

i

D y p y y p y g
     

  


    , (15) 

де inty X  – довільна точка,     1 ,..., kp y p y  – субградієнт функції  x  в точці y , 

  ,p y y  – скалярний добуток векторів   ,p y y , виконується (8) та 

      
1 2

...
kj j jp y p y p y   . (16) 

Доведення. Оцінка повинна задовольняти умові (9), тобто 1 2

1 2

...

...
r

ri i ix D    . 

    
...1 2

1 2

0

...

r

ri i if x D
  

 , (17) 

за (4) 

    0

1

k

j j

j

f x c x x


  . (18) 

Для 1 2

1 2

...

...
r

ri i ix D     

 
...1 2

1 2 ...

1

r

r

k

j j i i i

j

c x
  




 . (19) 



289 

Вісник Запорізького національного університету   № 3, 2015 

За лемою 3.29 з [4], у якій  kE E G ,  

 
 

      
 

 
1

min , min
i

k k

k

i
x E G x E G

i

x y p y y p y x
 

 
 



    . (20) 

Мінімум в (20) знаходимо за теоремою 3.1 [4] при k  , n  . З (20) маємо inty X   за 

умови (16) та (8): 

 
 

        
1

i
k

k

j i
x E G

i

min x y p y , y p y g


 




   . (21) 

Оскільки  1 2

1 2

...

...
r

ri i i kD E G  

 , то за лемою 2 

  
 

 
...1 2

...1 2

min min
r

ki i ir
x E Gx D

x x
  



 


 . (22) 

Отже 1 2

1 2

...

...
r

ri i ix D     

    
...1 2

...1 2

min
r

i i ir
x D

x x
  

 


 . (23) 

З (21)-(23), (18) та (19) маємо: 1 2

1 2

...

...
r

ri i ix D     

         1

1

...0

...

1

,   r

r i

k

i i j i

i

f x y p y y p y x
  



    . (24) 

Отже, права частина формули (24) може  виступати оцінкою  1 2

1 2

...

...
r

ri i iD    (формула (5)), що і 

треба було довести. 

Теорема 2. Якщо при виконанні умов теореми 1 функція  x  – диференційована на 

множині X , то 

       
 

1 1

1 1

... ...

... ...

1

,  r r

r r

i

k

i i i i i

i j

y
D y y y g

y

    
   




    


 , (25) 

де   – градієнт функції  x , точка inty X  – довільна, а координати градієнта, що 

обчислені в y , задовольняють нерівності 

 
     

1 2

...

k
j j j

y y y

y y y

    
  

  
. (26) 

Доведення. Теорема 2 є наслідком теореми 1, коли    p y y . 

Розглянемо можливість одержання оцінки, коли  x  у представленні цільової функції (4) є 

сильно опуклою функцією. 

Як відомо [19], функцію  x , яка задана на деякий множині X , називають сильно 

опуклою, якщо існує стала 0   така, що ,x y X   таких, що  , ,  x y X і  0;1   

виконується нерівність 

          
2

1 1 1x y x y x y                , 
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при цьому   називають параметром сильної опуклості. Нехай  nE G X  . Позначимо w  – 

точку, існування та єдність якої показані в [20], яка є мінімаллю сильно опуклої функції 

 x  на множині X : 

    1,..., arg mink
x X

w w w x


  . (27) 

Теорема 3. Якщо функція  x  в (4) сильно опукла з параметром 0   на опуклій 

замкненій множині kX R ;  nE G X  , то оцінкою  1 2

1 2

...

...
r

ri i iD    множини 1

1

...

...
r

ri iD 
 в МГМ для 

задачі (1)-(4) може бути величина 

    1 1

1 1

... ... 2 2

... ...

1 1 1

 + 2r r

r r i i

k k k

i i i i j i

i i i

D w g w w g
        

  

      , (28) 

де 1

1

...

...
r

ri i

  обчислюється як і в теоремах 1, 2, точка w  означається формулою (27), для 

елементів G  виконується умова (8), переставлення     1,...,  k k kj j E J  визначається умовою 

 
1 2

...
kj j jw w w   . (29) 

Доведення. Як і при доведенні теореми 1 справедливі співвідношення (17)-(19). 

За лемою 3.44 з [4] при k  ,  kE E G  маємо 

 
 

   
 

2 2

1 1 1

min 2 max
i

k k

k k k

i i
x E G x E G

i i i

x w g w w x


 

    
 

  

      , (30) 

де  

1

...g g
 

  . 

Очевидно, що при k   

 2 2

1 1
ii

k k

i i

g g


 

  , (31) 

Максимум в (30) знайдемо за теоремою 3.1 з [4] при k  , n  : 

 
 

1 1

max
i

k

k k

i i j i
x E G

i i

w x w g



 

  , (32) 

де в правій частині координати точки w  у представленні (27) упорядковані за (29), а 

елементи  1,...,  kG g g  задовольняють нерівність (8). 

За лемою 2 з використанням справедливих нерівностей (22) та (23) з (30)-(32), (18) та (19) 

маємо 1

1

...

...
r

ri ix D    

    1

1

...0 2

...

1 1 1

 2r

r i

k k k

i i i j i

i i i

f x w g w w g
     

  

       , (33) 

отже за (17) права частина формули (33) може слугувати оцінкою  1

1

...

...
r

ri iD
   в МГМ для 

задачі (1)-(4) (формула (28)), що і треба було довести. 

Розглянемо можливість одержання оцінки для випадку, коли в (4)  x  – диференційовна 

сильно опукла функція. 
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Теорема 4. Якщо в (4) функція  x  – сильно опукла з параметром 0   і диференційовна 

на опуклій замкненій множині kX R ,  nE G X  , то оцінкою  1

1

...

...
r

ri iD
   множини 1

1

...

...
r

ri iD 
 в 

МГМ для задачі (1)-(4) може виступати величина: 

    
   

1 1

1 1

... ... 2 2

... ...

1 1 1 1

 2  r r

r r i i

i

k k k k

i i i i i i j i

i i i ii j

y y
D y y y g y g

y y

     
     

   

  
       

   
    , (34) 

де точка y X  – довільна; елементи мультимножини  1,...,  kG g g  – задовольняють умову 

(8), а переставлення    1,...,  k k kj j E J  задовольняє умові 

 
     

1 2

1 2

2 2 ... 2
k

k

j j j

j j j

y y y

y y y

  
  

  
     

  
, (35) 

а величина 1

1

...

...
r

ri i

   обчислюється як в теоремах 1, 2. 

Доведення. Як і при доведенні теореми 1 справедливі співвідношення (17)-(19). 

За лемою 3.48 з [4] при k  ,  kE E G  маємо y X   

    
   2 2

1 1 1 1

min  min 2  
i

k k k k

i i i i
x E x E

i i i ii i

y y
x y y y g y x

y y

 
    

 
   

  
      

  
    , (36) 

де 
1

...g g
   . Очевидно, що при k   виконується рівність (31). Мінімум у правій 

частині (36) знайдемо за теоремою 3.1 з [4] при k  , n    

 
   

1 1

min 2  2  
i

i

k k

i i j i
x E

i ii j

y y
y x y g

y y

 
 


 

   
          

  , (37) 

де переставлення    1,...,  k k kj j E J  задовольняє умові (35), а числа 
i  kg i J   – умові (8). 

За лемою 2 з використанням справедливих нерівностей (22), (23) з (36), (37), (31), (18) та (19) 

маємо 1

1

r

r

...

i ...i
x D    

    
   

1

1

...0 2 2

...

1 1 1 1

 2r

r i i

i

k k k k

i i i i j i

i i i ii j

y y
f x y y y g y g

y y

   
    

   

  
       

   
    . (38) 

Отже, права частина (38) може виступати оцінкою  1

1

...

...
r

ri iD
   в МГМ задачі (1)-(4) (формула 

(34)), що і треба було довести. 

Коли видається доцільним і  якщо можна знайти 

 
2* arg min ,   

k

k

x E
g x c c R


   , (39) 

то оцінки з теорем 3, 4 можна посилити. 

У [4, с.137-138] показано, як розв’язати задачу (39) на множині поліпереставленнь  ,E G H , 

яка при 1s   збігається з  k
E G , звівши її до розв’язування задачі вибору [21]. Як відомо з 

[22], останнє може бути здійснено поліноміальним алгоритмом, трудомісткість якого  3O k . 
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Теорема 5. Якщо в (4) функція  x  – сильно опукла з параметром 0   на опуклій 

замкненій множині kX R ,  n
E G X  , то оцінкою  1

1

r

r

...

i ...i
D

   множини 1

1

r

r

...

i ...i
D 

 в МГМ для 

задачі (1)-(4) може виступати величина: 

    1 1

1 1

2
... ... *

... ...
r r

r ri i i iD y g w
          , (40) 

де точка w  визначається умовою (27), а *g  – співвідношенням (39), у якому c w , величина 

1

1

r

r

...

i ...i

   обчислюється, як в теоремах 1, 2; точка y X  – довільна. 

Доведення. Доведення проводиться за схемою, за якою доведено теореми 1, 3, 4, де за оцінку 

мінімуму  x  на множині  k
E G  береться його оцінка y X   при  k

E E G  з леми 3.52 

з [4]: 

 
   

2
*min

kx E G
x y g w



  


   , 

де *g  – з (39) при c w , а w  – з (27). 

У випадку диференційовності сильно опуклої функції  x  маємо оцінку, що визначається 

наступною теоремою. 

Теорема 6. Якщо в (4) функція  x  – сильно опукла з параметром 0   і диференційовна 

на опуклій замкненій множині kX R ,  k
E G X  , то оцінкою  1

1

r

r

...

i ...i
D

   множини 1

1

r

r

...

i ...i
D 

 в 

МГМ для задачі (1)-(4) може виступати величина: 

      1 1

1 1

22... ... *

... ...

1

4
r r

r ri i i iD y y g с
       


      , (41) 

де величина 1

1

r

r

...

i ...i

   обчислюється як у теоремах 1, 2; y X  – довільна точка; *g  визначається 

умовою (39) при  

  
1

2
c y y


   . (42) 

Доведення. Доведення відбувається за схемою доведення теорем 1, 3, 4, 5, де за оцінку 

мінімуму  x  на множині  k
E G  береться його оцінка y Y   при   k

E E G  з леми 3.55 

[4]: 

 
     

22 *1
min

4kx E G
x x y g с



   


     , 

де *g  береться з (39) при c  за (42). 

Зауваження. Оскільки при оцінюванні множини D  в МГМ ефективність оцінки  D  з (9) 

підвищується при збільшенні  D  (в задачах мінімізації), то оцінки теорем 1 (формула 

(15)), 2 (формула (25)), 4 (формула (34)), 5 формула (40)), 6 (формула (41)) можна 

покращити, використовуючи довільність точки y X  у правій частині названих формул. Для 

цього можна взяти максимум по y X  правих частин названих оцінок. За множину ,X  

зокрема, можна взяти переставний многогранник  
k

G
  [4]. 

Отримаємо такі оцінки: 
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– з формули (15): 

         1 1

1 1

... ...

... ...
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 ; 

– з формули (25): 
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– з формули (34): 
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– з формули (40): 
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– з формули (41): 
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. 

ВИСНОВКИ 

Результати, викладені в статті, дають можливість оцінити підмножини допустимих 

розв’язків в МГМ для задачі (1)-(4), де нелінійна складова  x  у цільовій функції  0f x  – 

опукла чи сильно опукла функція на опуклій множині Х, що містить множину переставлень 

 k
E G  з (3). Далі доцільним вбачається розглянути можливість оцінювання множин в МГМ 

для задачі (1)-(4), коли  x  не є опуклою функцією. 
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УДК 539.375  

РІВНОВАГА ПЛАСТИНИ З ПЕРІОДИЧНОЮ СИСТЕМОЮ ТРІЩИН, 
ЗАЛІКОВАНИХ БІЛЯ ВЕРШИН  

Шацький І. П., д. ф.-м. н. 

Івано-Франківський відділ Інституту прикладних проблем механіки і математики 
 ім. Я. С. Підстригача НАН України,  

вул. Микитинецька, 3, м. Івано-Франківськ, 76002, Україна  

ipshatsky@gmail.com 

Розвинуто модель частково залікованих тріщин у твердому тілі. В області відновлення суцільності поверхнева 
енергія вважається інакшою, ніж у непошкодженому середовищі. Пружні властивості матеріалу не змінюються. 
Визначено ефективність лікування пошкодженої пластини з періодичними системами колінеарних або 
паралельних наскрізних тріщин для випадків нормального відриву поперечного зсуву та згину. Враховується 
ефект закриття тріщини у зігнутій пластині. Досліджено взаємодію дефектів, залікованих поблизу вершин.  
Ключові слова: пластина, частково залікована тріщина, періодична задача,  гранична рівновага. 

РАВНОВЕСИЕ ПЛАСТИНЫ С ПЕРИОДИЧЕСКОЙ СИСТЕМОЙ ТРЕЩИН,  
ЗАЛЕЧЕННЫХ ВОЗЛЕ ВЕРШИН  

Шацкий И. П., д. ф.-м. н.  

Ивано-Франковский отдел Института прикладных проблем механики и математики 
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Развита модель частично залеченных трещин в твердом теле. В области восстановления сплошности 
поверхностная энергия отличается от таковой для неповрежденной среды. Упругие свойства материала не 
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