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У роботі досліджуються жорсткі та майже жорсткі сагайдаки матриць показників. Знайдено 
умови того, що сагайдак одержується зі скінченної кількості матриць показників та знайдені всі 
жорсткі сагайдаки на 4 вершинах. 
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One of the most important classes, which appear in various questions of the ring theory and the image 

theory, is the class of the tiled orders. In terms of the abstract ring theory tiled order is primary 

Noetherian, semi-perfect and semi-distributive Noetherian ring with non-zero Jacobson radical. 

Exponent matrices appear in the theory of tiled orders. Each tiled order is completely determined by its 

exponent matrix and discrete valuation ring. Many of the properties of these rings are completely 

determined by their exponent matrix, such as quivers of rings. The exponent matrix quiver coincides 

with the tiled order quiver. In order to research the exponent matrices and their quivers there can be 

applied the combinatorial and geometric methods. 

This article deals with the question of exponent matrices and their rigid and almost rigid quivers. 

Properties of admissible quivers have also been discovered. The authors have proved that a unit quiver 

is rigid or almost rigid. If there is a weight function, for which quiver is not a unit quiver, so there is an 

infinite number of pairwise nonequivalent exponent matrices, from which quiver is derived. A rigid 

quiver cannot have loops. There are only four rigid not isomorphic quivers with four vertices. But there 

doesn’t exist almost rigid quiver with four vertices. 

Key words: exponent matrix, admissible quiver, rigid quiver. 

ВСТУП 

Одним із аспектів теорії кілець є вивчення властивостей кілець за допомогою теорії графів. 

Кожний черепичний порядок повністю визначається своєю матрицею показників і дискретно 

нормованим кільцем [1]. Багато властивостей таких кілець повністю визначаються їх 

матрицями показників [2, 3], зокрема, сагайдаки таких кілець [1]. Порівняно недавно матриці 

показників стали окремим об’єктом вивчення. Нежорсткість допустимого сагайдака, який 

має хоча б одну петлю, доведено в [4]. З появою вагових функцій з’явилося більше 

можливостей для дослідження допустимих сагайдаків [5]. Опис деяких класів жорстких 

сагайдаків започатковано в [6]. У [7] встановлено властивості одиничних циклів та 

одиничних сагайдаків, зокрема знайдено обмеження для елементів матриці показників 

одиничного сагайдака. У роботі продовжуються дослідження матриць показників та їх 

сагайдаків, зокрема жорстких та майже жорстких сагайдаків матриць показників.  

ОСНОВНІ ВИЗНАЧЕННЯ 

Нехай   ( ) – це кільце матриць розмірності   з цілими елементами. 

Означення 1 [1, c. 353]. Матриця   (   )     ( ), для якої виконуються умови: 

1)             для всіх            ; 

2)       для всіх        , називається матрицею показників. 

Матриця показників, для якої виконується умова 

3)           для всіх     {     } (   ) називається зведеною матрицею показників. 

Нехай   (   ) – зведена матриця показників. Введемо матрицю  ( )  (   )        

   ( ), де    – одинична матриця. Введемо матрицю  ( )  (   )    ( ):       

     {       }. 

Означення 2 [1, c.357]. Сагайдаком зведеної матриці показників    ( ) називається 

сагайдак, матриця суміжності якого задається формулою [ ]   ( )   ( ). 
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Означення 3 [1]. Зведені матриці показників    і    називається еквівалентними, якщо одну 

можна отримати з іншої за допомогою елементарних перетворень двох типів: 

1) відняти ціле число   від елементів  -го рядка та додати це число до елементів  -го 
стовпчика; 

2) поміняти місцями два рядки і поміняти місцями два стовпчика з такими ж номерами. 

Означення 4 [1, c.357]. Сагайдак   називається допустимим, якщо існує зведена матриця 

показників  , така, що  ( )   . 

Означення 5 [5]. Сагайдак   (     ) називається зваженим, якщо визначена функція 
      . Функція   називається ваговою, а її значення на стрілці називається вагою 

стрілки. 

Сума ваг усіх стрілок шляху називається вагою шляху. 

Теорема 1 [5] Сильнозв’язний сагайдак   (     ) є допустимим тоді і тільки тоді, коли 
існує вагова функція        { }, яка задовольняє умовам: 

1) вага стрілки з точки   у точку   менша за вагу шляху з точки   у точку   довжини    ; 

2) вага петлі в точці   менше за вагу будь-якого циклу, що проходить через точку  , 
довжини    ; 

3) вага будь-якого циклу більше або дорівнює 1; 

4) вага петлі дорівнює 1; 

5) через кожну точку без петлі проходить цикл довжини    , вага якого дорівнює 1. 

Зауваження [7]. Згідно з умовами (4) та (5) через кожну точку допустимого сагайдака 

проходить цикл ваги 1. 

Означення 7 [5]. Вагову функцію, яка задовольняє всі умови теореми 1, будемо називати 

допустимою ваговою функцією. 

За сагайдаком   та допустимій ваговій функції   можна побудувати матрицю показників 

  (   )    ( ) таким чином: якщо сагайдак   містить стрілку    , то      (   ) у 

протилежному випадку     дорівнює вазі найлегшого шляху із вершини    у вершину   . 

Означення 8 [7]. Простий цикл у сагайдаку   (     ), вага якого дорівнює 1, будемо 
називати одиничним. 

Твердження 1 [7]. У допустимому сагайдаку   (     ), між вершинами одиничного 
циклу не існує інших стрілок, окрім стрілок цього циклу. 

Твердження 2 [7]. Допустимий сагайдак   не може містити двох стрілок (     ) та (     ), 

де вершини   ,    належать одному одиничному циклу. 

Твердження 3 [7]. Допустимий сагайдак   (     ) не може містити стрілки (     ), 

(     ), де вершини   ,    належать деякому одиничному циклу. 

В орієнтованому графі   позначимо через  (     ) мінімальну кількість одиничних циклів, 

через вершини яких потрібно пройти, щоб з вершини    потрапити у вершину   . Будемо 
вважати  (   )   . 

Лема 1 [7]. 

1.  (     )   (     )                    

2.  (     )   (     )    (     ) для всіх           . 

Лема 2 [7]. В одиничному сагайдаку   існує вершина    така, що для довільної вершини 

       має місце нерівність  (     )  [
 

 
]. 
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Означення 14 [7]. Допустимий сагайдак   будемо називати одиничним, якщо об’єднання 

одиничних циклів допустимого сагайдака   утворює сильнозв’язний сагайдак   , такий, що 
      . 

Означення 15 [6]. Допустимий сагайдак   називається жорстким, якщо існує з точністю до 

еквівалентності єдина зведена матриця показників   така, що  ( )   . 

Означення 16. Нежорсткий допустимий сагайдак  , який одержується зі скінченної 

кількості (з точністю до еквівалентності) матриць показників, називається майже 

жорстким. 

ОСНОВНІ РЕЗУЛЬТАТИ 

Теорема 2. Якщо для довільної вагової функції допустимий сагайдак одиничний, то він 

жорсткий або майже жорсткий. Якщо існує вагова функція, для якої сагайдак не є 

одиничним, то існує нескінченна кількість попарно нееквівалентних матриць показників, з 

яких він одержується. 

Доведення. Спочатку доведемо першу частину теореми. Нехай   – допустимий сагайдак, 

який для довільної вагової функції є одиничним. Доведемо, що   одержується зі скінченної 

кількості матриць показників. 

Нехай    ( ),   (   )    ( ). Доведемо, що      . З леми 2 випливає, що в 

сагайдаку   існує вершина    така, що для довільної вершини       має місце нерівність 

 (     )  [
 

 
]: 

     (     )   (     )   (     )  
 

 
 
 

 
    

Отже,        , тобто елемент     може приймати не більше, ніж     різних значень. 

Тобто кількість матриць показників, з яких одержується сагайдак   (за комбінаторним 

правилом добутку), не перевищує (   )
 

 . Отже, сагайдак   одержується зі скінченної 

кількості матриць, тому він жорсткий або майже жорсткий.  

Доведемо другу частину теореми. Нехай   – вагова функція, для якої сагайдак   – не 

одиничний. Тоді множину    можна розбити на дві частини     та     так, щоб не 

існувало одиничного циклу, який містить вершини з обох частин. Оскільки сагайдак   

сильнозв’язний, то є стрілки (або стрілка), які починаються в     та закінчуються в    . За 

ваговою функцією   побудуємо вагову функцію   , у якій вага стрілок, що починаються в 

    та закінчуються в    , збільшена на  . Очевидно, що вагова функція    є допустима, 

тобто вона задовольняє всі умови теореми 1. Оскільки збільшилась вага стрілок, які не 

належать одиничним циклам, то умови 2-5 виконуються. Умова (1) теореми 1 виконується 

тому, що якщо вага стрілки збільшилась на  , то вага шляху збільшилась не менше, ніж на  . 

Оскільки для різних   ми одержуємо різні сагайдаки (сума елементів різна), то сагайдак   

одержується з нескінченної кількості матриць. 

Наслідок. Допустимий сагайдак   з петлями не є жорстким або майже жорстким. 

Доведення. Одиничний сагайдак не має петель, бо кожна його вершина належить деякому 

одиничному циклу. Сагайдак   має петлі, тому не є одиничним для довільної допустимої 

вагової функції. За теоремою 2 сагайдак   одержується з нескінченної кількості матриць. 

Теорема 3 [2]. Дві зведені матриці показників еквівалентні тоді і тільки тоді, коли вони 

мають ізоморфні сагайдаки, вага відповідних простих циклів яких однакова. 

Теорема 4. На чотирьох вершинах існує тільки чотири жорстких не ізоморфних сагайдака та 

жодного майже жорсткого. 
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Доведення. Оскільки жорсткий або майже жорсткий сагайдак не має петель, то через кожну 

вершину має проходити одиничний цикл. За твердженням 1 одиничний цикл не може 

містити інших стрілок, крім стрілок самого циклу. Тому в сагайдаку з чотирма вершинами 

одиничний цикл складається мінімум з двох, максимум з чотирьох стрілок. Розглянемо три 

різних випадки: 

а) Найбільший одиничний цикл складається з чотирьох стрілок. Оскільки за твердженням 1 

сагайдак не може містити інших стрілок, крім циклу, то у випадку a) є тільки один жорсткий 

сагайдак: 

[  ]  (

  
  

     
  
  

  
  

     
  
  

). 

б) Найбільший одиничний цикл складається з трьох стрілок. Нехай цей цикл проходить через 

вершини (1-2-3). Оскільки четверта вершина без петлі, то через неї також проходить 

одиничний цикл. Можливі два випадки: одиничний цикл, який проходить через четверту 

вершину, проходить ще через одну або через дві вершини. 

У першому випадку ми одержимо [  ]  (

  
  

     
  
  

  
  

     
  
  

), якщо четверта вершина утворює 

одиничний цикл не з третьою, а з другою або з першою вершиною, то ми одержуємо 

сагайдаки ізоморфні   . 

У другому випадку ми одержимо [  ]  (

  
  

     
  
  

  
  

     
  
  

), якщо четверта вершина утворює 

одиничний цикл не з стрілкою    , а з стрілкою     або з стрілкою    , ми одержимо 
сагайдаки, аналогічні до   . 

Зауважимо, що четверта вершина не може утворити одиничний цикл з двома стрілками, 

оскільки одержується одиничний цикл, який складається з чотирьох вершин та містить 

стрілку всередині циклу, що суперечить твердженню 1. 

в) Найбільший одиничний цикл складається з двох стрілок. Тобто всі одиничні цикли 

складаються з двох стрілок.  

Якщо для сагайдака   можна підібрати вагову функцію, для якої в сагайдаку є два 

одиничних цикли, які складаються з різних вершин (наприклад (1, 2), (3, 4)), то за теоремою 

2 такий сагайдак одержується з нескінченної кількості матриць показників.  

Залишається розглянути випадок, коли всі одиничні цикли проходять через одну вершину. 

Нехай це буде вершина 1. Одержуємо сагайдак [  ]  (

  
  

     
  
  

  
  

     
  
  

), який містить три 

одиничних цикли. Якщо до нього додати стрілки або стрілку, то він стане недопустимим 

(твердження 2 або твердження 3). 

Оскільки всі прості цикли сагайдака    - одиничні, то за теоремою 3 всі матриці показників, 

з яких одержується сагайдак   , попарно еквівалентні, тобто    – жорсткий сагайдак. 

Аналогічно   ,   ,    – жорсткі сагайдаки. 

Отже, на чотирьох вершинах є чотири жорстких сагайдака, та жодного майже жорсткого. 

Теорема доведена. 
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ВИСНОВКИ 

Знайдено умови того, що сагайдак одержується зі скінченної кількості матриць показників. 

Якщо для довільної вагової функції допустимий сагайдак одиничний, то він жорсткий або 

майже жорсткий. Якщо існує вагова функція, для якої сагайдак не є одиничним, то існує 

нескінченна кількість попарно нееквівалентних матриць показників, з яких він одержується. 

На чотирьох вершинах є чотири жорстких сагайдака, та жодного майже жорсткого. 
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