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В предлагаемой статье исследовано свободное колебание подкрепленной перекрестными 
системами ребер, неоднородной  по толщине цилиндрической оболочки, контактирующей c 
движущейся жидкостью. Используя вариационный принцип Гамильтона-Остроградского, 
построены системы уравнений движения подкрепленной перекрестными системами ребер,  
неоднородной  по толщине цилиндрической оболочки, контактирующей с движущейся 
жидкостью. Неоднородность материала оболочки по толщине учтено, принимая, что модуль 
Юнга и плотность материала оболочки является функциями нормальной координаты. При 
исследовании свободных колебаний подкрепленной перекрестными системами ребер, 
неоднородной по толщине цилиндрической оболочки, контактирующей с движущейся 
жидкостью, рассмотрены две случаи: а) жидкость внутри оболочки находится в покое; б) 
жидкость внутри оболочки двигается с постоянной скоростью. В обоих случаях построены 
частотные уравнения и реализованы численно. В процессе вычислений для функции 
неоднородности приняты линейные и параболические законы. Построены характерные кривые 
зависимости. 

Ключевые слова: подкрепленная оболочка, вариационный принцип, жидкость, свободное колебание. 
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У пропонованій статті досліджено вільне коливання підкріпленої перехресними системами 
ребер, неоднорідної за товщиною циліндричної оболонки, що контактує з рухомою рідиною. 
Використовуючи варіаційний принцип Гамільтона-Остроградського, побудовані системи рівнянь 
руху підкріпленої перехресними системами ребер, неоднорідною за товщиною циліндричною 
оболонкою, що контактує з рухомою рідиною. Неоднорідність матеріалу оболонки за товщиною 
враховано, приймаючи, що модуль Юнга і щільність матеріалу оболонки є функціями 
нормальної координати. При дослідженні вільних коливань підкріпленої перехресними 
системами ребер, неоднорідною за товщиною циліндричною оболонкою, що контактує з 
рухомою рідиною, розглянуті два випадки: а) рідина всередині оболонки перебуває у спокої; б) 
рідина всередині оболонки рухається з постійною швидкістю. В обох випадках побудовані 
частотні рівняння і реалізовані чисельно. У процесі обчислень для функції неоднорідності 
прийняті лінійні і параболічні закони. Побудовано характерні криві залежності. 

Ключові слова: підкріплена оболонка, варіаційний принцип, рідина, вільне коливання. 
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In the offered article the free fluctuation supported with cross systems of edges, the nonuniform on 
thickness of the cylindrical envelope contacting from moving liquid is investigated. Using the variation 
principle of Hamilton-Ostrogradsky are constructed the set of equations of driving supported with cross 
systems of edges, the nonuniform on thickness of the cylindrical envelope contacting from moving 

mailto:flatifov@mail.ru
mailto:flatifov@mail.ru
mailto:flatifov@mail.ru


 Visnyk of Zaporizhzhya National University. Physical and Mathematical Sciences 139 

Вісник Запорізького національного університету  № 1, 2016 

liquid. Inhomogeneity of material of an envelope on thickness it is considered, accepting that the elastic 
modulus and density of material of an envelope is functions of normal coordinate. At research of the 
free fluctuations supported with cross systems of edges, the nonuniform on thickness of the cylindrical 
envelope contacting from moving liquid considered two cases: a) liquid in an envelope dwells; b) liquid 
in an envelope moves with constant speed. In both cases the frequenciest equations are constructed and 
realized numerically. In the course of calculations for function of inhomogeneity the linear and 
parabolic laws are adopted. The reference graphs are constructed. 

Key words: the supported envelope, the variation principle, liquid, the free fluctuation. 

ВВЕДЕНИЕ 

Устойчивость, колебания и расчеты на прочность тонкостенных элементов конструкций 

оболочечного типа, контактирующие со средой, играют важную роль при проектировании 

современных аппаратов, машин и сооружений. Для придания большей жесткости оболочки 

подкрепляются различными ребрами. Такие конструкции могут находиться в контакте с 

жидкостью и подвергаться не только статическим нагрузкам, но и динамическим. Однако, 

поведение неоднородных тонкостенных элементов конструкций, имеющих ребра, учет их 

дискретного расположения, влияние жидкости исследованы недостаточно. Поэтому 

разработка математических моделей для исследования поведений подкрепленных 

неоднородных оболочек, наиболее полно учитывающих их работу при динамических 

нагрузках, и проведение на их основе исследований устойчивости и колебаний, а также 

выбора рациональных параметров конструкции, контактирующей с жидкостью, являются 

актуальными задачами. 

Отметим, что исследованию свободных колебаний ребристых цилиндрических оболочек, 

заполненных протекающей жидкостью, посвящены работы [2, 3]. Изучены влияния числа 

ребер, их жесткости, скорости течения жидкости, различных механических, физических и 

геометрических размеров оболочки на частоты собственных колебаний и оптимизационного 

параметра круговой ребристой цилиндрической оболочки. Работы [4-6] посвящены 

исследованию параметрического колебания нелинейного и неоднородного по толщине 

прямолинейного стержня в вязкоупругой среде с применением контактной модели 

Пастернака. Изучено влияние основных факторов – упругости основания, повреждаемости 

материала стержня и оболочки, зависимости коэффициента сдвига от частоты колебания на 

характеристики продольных колебаний точек стержня в вязкоупругой среде. Во всех 

исследуемых случаях построены зависимости зоны динамической устойчивости колебаний 

стержня в вязкоупругой среде от параметров конструкции на плоскости нагрузка-частота. В 

работе [7] приведены результаты экспериментального исследования влияния 

подкрепляющих ребер и присоединенных твердых тел на частоты и формы свободных 

колебаний тонких упругих конструктивно неоднородных оболочек. В работах [8, 9] с 

помощью асимптотического метода построены частотные уравнения ребристых 

цилиндрических оболочек, заполненных жидкостью, получены приближенные частоты 

уравнения и простые расчетные формулы, позволяющие находить значения минимальных 

собственных частот колебаний рассмотренной системы, исследованы вынужденные 

колебания подкрепленной оболочки, заполненной жидкостью, и определены амплитудно-

частотные характеристики рассмотренных колебательных процессов. Вводя параметр 

определяющего оптимальность подкрепления, прийдем к оптимизации параметров оболочек, 

усиленных перекрестной системой ребер и заполненной жидкостью, исследованы влияние 

степени сжимаемости жидкости на частоты свободных осесимметричных колебаний 

ребристых цилиндрических оболочек заполненной жидкостью. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Ребристая оболочка рассматривается как система, состоящая из собственной оболочки и 

жестко с ней соединенных по линиям контакта ребер. Принимается, что напряженно-

деформированное состояние оболочки можно полностью определить в рамках линейной 

теории упругих тонких оболочек, основанной на гипотезах Кирхгофа-Лява, а для расчета 

ребер применима теория криволинейных стержней Кирхгофа-Клебша. Система координат 
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выбрана так, что координатные линии совпадают с линиями главных кривизн срединной 

поверхности оболочки. При этом предполагается, что ребра размещены вдоль координатных 

линий, а их края, как и края обшивки, лежат в одной координатной плоскости. Кроме того, 

предполагается, что все ребра образуют регулярную систему. Под регулярной системой 

продольных и кольцевых ребер понимается такая система, в которой жесткости всех ребер, 

их  взаимные расстояния равны, а расстояния от края оболочки до ближайшего к нему ребра 

равно расстоянию между ребрами. 

Деформированное состояние обшивки может быть определено через три составляющих 

перемещений ее срединной поверхности  ,   и  . При этом углы поворота нормальных 
элементов   ,    относительно координатных линий   и   выражаются через   и   с 

помощью зависимостей     
  

  
,     (

  

  
 

 

 
), где   – радиус срединной поверхности 

оболочки. 

Для описания деформированного состояния ребер, кроме трех составляющих перемещений 

центров тяжести их поперечных сечений (  ,   ,     -го поперечного стержня   ,   ,     -го 

продольного стержня), необходимо определить также углы закручивания      и     . 

Учитывая, что согласно принятым гіпотезам, имеет место постоянство радиальных прогибов 

по высоте сечений, а также вытекающие из условий жесткого соединения ребер с оболочкой 

равенства соответствующих углов закручивания, записываем следующие соотношения: 
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Здесь           
 ,           

 ,   – толщина оболочки,   
  и   

  – расстояния от осей  

i-го продольного и  -го поперечного стержня до поверхности оболочки,    и    – координаты 

линий сопряжения ребер с оболочкой,   ,      и   ,      – углы поворота и закручивания 

поперечных сечений соответственно продольных и поперечных стержней. 

Относительно внешних воздействий предполагается, что действующие на ребристую 

оболочку поверхностные нагрузки со стороны жидкости, могут быть сведены к 

составляющим   ,    и   , приложенным к срединной поверхности оболочки. 

Дифференциальные уравнения движения и естественные граничные условия для поперечно 

подкрепленной ортотропной цилиндрической оболочки с жидкостью получим на основе 

вариационного принципа Остроградского-Гамильтона. Для этого предварительно запишем 

потенциальную и кинетическую энергии системы. 

Для учета неоднородности по толщине цилиндрической оболочки будем исходить из 

трехмерного функционала. В этом случае функционал полной энергии цилиндрической 

оболочки имеет вид: 
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Существуют различные способы учета неоднородности материала оболочки. Один из них 

заключается в том, что модуль Юнга и плотность материала оболочки принимаются 
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функциями нормальной координаты  :     ( ),    ( )  Предполагается, что 

коэффициент Пуассона постоянный. В этом случае соотношение деформации-напряжения 

имеет вид: 
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в (1), можно написать: 
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Выражения для потенциальной энергии упругой деформации -го продольного и  -го 
поперечного ребер таковы [10]: 
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Кинетические энергии ребер записыва.тся в виде [10]: 
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В выражениях (4) и (6)   ,    ,    ,      – площадь и моменты инерции поперечного сечения  

i-го продольного стержня соответственно относительно оси    и оси, параллельной оси    и 
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проходящей через центр тяжести сечения, а также его момент инерции при кручении;   ,    , 

   ,      – аналогичные величины для  -го поперечного стержня;  ̃ ,  ̃  и  ̃ ,  ̃  – модули 

упругости и сдвига материала  -го продольного и  -го поперечного стержня соответственно, 

и    ∫  ( )    
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;   – временная координата,   ,    – соответственно 

плотности материалов, из которых изготовлены i-й продольный и  -й поперечный стержни. 

Потенциальная энергия внешних поверхностных нагрузок, действующих со стороны 

идеальной жидкости, приложенных к оболочке, определяется как работа, совершаемая этими 

нагрузками при переводе системы из деформированного состояния в начальное 

недеформированное и представляется в виде: 

    ∫∫        
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Полная энергия системы равна сумме энергий упругих деформаций оболочки и поперечных 

ребер, а также потенциальных энергий всех внешних нагрузок, действующих со стороны 

идеальной жидкости: 

    ∑(     )

  

   

 ∑(     )

  

   

                                                ( ) 

Здесь    – количество продольных,    – количество поперечных ребер. 

Предполагая, что основная скорость потока равна   и отклонения от этой скорости малы, 

воспользуемся волновым уравнением для потенциала возмущенных скоростей   по [11]: 
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Выражение полной энергии системы (8), уравнения движение жидкости (9) дополняются 

контактными условиями. На контактной поверхности оболочка-жидкость соблюдается 

непрерывность радиальных скоростей и давлений. Условие непроницаемости или плавности 

обтекания у стенки среды имеет вид [11]: 
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Равенство радиальных давлений со стороны жидкости на оболочку: 

     |                                                                          (  ) 

Частотное уравнение ребристой неоднородной оболочки с протекающей жидкостью 

получено на основе принципа стационарности действия Остроградского-Гамильтона: 

                                                                               (  ) 

где   ∫    
   

  
 – действие по Гамильтону,    и     – заданные произвольные моменты 

времени. 

Дополняя контактными условиями полной энергии системы (8) уравнения движения 

жидкости (9), приходим к задаче о собственных колебаниях подкрепленной перекрестной 

системой ребер неоднородной цилиндрической оболочки с протекающей жидкостью. 

Другими словами, задача о собственных колебаниях подкрепленной перекрестной системой 

ребер неоднородной цилиндрической оболочки с протекающей жидкостью сводится к 

совместному интегрированию выражений для полной энергии системы (8), уравнение 

движение жидкости (9) при выполнении условий (9) и (10) на поверхности их контакта. 
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РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

Потенциал возмущенных скоростей   ищем в виде: 

 ̃(        )   ( )                                                             (  ) 

Используя (10) из условия (7), (8), имеем: 
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Здесь    
        ⁄

  
,       (    

 )  ,   
     (  

   )  ,    – модифицированная 

функция Бесселя первого рода порядка  ,    – функции Бесселя первого рода порядка  , 

   √
  

(    )    
,       ⁄ . 

В выражении (8) варьируемыми величинами являются  ,  ,  ,   ,   ,   ,   ,  ,  . Эти 

неизвестные величины аппроксимируем следующим образом: 
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Подставляя (16) в (8), после интегрирования получим функцию от переменных   ,   ,   ,   , 

  ,   ,    ,    ,     ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,    . Стационарное значение 
полученной функции определяется следующей системой: 
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Нетривиальное решение системы линейных алгебраических уравнений (17) восемнадцатого 

порядка возможно лишь в случае, когда    – корень ее определителя. Определение    

сводится к трансцендентному уравнению, так как    входит в аргументы функции Бесселя: 

   ‖   ‖                                                                      (  ) 

ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Частотное уравнение (18) решено численно при следующих исходных данных:       мм; 

    ̃   ̃          
 

  
;        мм;       мм;                  ⁄ ; 

           ;             ;             ⁄ ;               ; 
     

     
            ; 

   

     
            ; 

  

    
            ;      . 

Рассмотрены два вида законов изменений неоднородности: линейный –  ( )    

   [   (
 

 
)]  ( )    [   (

 

 
)] и параболический –  ( )    [   (

 

 
)
 

]  ( )    

   [   (
 

 
)
 

]. Здесь    – модуль Юнга,   – параметр неоднородности. Отметим, что при 

линейном законе изменение | |   , при параболическом изменение   – произвольная. 

Результаты счета представлены на рис. 1 и 2. На рис. 1 показаны зависимости параметра 

частоты    от относительной скорости потока    для различных законов изменений 

неоднородности по толщине оболочки. Видно, что увеличение скорости приводит к 

снижению частоты. 

 
 

Рис. 1. Зависимость параметра частот колебаний от 

скорости жидкости: 1 – линейный закон, 

2 – параболический закон 

Рис. 2. Зависимость параметра частот от количества 

продольных ребер: 1 – однородная оболочка,  

2 – линейный закон, 3 – параболический закон 

Отметим, что      соответствует покоящейся жидкости. На рис. 2 иллюстрирует влияние 

количества продольных ребер    на параметры частоты    колебаний рассмотренной 

системы. Видно, что с увеличением    параметры частоты    колебаний системы сначала 

увеличиваются, а затем при определенном значении    начинают уменьшаться. Это 

объясняется тем, что с увеличением    вес стержней увеличивается и это приводит к 

существенному влиянию их инерционных свойств на процесс колебаний. Сравнения 

приведенных графиков показывают, что учет неоднородности приводит к снижению 

значений собственных частот колебаний рассмотренной системы по сравнению собственных 

частот колебаний этой же системы, когда оболочка однородная. 
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ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РАЗРЫВНОГО РЕШЕНИЯ 

ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ АНИЗОТРОПНОЙ 
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Опираясь на соотношения, связывающие производные перемещений, как обобщенные функции, 

с обычными производными, получена система линейных дифференциальных уравнений. В 

правых частях уравнений содержатся обобщенные функции, зависящие от скачков перемещений 

и напряжений. Решение системы получено в виде свертки матрицы фундаментальных решений 

со столбцом правых частей системы. 

Ключевые слова: перемещения, напряжение, плоская задача, анизотропия, дефекты, разрывное 

решение, обобщенная функция, краевая задача. 

ІНТЕГРАЛЬНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ РОЗРИВНОГО РОЗВ’ЯЗКА ПЛОСКОЇ ЗАДАЧІ 

ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ДЛЯ АНІЗОТРОПНОГО СЕРЕДОВИЩА 
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Опираючись на співвідношення, що зв’язують похідні переміщень, як узагальнені функції, зі 

звичайними похідними, отримана система лінійних диференціальних рівнянь. У правих частинах 

рівнянь містяться узагальнені функції, що залежать від стрибків переміщень і напружень. 

Розв’язок системи отримано у вигляді згортки матриці фундаментальних рішень зі стовпцем 

правих частин системи. 

Ключові слова: переміщення, напруга, плоска задача, анізотропія, дефекти, розривний розв’язок, 

узагальнена функція, крайова задача. 


