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Запропоновано підхід до визначення ефективних пружних характеристик волокнистого 
композита, армованого періодичною системою двох волокон. У матеріалі виокремлюються 
області гексагональної форми, що містять матеріал одного з сортів волокон та оточуючу його 
матрицю, так щоб ці області покривали увесь композит. Отримуємо два типи областей, що 
містять відповідно перший сорт волокна і другий сорт волокна. Для кожної з цих областей 
проводимо процедуру гомогенізації волокнистого композиту. В результаті неоднорідний 
матеріал, що містить матрицю та волокно, представляємо однорідним трансверсально-
ізотропним матеріалом, пружні властивості якого визначаються п’ятьма сталими. За такої 
гомогенізації матеріал представляється сукупністю двох типів областей з трансверсально-
ізотропними властивостями. Для цього матеріалу також проводимо процедуру гомогенізації. У 
результаті отримуємо однорідний трансверсально-ізотропний матеріал, який описує механічну 
поведінку композита, армованого двома сортами односпрямованих волокон. Розроблений підхід 
застосовано до визначення ефективних пружних сталих волокнистого композита, армованого 
одним сортом волокна, але представленого як трикомпонентний – матриця та два сорти волокна. 
Порівняння з чисельними результатами, отриманими за співвідношеннями інших авторів, дають 
добру збіжність. Для повздовжніх характеристик цей збіг повний, а для поперечних – якісна 
картина однакова, а значення мають незначні відмінності. 

Ключові слова: волокнистий композит, ефективні пружні сталі, матриця, трансверсально-
ізотропний матеріал. 
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Предложен подход к определению эффективных упругих характеристик волокнистого 
композита, армированного периодической системой двоих волокон. В материале выделяются 
области гексагональной формы, которые содержат материал одного из сортов волокон и 
окружающую его матрицу так, чтобы эти области покрывали весь композит. Получаем два типа 
областей, содержащих первый сорт волокна и второй сорт волокна. Для каждой из этих областей 
проводим процедуру гомогенизации волокнистого композита. В результате неоднородный 
материал, содержащий матрицу и волокно, представляем однородным трансверсально-
изотропным материалом, упругие свойства которого определяются пятью постоянными. При 
такой гомогенизации материал представляется совокупностью двоих типов областей с 
трансверсально-изотропными свойствами. Для этого материала также проводим процедуру 
гомогенизации. В результате получаем однородный трансверсально-изотропный материал, 
который описывает механическое поведение композита, армированного двумя сортами 
однонаправленных волокон. Разработанный подход применен к определению эффективных 
упругих постоянных волокнистого композита, армированного одним сортом волокна, но 
представленного как трехкомпонентный – матрица и два сорта волокна. Сравнение с 
численными результатами, полученными по соотношениям других авторов, дают хорошую 
сходимость. Для продольных характеристик это совпадение полное, а для поперечных – 
качественная картина одинаковая, а значения имеют незначительные отличия. 

Ключевые слова: волокнистый композит, эффективные упругие постоянные, матрица, 
трансверсально-изотропный материал. 
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In the article it is proposed an approach to the determination of the effective elastic characteristics of the 
fibrous composite reinforced by the two-fiber periodical system. In the material the hexagonal form 
areas are singled out. These areas contain the material of the one type fiber and the surrounding matrix, 
so that these areas cover the entire composite. We obtain areas of two kinds containing the first and 
second types of fiber. Then for each of these areas we homogenize the fiber composite. Сonsequently, 
we represent inhomogeneous material containing the matrix and fiber through the transversally-isotropic 
in the issue material. Elastic properties of this material can be calculated by use of five constants: 

longitudinal modulus 
1E , transversal modulus 

2E , shear modulus 
12G , Poisson ratios 

12  and 
23 . 

Under condition of such homogenization the material is represented by the aggregate of the two kind 
areas with transversally-isotropic properties. For this material we also carry out homogenization 
procedure with the help of analogous correlation. In the issue we have in the issue transversally-
isotropic material modelling the composite’s mechanical behavior reinforced by two types of the 
unidirectional fibers. Mechanical characteristics of such material depend on elastic properties of the 
each of the fiber types and on the volume fraction of each of them in the composite. The elaborated 
approach is applied to determination of the effective elastic constants of the fibrous composite 
reinforced by one type of the fiber but represented as the ternary – matrix and the fiber of the two types. 
Сomparison with the numerical results obtained according to the other author’s correlations gives the 
good convergence. This gives entire coincidence for longitudinal characteristics. In case of transversal 
characteristics we have the same qualitative picture with insignificant discrepancies in values. 

Key words: fibrous composite, effective elastic constants, matrix, transversally-isotropic material. 

При визначенні напружено-деформованого стану конструкцій із волокнистих композитів 

виникає необхідність урахування неоднорідної структури композита. При високій частоті 

армування врахувати механічні відмінності кожного волокна досить складно з математичної 

точки зору. Як правило, при розв’язанні таких задач неоднорідний матеріал представляється 

однорідним з трансверсально-ізотропними властивостями, що залежать від механічних 

властивостей матриці та волокна та об’ємної долі кожної з них у композиті. Після чого 

задача зводиться до задачі механіки анізотропного середовища. 
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Задача визначення ефективних пружних сталих при армуванні одним сортом волокон 

розв’язується при різних вихідних умовах різними методами (аналітичними, 

асимптотичними, чисельними), що видно в роботах [1-9]. Якщо армування проводиться 

декількома сортами волокон, задача ускладнюється, і визначення ефективних механічних 

характеристик має певні труднощі математичного характеру. 

Так, у монографії Kwon Y.W., Allen D.H., Talreja R. [10] представлено широкий спектр 

методів із застосуванням ймовірнісних та статистичних підходів, які дозволяють описувати 

механічну поведінку композитів, у тому числі, наведені термопружні сталі для волокнистого 

композита, армованого системою n  волокон. Співвідношення для визначення пружних 

сталих волокнистого композита, армованого системою n односпрямованих волокон наведено 

у роботі волокон [11]: 
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де if  – об’ємна доля i -го сорту волокна в композиті, mf  – об’ємна доля матеріалу матриці в 

композиті, ciE  – модуль пружності матеріалу i -го сорту волокна, ciG  – модуль зсуву 

матеріалу i -го сорту волокна, ci  – коефіцієнт Пуассона матеріалу i -го сорту волокна, 

3 4m m    , 3 4i ci    , 
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Розглянемо підхід до визначення ефективних механічних характеристик волокнистого 

композита, періодично армованого системою двох сортів волокон, на основі гомогенізації 

композита з трансверсально-ізотропними матрицею та волокном [12-16]. Для визначення 

пружних характеристик композита з трансверсально-ізотропною матрицею та 

трансверсально-ізотропним волокном запропоновані такі формули (тут символом * – 

позначені величини, що відносяться до матеріалу матриці, а символом   – позначені 

величини, що відносяться до матеріалу волокна): 
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12d         * * * *
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1 2 23 2 231 1b E E    . 

Однією із найбільш розповсюджених схем розташування волокон в односпрямованих 

композиційних матеріалах є гексагональна укладка волокон (рис. 1). 

Рис. 1. Представлення трикомпонентного композиційного матеріалу 

Розглянемо приклад такої схеми армування трикомпонентного композиційного матеріалу 

двома сортами односпрямованих волокон періодичної структури. Знайдемо пружні сталі 

такого композиційного матеріалу, використовуючи формули (6-10), отримані для 

двохкомпонентного волокнистого композиційного матеріалу з трансверсально-ізотропними 

матрицею і волокном. 

Розіб’ємо поперечний перетин композиційного матеріалу на гексагональні комірки, так, щоб 

центр перетину діагоналей шестикутника збігався з центром волокна, як показано на 

рисунку 1. При такому розбитті матеріал матриці в будь-якій гексагональній комірці буде 

займати однаковий об’єм, якщо діаметр обох сортів волокон однаковий, і об’єм, що займає 

матеріал матриці, буде різним, якщо діаметр волокна у кожного сорту свій. Отже, отримуємо 

два типи гексагональних комірок – для волокна I сорту (позначено похилою штриховкою), і 

для волокна II сорту (позначено точками). Далі згідно з процедурою, викладеною в розділі 2, 

апроксимуємо гексагональну комірку кругом, рівним площі цієї комірки. І після цього 

визначаємо за формулами, отриманими в розділі 2 і в попередніх підрозділах розділу 3, 

пружні сталі для двох областей композита, що містять волокна I та II сорту. Зважаючи на те, 

що обидви сорта волокна однаково направлені, ці області будуть мати трансверсально-

ізотропні властивості з однаковими площинами ізотропії навіть, якщо обидва сорти волокна 

та матриця матимуть ізотропні властивості. Далі, апроксимуємо кожну гексагональну 

область, яка містить матеріал волокна та матеріал матриці і відповідає одному із сортів 

волокна, наприклад, для волокна I сорту, кругом, рівним площі гексагональної комірки 

(рис. 1). У результаті отримаємо «умовний» уже двохкомпонентний волокнистий матеріал з 

розрахованими пружними сталими трансверсально-ізотропних «умовної» матриці та 

«умовного» волокна. 

До моделі «умовного» композиційного матеріалу повторно застосуємо процедуру 

визначення пружних сталих. Тоді перетин цього «умовного» матеріалу розіб’ємо 

гексагональними комірками і застосуємо до елементарної гексагональної комірки процедуру 

визначення пружних сталих за формулами, отриманими в розділі 2 та початкових 
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підрозділах розділу 3, за визначеними раніше пружними сталими «умовної» матриці та 

«умовного» волокна. Об’ємна доля «умовного» волокна визначається як відношення площі 

круга, що займає «умовне» волокно, до площі гексагональної комірки. Отримані пружні 

сталі «умовного» композиційного матеріалу й будуть визначати пружні сталі 

трикомпонентного композиційного матеріалу з двома сортами волокон. 

Якщо у вихідному трикомпонентному композиційному матеріалі об’ємна доля волокна I 

сорту дорівнює 1f , а волокна II сорту – 2f , то об’ємна доля матеріалу матриці буде складати 

1 21 f f  . Тоді, згідно з вищевикладеним підходом представлення «умовної» матриці і 

«умовного» волокна, об’ємна доля «умовної» матриці буде складати величину 

  1
1 2 1

1 2

1
f

f f f
f f

  


, де перший доданок представляє долю вихідної матриці в 

представленні «умовної» матриці, а другий доданок – об’ємну долю волокна I сорту в 

представленні «умовної» матриці. Отже, об’ємна доля «умовної» матриці в «умовному» 

композиційному матеріалі буде складати величину, що дорівнює 1

1 2

f

f f
. Аналогічно, 

визначимо об’ємну долю «умовного» волокна в «умовному» композиційному матеріалі. 

Об’ємна доля «умовного» волокна буде складати величину, що дорівнює 

  2
1 2 2

1 2

1
f

f f f
f f

  


, де перший доданок представляє долю вихідної матриці в 

представленні «умовного» волокна, а другий доданок – об’ємну долю волокна II сорту в 

представленні «умовного» волокна. Отже, об’ємна доля «умовного» волокна в «умовному» 

композиційному матеріалі буде складати величину 2

1 2

f

f f
. 

Однак, слід ураховувати, що отримані співвідношення для розрахунку пружних 

властивостей композиційного матеріалу оперують лише з об’ємною долею волокон і не 

враховують діаметр волокна і структуру укладки. Тому вищевикладену методику можна 

застосовувати і для інших схем армування, слід лише враховувати, що чим точніше 

апроксимується колом межа матеріалу матриці в моделі, тим точніше отримані результати. 

Для перевірки правильності міркувань обчислимо пружні сталі двокомпонентного 

композиційного матеріалу як трикомпонентного за вищевикладеною методикою, розділивши 

об’ємну долю волокна на дві частини – волокно I сорту і волокно II сорту. 

Розглянемо гумовокордний матеріал з такими компонентами: гума марки 2959 з 

коефіцієнтом Пуассона 0,49   та модулем пружності 5,28E   МПа, корд з коефіцієнтом 

Пуассона 0,3   та модулем пружності 1277,5E   МПа. 

Представимо цей двокомпонентний композиційний матеріал як трикомпонентний згідно зі 

схемою, показаною на рис. 1. При цьому діаметр волокон та пружні властивості волокна I 

сорту і пружні властивості волокна II сорту будуть однакові. Така схема розташування 

волокон та висока частота армування дають змогу визначити, що в нашому 

трикомпонентному матеріалі відношення об’ємних доль волокон I сорту та II сорту – 1 2f f  – 

прагне до 3. Об’ємний вміст корда 1 2f f f  . Побудуємо залежності для пружних 

властивостей композиційного матеріалу від коефіцієнта 0,4..0,96f  , який показує, яка 

загальна доля волокна в композиті (рис. 2-6). 
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Рис. 6. Модуль зсуву 

12G : 1 – формула (4), 2 – трикомпонентна модель матеріалу (співпадає з 1) 
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Рис. 2. Повздовжній модуль пружності: 1 – формула (1), 

2 – трикомпонентна модель матеріалу (співпадає з 1) 

 
Рис. 3. Поперечний модуль пружності:  

1 – формула (3), 2 – трикомпонентна модель 

матеріалу 

 

Рис. 4. Коефіцієнт Пуассона 
12 : 1 – формула (2),  

2 – трикомпонентна модель матеріалу (співпадає з 1) 

Рис. 5. Коефіцієнт Пуассона 
23 : 1 – формула (3), 

(5), 2 – трикомпонентна модель матеріалу 
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Отже, згідно з запропонованим підходом однорідний трансверсально-ізотропний матеріал, 

який описує механічну поведінку композита, армованого двома сортами односпрямованих 

волокон представляється трансверсально-ізотропним однорідним матеріалом. Такий підхід 

застосовано до визначення ефективних пружних сталих волокнистого композита, армованого 

одним сортом волокна, але представленого як трикомпонентний – матриця та два сорти 

волокна. Порівняння з чисельними результатами, отриманими за співвідношеннями інших 

авторів, дають добру збіжність. Для повздовжніх характеристик цей збіг повний, а для 

поперечних – якісна картина однакова, а значення мають незначні відмінності (не більше 

3%). 
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