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In this article we propose a method for constructing interpolating-approximating polynomial 5th degree 

for the function ,f x y  that defined on the triangle 1 2 3A A A . In solving this problem we have used 

basis polynomials of the 5th degree ,kpqv x y , 1,3k , , 0,1,2p q , 0 2p q , ,ijV x y , 

, 1,2 , 2,3 , 3,1i j Q , which are expressed through the known Zlamal-Zhenishek basis 

polynomials ,kpqh x y , ,ijH x y . Then the interpolating polynomial 5( , )S x y  of the function ,f x y

on the triangle 1 2 3A A A  can be represented as a linear combination of functions ,kpqv x y , ,ijV x y , 
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where the coefficients of the ,kpqv x y  are equal derivatives ,
k

p q

p q

A

f x y
x y

, and the coefficients of 

the ,ijV x y  are equal derivatives ,

ij
ij M

f x y  ( ijv  is a unit inward normal vector to the side i jA A

of the triangle, ijM  is the midpoint of the side i jA A ). In this case the values of a polynomial 5( , )S x y

and its partial derivatives  (to the second order inclusive) at the vertices of a triangle and directional 
derivatives in the direction of the inward normal to sides of the triangle coincide with the corresponding 

derivatives of function ,f x y . In practice very often we only know values of function ,f x y  on a 

set of points, and values of derivatives are unknown. So we solve the problem of constructing 
interpolating-approximating polynomial , ,O x y f . In determining this polynomial we think that we 

know only values , 1,3i if f A i . We find unknown coefficients of the corresponding basis

functions using the least-squares method while minimizing certain functional. 

We got formulas for finding polynomials ,i x y , 1,3i , such that 

1 1 2 2 3 3, , , , ,O x y f f x y f x y f x y

1 2 30,0 , 1,0 , 0,1A A A  explicit expressions of polynomials ,i x y , 1,3i  are given. 

We obtained the formula of dependence of approximation error of function by interpolating-
approximating polynomial from linear dimensions of the triangle on the example of the concrete 
function. 
We proposed formulas for approximate calculation of derivatives (to the second order inclusive) 

function ,f x y  in the vertices of the  triangle. 

Key words: basis polynomials of Zlamal-Zenisek, interpolating-approximating polynomial 5th degree, 
least-squares method. 
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1 2 3A A A : ,kpqh x y , ,ijH x y , 1,3k , , 0,1,2p q , 

0 2p q , , 1,2 , 2,3 , 3,1i j Q  

1) 1 2

1 2

,
, , , ,,

j
kpq k j p qA

D h x y ; 

2) 1 2, , 0,
l

ij A
D H x y  1,3,l  1 20 2 , 1,

ij

ij

ij M

H
 0,

mn

ij

ij M

H
 , ,m n i j , ( ijM

i jA A ). 



 Visnyk of Zaporizhzhya National University. Physical and Mathematical Sciences 167

2, 2016

5 ( , )S x y  ,f x y

 

1 2

1 2
1 2

3
,

5
, 1 0 2

, , , , , , ,

ij

ij i i
i j Q iij ij M

f w
S x y w x y H x y w x y D f A h x y

v v

 

 1 2

1 2

1 2

3
,

5
1 0 2 ,

, , ,k k ij ij
k i j Q ij

f
S x y D f A v M V x y  (1)

1 2

1 2 1 2
,

, , ,k
k k ij ij

i j Q ij

h
v x y h x y M H x y , , ,ij ijV x y H x y . 

 

1) 1 2 1 2, ,
5, , ,

l lA A
D f x y D S x y  1,3,l  1 2, 0,1,2 ,  1 20 2 ; 

2) 5 , ,
,

ij ij
ij ijM M

S x y f x y
 , 1,2 , 2,3 , 3,1 ,i j Q  ijv   

i jA A  ijM   i jA A . 

 

1 2,
1 2, 0, 1,3, 0 2

l
ij A

D H x y l , 

 

1 2 1 2, ,, , .
j j

kpq kpqA A
D v x y D h x y  

,kpqv x y  ,kpqh x y . 

,kpqv x y  ,ijV x y  

 

,f x y  

1 2 3A A A : 1 1f f A , 2 2f f A , 3 3f f A

 

1 2 3

2 , , ,
A A A

J C O x y f C dxdy , 

3 18

1 1

, , , , ,k k m m
k m

O x y f C f x y C x y , 1 100, ,x y v x y , 2 200, ,x y v x y , 

3 300, ,x y v x y ; 5 4 10, ,j jx y v x y , 5 3 01, ,j jx y v x y , 5 2 20, ,j jx y v x y , 

5 1 11, ,j jx y v x y , 5 02, ,j jx y v x y , 1,3j ; 16 12 ,V x y , 17 23 ,V x y , 

18 31 ,V x y . 



168 -  

- ISSN 2518-1785 (Online), ISSN 2413-6549 (Print)

-  , 1,18iC i   , , ,O x y f C  

, , ,k k kO x y f C f , 1,3k  

, 1,18iC i  min
C

J C . 

*C   -  J C
*, , ,O x y f C   

 * *, , , , ,T TO x y f C F x y C x y , (2)

1

2

3

f

F f

f

, 
1
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3

,

, ,

,

x y

x y x y

x y
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*
1
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* 2

*
18

...

C

C
C

C
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18

,

,
,

...

,

x y

x y
x y

x y
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 - *C   

 
* 1C A B F , (3)

1 2 3

, ,ij i j

A A A

A x y x y dxdy , 
1 2 3

, ,ik i k

A A A

B x y x y dxdy , , 1,18i j , 1,3k . 

J C  , 1,18i  

 

1 2 3

18 3

1 1

2 , , , 0j j k k i
j ki A A A

J C C x y f x y x y dxdy ,   1,18i . 

  

 
1 2 3 1 2 3

18 3

1 1

, , , ,i j j i k k
j kA A A A A A

x y x y dxdy C x y x y dxdy f ,   1,18i . (4)

1 2 3

, ,ij i j

A A A

A x y x y dxdy , 
1 2 3

, ,ik i k

A A A

B x y x y dxdy , 

, 1,18i j , 1,3k  

 
18 3

1 1
ij j ik k

j k

A C B f , 1,18i . (5)

 

AC BF . 

det 0A
1A *   

* 1C A BF . 
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 *, , , , ,O x y f O x y f C  

 

1, , , ,T TO x y f F x y B A x y . 

, ,O x y f  

* 1 1T TT T TC A BF F B A . 

1A  1 1T
A A . 

* 1T T TC F B A . 

*TC   

1 1, , , , , ,T T T T TO x y f F x y F B A x y F x y B A x y . 

 

, , ,x y x y M x y 1TM B A , , 1,3i x y i

,x y   

 
18

1

, , , , 1,3i i ik k
k

x y x y M x y i , (6)

ikM   ,i k  . 

, ,O x y f   

3 3 18

1 1 1

, , , , ,i i i i ik k
i i k

O x y f f x y f x y M x y . 

- -
 

1 2 3A A A   1 0,0 ,A  2 1,0 ,A

3 0,1A [5]

 ,kv x y  ,ijV x y   

2 3 22 2 2 2
100 , 30 1 1 6 12 3 6 3 1 30 1 ,v x y xy x y x y x xy x y y x y x y  

2 2 32 2
110 , 12 1 5 1 3 3 1 1v x y x y x y xy x y x x y x y , 

2 2 32 2
101 , 12 1 5 1 3 3 1 1v x y xy x y x y x y y x y x y , 

2 32 2
120

3 1
, 1 1

2 2
v x y x y x y x x y , 

2 2 32 2
111 , 1 1 1v x y xy x y x y x y xy x y , 

2 32 2
102

3 1
, 1 1

2 2
v x y xy x y y x y , 
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23 2 2
200 , 6 1 3 4 15 1v x y x x x x y x y , 

2 2 3
210

7
, 1 1 3 4

2
v x y x y x y x x x , 
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17
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2
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23 2 2
220
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, 1 1

2 4
v x y x x x y x y , 

22 2 2 3
211

3
, 1 1 1

2
v x y x y x y x y x y x y x , 

3 2 2 2
202

1 5
, 1

2 4
v x y x y x y x y , 

23 2 2
300 , 6 1 3 4 15 1v x y y y y x y x y , 

22 2 2 3
310

17
, 5 1 1 3 4

2
v x y xy x y x y x y xy y , 

2 2 3
301

7
, 1 1 3 4

2
v x y x y x y y y y , 

2 3 2 2
320

1 5
, 1

2 4
v x y x y x y x y , 

22 2 2 3
311

3
, 1 1 1

2
v x y xy x y x y x y xy y , 

23 2 2
302

1 1
, 1 1

2 4
v x y y y x y x y , 

22
12 , 16 1V x y x y x y ,   2 2

23 , 8 2 1V x y x y x y ,   
22

31 , 16 1V x y xy x y . 

,i x y : 

4 3 2 2 3 4 4
5 5

1

3600 7200 7200 3600 2025
, 36 36

19 19 19 19 19

x y x y x y xy x
x y x y  

 
3 2 2 3 4 3 2 28400 12600 8400 2025 24600 75600 75600

19 19 19 19 209 209 209

x y x y xy y x x y xy
(7)

3 2 224600 12420 25200 12420 2780 2780
1;

209 209 209 209 209 209

y x xy y x y
 

4 3 2 2 3 4 4 3
5

2

180 360 360 180 1395 420
, 36

19 19 19 19 19 19

x y x y x y xy x x y
x y x  

 
2 2 3 4 3 2 2 3 2630 420 30 10740 3780 3780 60 270

19 19 19 209 209 209 19 19

x y xy y x x y xy y x
 (8)
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21260 450 260 120
;

209 209 209 209

xy y x y
 

4 3 2 2 3 4 4 3
5

3

180 360 360 180 30 420
, 36

19 19 19 19 19 19

x y x y x y xy x x y
x y y  

 
2 2 3 4 3 2 2 3 2630 420 1395 60 3780 3780 10740 450

19 19 19 19 209 209 209 209

x y xy y x x y xy y x
 (9)

21260 270 120 260
.

209 19 209 209

xy y x y
 

-

 1 1 2 2 3 3, , , , ,O x y f f x y f x y f x y , (10)

1 , ,x y 2 , ,x y  3 ,x y  -(9), 1 1f f A , 2 2f f A , 

3 3f f A . 

 
6 6

,
6! 6!

x y
f x y 1 0,f  2 3

1

720
f f

-
 

5 5 4 3 2 2 3 4 4 3 2 2 3 4 391 7 7 7 91 14
, ,

20 20 38 19 19 38 912 114 76 114 912 209

x y x y x y x y xy x x y x y xy y x
O x y f

2 2 3 2 221 21 14 7 7 7 7 7
.

418 418 209 418 418 418 7524 7524

x y xy y x xy y x y
 

1 1
,

3 3
P  

, ,O x y f  51 1 1 1
, , 5,254 10

3 3 3 3
f O .  

, ,O x y f  ,f x y  -

 
1

1 1 22 4

0 0

, , , 1, 29 10
x

dx f x y O x y f dy . 

-

-
 

,

, sup , ,
x y S

f g f x y g x y , 

, ,f x y  ,g x y   S . 

h   0,0 , ,0 ,h

0,h , ,O x y h   -  
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6 5 4 2 3 3 2 4 5 6

,
6! 5! 1! 4! 2! 3! 3! 2! 4! 1! 5! 6!

x x y x y x y x y xy y
f x y  

h . 

- , ,O x y h  ,f x y  

h  h h  

,

sup , , ,
hx y

h f x y O x y h . 

6 5 4 2 3 3 2 4 5 6

,
6! 5! 1! 4! 2! 3! 3! 2! 4! 1! 5! 6!

x x y x y x y x y xy y
f x y  

Mathcad
* 2h h  0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9;1h

 

 * h  0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9;1h  

i 1 2 3 4 5 6 

hi 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

ih  52,379 10   
57,101 10  

41,791 10  
43,991 10  

48,089 10  
31,522 10

 

 

h h   

 1
0

Ah A h . (11)

 

 h  0,1 0,4ih i , 

1,6i ,f x y  -

, ,O x y h   

4 60,238 10 .h h  

 

0 1ln ln lnh A A h . 

ln ,y h  ln ,x h  1,a A  0lnb A y ax b . 

a  b  
6

2

1

, i i
i

F a b y ax b ln ,i iy h  ln ,i ix h  1,6i . 
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 1 2 3A A A  
,f x y : 1 1f f A , 2 2f f A , 3 3f f A
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