
 Visnyk of Zaporizhzhia National University. Physical and Mathematical Sciences  33 

Вісник Запорізького національного університету № 1, 2019 

УДК 539.3 DOI: 10.26661/2413-6549-2019-1-05 

ЧИСЕЛЬНИЙ АНАЛІЗ ВІЛЬНИХ КОЛИВАНЬ ПРЯМОКУТНИХ  

ПЛАСТИН НА ОСНОВІ РІЗНИХ ПІДХОДІВ 

О. Я. Григоренко1, М. Ю. Борисенко1, О. В. Бойчук2, В. С. Новицький3 

1Інститут механіки ім. С. П. Тимошенка НАН України, 
2Миколаївський національний аграрний університет, 
3Миколаївський муніципальний колегіум ім. В. Д. Чайки 

ayagrigorenko1991@ gmail.com, mechanics530@gmail.com 

Ключові слова:  
метод скінченних елементів, метод 

Релея-Рітца, частоти і форми віль-

них коливань, квадратна пластина, 

жорстке закріплення. 

 

Визначаються частоти та форми вільних коливань тонкої жорстко 

закріпленої квадратної пластини сталої товщини на основі двох чи-

сельних методів. Дослідження проводились методом скінченних 

елементів (МСЕ), який реалізовано на ліцензійному програмному 

засобі FEMAP з розв’язувачем NX Nastran і методом Релея-Рітца, 

який модифіковано та реалізовано на ЕОМ у середовищі Delphi. До-

стовірність отриманих результатів забезпечується використанням 

обґрунтованої математичної моделі, коректністю постановки задачі, 

розв’язуванням тестових задач та практичною збіжністю розрахова-

них частот методом скінченних елементів і методом Релея-Рітца. У 

результаті дослідження у формулі методу Релея-Рітца виділено три 

коефіцієнти, що характеризують геометричні розміри пластини, фі-

зико-механічні властивості матеріалу і форму коливань, зроблено 

уточнення останнього коефіцієнта, що підвищило точність розраху-

нку. Створено програму в середовищі Delphi та поширено МСЕ для 

розрахунку частот і форм вільних коливань. Результати розрахова-

них частот мають хорошу збіжність з результатами, отриманими ін-

шими авторами експериментальним та чисельним методами. Прове-

дено порівняльний аналіз частот і форм вільних коливань розгляну-

тої пластини, розрахованих двома чисельними методами. 
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Plates of various shapes are the most common elements of thin-walled 

structures in various branches of modern technology. It is necessary to 

calculate the load-bearing elements of structures for the case of various 

suddenly arising dynamic loads when various engineering facilities are 

designing and constructing. Therefore, the study of the dynamic behavior 

of engineering structures elements taking into account the properties of 

the material and the impact of the environment during dynamic load is an 

actual problem. In this connection it is necessary to extend the numerical 

methods for studying the natural oscillations frequencies and forms of 

rigidly fixed square plates. 

Modern science does not ignore this problem, so in [8] we give an 

overview of the works devoted to the calculation of the frequencies of 

free oscillations of a rectangular plate; the results of computational 

experiments are given. In [9] analytic expressions were constructed for 

the calculation of eigenfrequencies and forms of oscillations of a square 

homogeneous plate fixed along the contour. In [10; 11] the solution of the 

problems of free oscillations of rectangular plates with variable thickness 

is proposed with the aid of a numerical-analytic spline collocation method 

in conjunction with the discrete-orthogonalization method, for example 
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in [10], the problem of free oscillations of a square plate with a constant 

thickness fixed along the edges is solved as a mathematical model. The 

calculated frequencies are compared with the experimental data obtained 

by the method of holographic interferometry. In [11], the free oscillations 

frequencies of anisotropic rectangular plates with different thickness with 

different boundary conditions are calculated. In [12], orthotropic 

rectangular plates of variable thickness are considered based on the spline 

approximation method and the discrete orthogonalization method in 

conjunction with the step-by-step search method. One of the modern 

methods for calculating problems of dynamics using computers is the 

finite element method (FEM). In [13], a thin square plate with different 

physical-mechanical characteristics with free edges is investigated. The 

geometry modeling and numerical calculation of the frequencies and 

forms of free oscillation of plates are carried out by the finite element 

method, which is implemented using the computer program FEMAP with 

NASTRAN solving. A comparative analysis of the calculated 

eigenfrequencies with frequencies obtained numerically and 

experimentally by other authors is carried out. 

Free oscillations frequencies and forms of a thin rigidly fixed square plate 

with constant thickness are determined based on  two numerical methods. 

The research was carried out by the finite element method which is 

implemented on the licensed software FEMAP and the Rayleigh-Ritz 

method which is modified and implemented on a computer in the Delphi 

environment. The reliability of the results obtained is ensured by using a 

valid mathematical model, the correctness of the problem statement, the 

solution of test problems and the practical convergence of the calculated 

frequencies by the finite element method and the Rayleigh-Ritz method. 

As a result of the research in the Rayleigh-Ritz method formula three 

coefficients characterizing the geometric dimensions of the plate, the 

physical-mechanical properties of the material and the oscillations mode 

were separated, clarification of the last coefficient increased the accuracy 

of the calculation. The program was created in the Delphi environment 

and the finite element method was distributed to calculate frequencies and 

forms of free oscillations. The results of the calculated frequencies have 

good agreement with the results obtained by other authors by 

experimental and numerical methods. A comparative analysis of the 

frequencies and forms of free oscillations of the considered plate 

calculated by two numerical methods was carried out. 

  

 

Постановка проблеми. У різних галу-

зях сучасної техніки пластини різноманіт-

них форм є найбільш поширеними елемен-

тами тонкостінних конструкцій. При проєк-

туванні і будівництві різних інженерних 

споруд необхідно проводити розрахунок не-

сучих елементів конструкцій на випадок дії 

різноманітних динамічних навантажень. 

Тому актуальним є вивчення динамічної по-

ведінки елементів інженерних споруд з ура-

хуванням властивостей матеріалу і впливу 

навколишнього середовища при динаміч-

ному навантаженні. У зв’язку з цим необхід-

но поширити чисельні методи дослідження 

частот і форм власних коливань жорстко за-

кріплених квадратних пластин. 

Дослідженню частот і форм вільних ко-

ливань прямокутних пластин присвячено 

багато наукових праць. Однією з перших ро-

біт, у якій проведено розрахунок основної 

частоти квадратної пластини, є робота 

С. Томотіка 1936 року [1]. У роботі [2] розг-

лянуто 21 тип можливих для прямокутної 

пластини граничних умов. Огляд із застосу-

вання методу Релея-Рітца наведено в [3]. У 

рамках класичної теорії для визначення час-

тот і форм вільних коливань використову-

ється багато різноманітних методів: метод 

Релея-Рітца, метод Бубнова-Гальоркіна, ме-

тод колокацій, метод збурень, метод рядів, 

метод сіток, метод початкових параметрів 

Б. Г. Коренева, метод Едмана, асимптотич-

ний метод В. В. Болотіна та інші. Короткий 

виклад цих методів наводиться в роботах  

[4-6]. 
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Зазначимо, що окрім аналітичних і чисе-

льних методів, існують експериментальні 

методи дослідження вільних коливань плас-

тин, у [7] обговорюється експерименталь-

ний аналіз вібраційних режимів пластин. 

Сучасна наука також не залишає без 

уваги дану проблему, так, у [8] наводиться 

огляд робіт присвячених обчисленню частот 

вільних коливань прямокутної пластини, на-

ведені результати обчислювальних експери-

ментів, якими показано, що друга і третя ча-

стота квадратної пластинки – кратні, тобто 

відповідний власний підпростір – двовимір-

ний. Наведено дві відповідні власні форми. 

У [9] побудовано аналітичні вирази для об-

числення власних частот і форм коливань 

затисненої по контуру квадратної однорід-

ної пластини. Дана оцінка похибки порів-

няння з відомими високоточними розрахун-

ками. Зроблено порівняння аналітичних роз-

рахунків з експериментальними даними, 

отриманими автором резонансним методом. 

Установлено, що аналітичні і відповідно чи-

сельні результати збігаються з експеримен-

тальними з похибкою менше 1%. В [10, 11] 

запропоновано розв’язок задач про вільні 

коливання прямокутних пластин змінної то-

вщини за допомогою чисельно-аналітич-

ного методу сплайн-коллокації в поєднанні 

з методом дискретно-ортогоналізації, так в 

[10] як математичну модель розв’язано за-

дачу про вільні коливання квадратної плас-

тини з постійною товщиною, закріпленою 

по краях. Розраховані частоти порівню-

ються з експериментальними даними отри-

маними методом голографічної інтерферо-

метрії. В [11] розраховані частоти власних 

коливань анізотропних прямокутних плас-

тин різної товщини з різними граничними 

умовами. У [12] розглянуті ортотропні пря-

мокутні пластини змінної товщини на ос-

нові методу сплайн-апроксимації і методу 

дискретної ортогоналізації в поєднанні з ме-

тодом покрокового пошуку. 

Одним із сучасних методів розрахунку 

задач динаміки за допомогою ЕОМ є МСЕ. 

У роботі [13] досліджується тонка квадратна 

пластина з різними фізико-механічними ха-

рактеристиками з вільними краями. Моде-

лювання геометрії та чисельний розрахунок 

частот та форм вільних коливань пластин 

виконано методом скінченних елементів, 

який реалізовано за допомогою комп’ютер-

ної програми FEMAP з розв’язувачем 

NASTRAN. Проводиться порівняльний ана-

ліз розрахованих власних частот з часто-

тами, які отриманні чисельно та експери- 

ментально іншими авторами. 

У зв’язку з цим є необхідним поширити 

чисельні методи дослідження частот і форм 

власних коливань жорстко закріплених ква-

дратних пластин на основі методу скінчен-

них елементів, реалізованого на FEMAP і 

методу Релея-Рітца, реалізованого в середо-

вищі Delphi на ЕОМ. 

Вихідні співвідношення задач дина-

міки пластин МСЕ. Рівняння руху плас-

тини в МСЕ за відсутності демпфування має 

вигляд 

 0j jФ Ф K M , (1) 

де K  та M  – матриця жорсткості та матриця 

мас механічної системи відповідно, 
jФ  – ве-

ктор переміщень вузлів системи, що відпо-

відає j-тому ступеню вільності, який відтво-

рює j-ту форму коливань. 

При вільних коливаннях пластини всі 

вузлові точки здійснюють гармонічні коли-

вання як функції часу: 

   sinj j jФ t Ф t . (2) 

Після підстановки функцій (2) у рівняння 

руху пластини визначення власних частот і 

форм коливань зводиться до розв’язання си-

стеми алгебраїчних рівнянь 

 2 0, 1,2,...,j j jФ Ф j s  K M , (3) 

де j  – пульсація або частота гармонічних 

коливань. 

NX Nastran для визначення частот і 

форм вільних коливань у випадку, коли ди-

сипація енергії і демпфування не врахову-

ються, використовує, як основний, метод 

Ланцоша (Lanczos) [14]. 

Вихідні співвідношення задач дина-

міки пластин методу Релея-Рітца. Засто-

сування формули Релея-Рітца [5] дає набли-

жене значення для частоти вільних коли-

вань:
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Відзначимо, що за формулою (5) визна-

чають циклічну частоту. Звільняються від 

розмірності частоти за допомогою формули: 
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Оскільки формула (11) розраховує цик-

лічну частоту, то для отримання результату 

в Гц достатньо (11) поділити на 2 . 
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У результаті отримаємо зведену форму 

запису формули (5) розрахунку власних ча-

стот за методом Релея-Рітца, особливістю 

якої є розділення величин на коефіцієнти. 

Введемо наступні позначення: 

 2 2
; ;

1

h E
G M

a  
 


 

 4 2 ,mnF A B   (13) 

де G  – коефіцієнт геометрії, M  – коефіці-

єнт матеріалу; mnF  – коефіцієнт форми ко-

ливань; nm,  – кількість півхвиль уздовж  

кожної із сторін пластини відповідно. 

Підставимо (13) в (12), отримаємо 

 
2 6

mnf G M F


    . (14) 

Тестова задача. Використовуючи фор-

мули (12), (9), були розраховані частоти і 

форми вільних коливань у середовищі про-

грамування Delphi. 
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У якості об’єкта дослідження викорис-

товувалась жорстко закріплена алюмінієва 

(модуль Юнга ГПаE 71 , коефіцієнт Пу-

ассона 34,0 , густина 32710 мкг ) 

квадратна пластина постійної товщини 

ммd 3  розміром ммa 140 . 

Для перевірки правильності розрахунків 

створеної програми в середовищі Delphi за-

стосовувався МСЕ, реалізований в ліцензій-

ному програмному середовищі FEMAP [14]. 

Розбивка проводилась plate-елементами  

розмірами мммм 11   (рис. 1). 

Частоти, розраховані власною програ-

мою в середовищі Delphi і за допомогою 

FEMAP, представлені в таблиці 1, де   –  

відхилення між результатами. 

 
Рис. 1. Скінченно-елементна модель  

досліджуваної пластини 

Табл. 1. Частоти вільних коливань, отри-

мані при розрахунку на Delphi та FEMAP 

m n 
f, Гц 

ε, % 
Delphi FEMAP 

1 1 1382,98 1373,10 0,71 

1 2 2780,58 2789,16 0,31 

2 1 3427,13 2789,16 0,31 

2 2 4185,63 4095,74 2,15 

1 3 5509,29 4971,83 9,76 

3 3 8485,69 8137,38 4,10 

1 4 9393,03 7804,66 16,91 

3 4 11396,66 10886,67 4,47 

4 3 12105,49 10886,67 10,07 

2 5 14710,86 12479,79 15,17 

5 2 16388,01 12479,79 23,85 

4 4 14297,54 13551,30 5,22 

Порівнюючи частоти вільних коливань, 

отримані при розрахунку на Delphi та 

FEMAP і представлені в таблиці 1, можна 

відзначити мале відхилення між першими 

частотами та частотами при nm   і значні 

відхилення для інших форм коливань, тому 

є необхідність уточнити формули (12) і (14). 

Результати. Нехай маємо еталонний ві-

домий розрахунок пластини та розрахунок 

для будь-якої жорстко закріпленої квадрат-

ної пластини. Оскільки FEMAP широко ви-

користовується при різних інженерних роз-

рахунках [14], а також апробований для  

розрахунків квадратних пластин з вільними 

краями [13], то результати, отримані за до-

помогою FEMAP (таблиця 1), вважатимемо 

еталонними. 

Табл. 2. Уточнений коефіцієнт форми коли-

вань 

i e
if  

e
iF  

1 1373,10 2,570224 

2 2789,16 5,220861 

3 2789,16 5,220861 

4 4095,74 7,666570 

5 4971,83 9,306470 

6 4997,01 9,353603 

7 6210,51 11,625080 

8 6210,51 11,625080 

9 7899,70 14,786970 

10 7899,70 14,786970 

Запишемо формулу (14) для еталонної 

(e) та невідомої (unk) пластин 

 
2 6

å
å å å mnf G M F


    , (15) 

 
2 6

unk
unk unk unk mnf G M F


    . (16) 

Розділимо (16) на (15). Після нескладних 

математичних перетворень отримаємо: 

 
unk

unk unk mn
unk e e

e e mn

G M F
f f

G M F
    . (17) 

Формула (17) дає змогу за відомими па-

раметрами еталонної пластини, а також ві-

домими розмірами шуканої пластини та ха-

рактеристиками її матеріалу визначити час-

тоти шуканої пластини на відповідних фор-

мах коливань. 

Припустимо, що еталонна і шукана пла-

стина мають однакові геометричні розміри 

та виготовлені з одного матеріалу, це озна-

чає що два множника в (17) приймуть зна-

чення одиниці, тобто: 

 
unk
mn

unk e e
mn

F
f f

F
  . (18) 
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Розглянемо першу власну частоту ета-

лонної пластини і першу власну частоту шу-

каної пластини, які візьмемо з таблиці 1, 

1373,10ef   Гц; 

1382,98unkf   Гц, 

коефіцієнт першої форми коливань шуканої 

пластини розрахуємо за третьою формулою 

(13) із застосуванням формули (6): 

4 2

1 1,506 1,248

6,7014913 2,588714.

unkF   

 
 

З урахуванням наведених значень вира-

зимо з (18) коефіцієнт першої форми коли-

вань еталонної пластини: 

 
unk

e
unke FF



1
11  ; (19) 

 eeF 11 00187184,0  . (20) 

Розраховані перші десять уточнених ко-

ефіцієнтів форм коливань за формулою, ана-

логічною (20) без класифікації по m  і n , 

представлені в таблиці 2. 

Внесемо корективи до формули (14) 

 
2 6

e
i if G M F


    , (21) 

де e
iF  – уточнений коефіцієнт форми коли-

вань, який записаний у таблиці 2. 

Зроблені уточнення були враховані у на-

шій програмі та проведені повторні розра-

хунки для перших десяти власних частот. 

Отримані результати, розраховані за допо-

могою Delphi і FEMAP, наведено в таблиці 

3. Порівняння трьох безрозмірних частот з 

частотами, отриманими іншими авторами 

[5], представлені в таблиці 4. 

Табл. 3. Частоти вільних коливань, отри-

мані з урахуванням уточнених коефіцієнтів 

форм коливань 

Moda 
f , Гц 

ε, % 
Delphi FEMAP 

1 1373,10 1373,10 0,00 

2 2789,15 2789,16 0,00 

3 2789,15 2789,16 0,00 

4 4095,72 4095,74 0,00 

5 4971,81 4971,83 0,00 

6 4996,99 4997,01 0,00 

7 6210,49 6210,51 0,00 

8 6210,49 6210,51 0,00 

9 7899,67 7899,70 0,00 

10 7899,67 7899,70 0,00 

 

Табл. 4. Порівняння частоти вільних коливань, отриманих різними авторами 

Метод 
m:n 

1:1 2:1 2:2 

Релея-Рітца (перше наближення) [5] 37,46 74,81 108,13 

Релея-Рітца [5] 35,99 73,41 108,27 

Едмана [5] 35,999 73,405 108,237 

Вайнштейна [5] 35,99 70 105 

Саусвела [5] 32,816 67,87 97,86 

Ігуті [5] 35,99 73,41 108,22 

Метод рядів [5] 35,7 75,0 107,8 

Метод сплай-колокацій [10] 36,04 73,48 109,24 

Метод голографічної інтерферометрії [10] 35,986 72,83 108,00 

Delphi 36,133 72,647 109,357 

Delphi (уточнені коефіцієнти) 35,874 72,871 107,008 

 

Для зручності порівняння розрахованої 
частоти з частотами, отриманими іншими 
авторами [5], застосуємо формулу (7). 

Аналізуючи дані таблиць, можна дійти 
висновку, що розроблена програма працює з 
досить високою точністю, а уточнення кое-
фіцієнтів форм підвищило точність розраху-
нків. 

Для наочності отриманих результатів 
необхідно мати представлення про форми 
коливань. Оскільки програма розраховує 

квадратні пластини постійної товщини з од-
нотипними граничними умовами, то форми 
коливань будуть мати однаковий порядок, 
який відповідає моді коливання. 

Форми коливань, побудовані в FEMAP, 
Delphi, та форми побудовані іншим автором 
[8], наведені в таблиці 5, для кращого пред-
ставлення розподілу переміщень поверхні 
пластини деякі форми коливань у просторі 
наведені в таблиці 6. 
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Табл. 5. Порівняння форм коливань 

FEMAP DELPHI [8] 

 

  

Moda 1 

 

  

Moda 2 

 

  

Moda 3 

 

  

Moda 4 

 

  

Moda 5 

 

  

Moda 6 
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Табл. 6. Порівняння форм коливань у просторі 

FEMAP [8] FEMAP [8] 

 
 

 

 

Moda 1 Moda 2 

 

 

  
Moda 3 Moda 4 

 
 

 

 

Moda 5 Moda 6 

 

Висновки. У результаті дослідження в 

формулі методу Релея-Рітца виділено три 

коефіцієнти, що характеризують геометри-

чні розміри пластини, фізико-механічні вла-

стивості матеріалу і форму коливань, зроб-

лено уточнення останнього коефіцієнту, що 

підвищило точність розрахунку. Створено 

програму в середовищі Delphi та поширено 

МСЕ для розрахунку частот і форм вільних 

коливань. Результати розрахованих частот 

мають хорошу збіжність з результатами, от-

риманими іншими авторами експеримен-

тальним та чисельним методами. Проведено 

порівняльний аналіз частот і форм вільних 

коливань розглянутої пластини, розрахова-

ної двома чисельними методами. 
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