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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ ИДЕНТИФИКАЦИИ ЗАКОНА ВЫБОРОЧНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

 
В работе предложена новая характеристика непрерывной случайной величины – идентификатор рас-

пределения, определяемая как отношение квадрата математического ожидания размаха, к её дисперсии. 
Показано, что данная характеристика не зависит от линейного преобразования случайной величины. Чис-
ленное моделирование случайных сигналов показало возможность определения закона распределения сигна-
лов оцениванием данной характеристики. 
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Постановка проблемы  
и анализ последних публикаций 

При разработке интеллектуальных средств из-
мерений, контроля и диагностики возникают задачи 
автоматического распознавания объекта исследова-

ний, представленного временным рядом наблюдений.  
В случае, когда исходные данные носят слу-

чайный характер, распознавание заключается в иде-
нтификации вида распределения вероятностей этих 
данных, что позволяет выбрать оптимальные мето-
ды дальнейшей обработки информации. 

 Л.О. Кириченко, А.В. Шкловец, Д.А. Поляков, Е.А. Боковиков 
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Общепринятым методом идентификации зако-
на распределения случайной величины (СВ) являет-
ся построение гистограммы, выбор подходящей 
функции плотности распределения и проверка по 
критерию согласия. При использовании этого мето-
да необходимо либо участие человека для выдвиже-
ния гипотезы о законе распределения, либо автома-
тический перебор большого количества вариантов. 
Другим методом является анализ выборочных мо-
ментных характеристик и сравнение их с теоретиче-
скими. Эти методы и их компьютерная реализация 
подробно описаны в работах [1, 2]. 

Основываясь на некоторых идеях работы [3], ав-
торами предложен способ  применения описанного 
метода для непрерывных СВ с конечной дисперсией. 
В работе [4] был рассмотрен метод определения за-
кона распределения непрерывной случайной величи-
ны (СВ), значения которой ограничены на некотором 
интервале, с помощью оценивания числовой характе-
ристики данной СВ по её выборочным данным. 

Целью данной работы является представле-
ние числовой характеристики непрерывной СВ, ко-
торая зависит лишь от закона распределения СВ, 
является идентификатором типа распределения и ее 
оценка позволяет определять закон распределения 
по выборочным данным. 

Изложение основного материала 

Теоретические замечания. Пусть задана вы-
борка 1 nx , , x  из непрерывной генеральной сово-
купности  . Упорядочив выборочные значения в 
порядке возрастания, получим вариационный ряд 

(1) (n)x x  . Под размахом выборки будем пони-
мать статистику (n) (1)R x x  . Размах выборки вы-
ражается через функцию распределения F (x)  гене-

ральной совокупности   следующим образом [5]: 

  n 1
nF (R) n F(x R) F(x) dF(x).






     (1) 

Математическое ожидание размаха равно  

  n nM[R] 1 F (x) (1 F(x)) dx




    . (2) 

Идентификатор распределения. Пусть СВ   
представлена выборкой длиной n  из генеральной 
совокупности и СВ R (n)  определяет ее размах. 

Тогда числовой характеристикой закона распреде-
ления F (x)  является функция, названная иденти-

фикатором распределения 

 
 2M[R (n)]

Id (n) ,
D[ ]


 


 (3) 

где M[R (n)]  – математическое ожидание размаха, 

D[  ] – дисперсия СВ  . Идентификатор распреде-
ления определен для СВ с конечной дисперсией.  

Докажем основное свойства идентификатора 
распределения. 

Утверждение 1. Идентификатор распределе-
ния инвариантен относительно линейного преобра-
зования случайной величины.  

Доказательство. Пусть СВ 0  с единичной 
дисперсией и нулевым математическим ожиданием  
имеет функцию распределения 

0
F (x) . Утвержде-

ние будет доказано, если показать, что идентифика-
тор распределения для СВ 0 m     равен иден-
тификатору распределения СВ 0 . Воспользовав-
шись формулой (2), получаем, что идентификатор 
распределения СВ 0  равен: 

 0 0

2
Id (n) M[R (n)] D[ ]       

  00

2
nn

-
1 F (x) 1 F (x) dx . 






          
   

Функция распределения СВ   имеет вид 

0
x mF (x) F 
    

, а идентификатор распределе-

ния СВ   будет равен: 

 2 2  Id (n) M[R (n)]     

 
2

nn

-
2

1 F (x) 1 F (x) dx  

 



 


          




00

2n
n

-

x m x m x m1 F ( ) 1 F ( ) d





                   


 0 00

2
nn

-
1 F (y) 1 F (y) dy Id (n).



 


           
  

Утверждение доказано. 
Рассмотрим основные законы распределений, 

такие как равномерное, нормальное, показательное 
и др. Из инвариантности равномерного распределе-
ния относительно линейного преобразования следу-
ет, что все равномерно распределенные СВ облада-
ют одной и той же функцией Id (n) . Из инвариант-

ности показательного распределения относительно 
линейного преобразования, где m=0, следует, что 
все показательно распределенные СВ независимо от 
значения λ имеют одинаковую функцию Id (n) . 

Также можно показать инвариантность Id от пара-
метров для нормального, логистического, распреде-
ления арксинуса и других. Выведем формулу иден-
тификатора распределения для равномерного рас-
пределения. Пусть СВ ~ R[a, b] , тогда 

x aF (x)
b a





, при x [a, b] ,  2b a
D[ ]

12


  . 
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  
2

nn

-
Id (n) 1 F (x) 1 F (x) dx D[ ]



  


            
   

  
2n nb

2

a

x a x a2 1 1 dx b a
b a b a

                        
   

 
 

 

 

 
 

2b b
n n

2a a
n n

x a dx b x dx
12 b a b a

b a b a

 
  
 

      
  

 
 

 
  

 
   

 
   

 

2n 1 n 1

n n

2

b a b a
12 b a

b a n 1 b a n 1

b a

      
      



    212 n 1 n 1 .    
Для приведенных в табл. 1 законов распреде-

лений идентификатор распределения не выражается 
через элементарные функции.  

Таблица 1 
Идентификаторы распределений 

Тип распре-
деления 

Id (n)  

Нормальное      nn
0 01 Ф х 1 Ф х dx





    

Экспонен-
циальное  nx nx

0
1 1 e e dx


     

 
  

Логистиче-
ское  

n

n xx

2

1 13 1 1 dx
1 e1 e





 
  
    

  
 




 

Арксинуса       
n 2 nn

0

28 1 x sin 2x 1 x sin 2x dx

 
        
 
 

  

Замечание: 0Ф (х)  – функция Лапласа. 
 
На рис. 1 приведено графическое изображение 

идентификаторов для логистического, экспоненци-
ального, нормального, арксинуса, равномерного 
распределений (снизу вверх). 

 
Рис. 1. Графики зависимостей Id (n)  

Оценка идентификатора распределения 

Оценкой, полученной по k выборкам, каждая 
объемом n , является величина 

  
2k k

i i 2
max min i

i 1 i 1

1 1ˆId (n) X (n) X (n) S
k k

 

   
       
   
  ,  

где i
maxX  и i

minX  – максимальное и минимальное 
значения i -й выборки соответственно, iS  –
среднеквадратическое отклонение i -й выборки: 

 
2n n

i i
i j l

j 1 l 1

1 1S X X ,i 1, k
n 1 n 

 
      

  .  

Проведенные численно-аналитические иссле-
дования показали, что оценка Id (n)  является со-

стоятельной 

  P

k
Id (n) Id (n) 


 .  

Распознавание по выборочным данным. 
Рассмотрим вопрос о распознавании закона распре-
деления по данным, представленными одной выбор-
кой. С помощью оценки идентификатора распреде-
ления можно решить следующую задачу: опреде-
лить путем выбора из конечного числа законов рас-
пределения, какой закон распределения имеет гене-
ральная совокупность, представленная выборочны-
ми значениями, либо определить, что такого закона 
среди рассматриваемых нет.  

На рис. 2 приведены теоретические кривые за-
висимостей Id (n)  для нормального, логистическо-

го и распределения Лапласа, а так же выборочная 
кривая, полученная по одной выборке с нормальной 
генеральной совокупностью.  

 
Рис. 2. Теоретические зависимости Id(n)  

и выборочная кривая для нормального распределения 
 

Для численного определения степени близости 
между теоретическими и выборочными кривыми 
Id (n)  в качестве критерия было выбрано среднее 

значение отклонений выборочного идентификатора 
от теоретического:  

 
n

i 1

1K Id (i) Id(i)
n 


  .  

На рис. 3 представлена выборочная плотность 
распределения K -статистики для выборок объемом 
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n 50  из равномерной и нормальной совокупно-
стей. Левая гистограмма отображает отклонения 
равномерного выборочного идентификатора от рав-
номерного теоретического, а правая – от теоретиче-
ского нормального. Значение крK  соответствует 

уровню значимости 0,05  . 
  

 
Рис. 3. Выборочная плотность распределения  

K-статистики 
 

Использование данного метода позволяет оп-
ределять закон распределения СВ при объеме вы-
борки 50 элементов с вероятностью 90%. 

В качестве еще одного критерия было предло-
жено использовать среднюю скорость возрастания 
выборочного идентификатора. Для этого сравнива-
ются приращения теоретических и практических 
идентификаторов по следующей формуле 

 
n

i i
практ теор

i 1

1
n 

    ,  

где i
теор Id (i 1) Id (i)     ,  i

практ Id(i 1) Id(i)    . 

Далее применяется та же схема идентификации 
распределения, что и предыдущем методе. Т.е. вы-
борка будет иметь тот закон распределения, теоре-
тическому идентификатору распределения которого 
будет соответствовать наименьшее значение  . 

На рис. 4 представлена выборочная плотность 
распределения  -статистики для выборок объемом 
n 50 . Левая гистограмма отображает отклонения 
равномерного выборочного идентификатора от рав-
номерного теоретического, центральная – от теоре-
тического нормального, а правая – от теоретическо-
го Лапласа. Значение кр  соответствует уровню 

значимости 0,05  . Данный критерий позволяет 
определять закон распределения СВ при объеме вы-
борки 50 элементов с вероятностью около 90%. 

 

 
Рис. 4. Выборочная плотность распределения 

-статистики 
 

Вышеперечисленные методы распознавания с 
помощью идентификатора распределения апробиро-
ваны для малых объемов выборочных данных. Если 
же выборочные данные представлены в большом 
объеме, то для уточнения полученных результатов 
предлагается разбивать выборку на k независимых 
выборок одного объёма и рассчитывать оценку Id не 
по одной выборке, а по нескольким.  

Выводы 

Таким образом, в работе предложена числовая 
функциональная характеристика закона распределе-
ния непрерывной случайной величины, получены 
аналитические выражения идентификатора распре-
деления для распространенных распределений, 
предложен метод идентификации закона распреде-
ления непрерывной случайной величины по выбо-
рочным данным для больших и малых выборок. 
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ПРО ОДИН МЕТОД ІДЕНТИФІКАЦІЇ ЗАКОНУ ВИБІРКОВОГО РОЗПОДІЛУ 

Л.О. Кіріченко, А.В. Шкловець, Д.А. Поляков, Є.А. Боковіков 
У роботі запропонована нова характеристика безперервної випадкової величини – ідентифікатор розподілу, ви-

значувана як відношення квадрата математичного очікування розмаху до її дисперсії. Показано, що дана характерис-
тика не залежить від лінійного перетворення випадкової величини. Чисельне моделювання випадкових сигналів показало 
можливість визначення закону розподілу сигналів оцінюванням даної характеристики. 

Ключові слова: вибірковий розподіл, безперервна випадкова величина, чисельне моделювання. 
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ABOUT ONE METHOD OF AUTHENTICATION OF LAW OF SAMPLING DISTRIBUTION 

L.O. Kirichenko, A.V. Shklovets, D.A. Poland, J.A. Bokovikov 
New description of continuous random quantity is in-process offered is a distributing identifier, determined as a relation of 

square of the expected value of scope, to its dispersion. It is rotined that this description does not depend on linear transforma-
tion of random quantity . The numerical simulation of casual signals rotined possibility of determination of law of distributing of 
signals the evaluation of this description. 

Keywords: sampling distribution,continuous random quantity , numerical simulation. 


