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Рассмотрим возможность применения нечетких 
моделей Такаги-Сугено (ТС) для осуществления 
нечеткой идентификации [1]. Для этого каждый кла-
стер, полученный в декартовом произведении, бу-
дем рассматривать как локальную линейную ап-
проксимацию регрессионной поверхности. Глобаль-
ная модель может быть удовлетворительно пред-
ставлена аффинными правилами ТС: 

T
i i i i iR : IF x is A THEN y a x b ,. i 1, 2,..., K.= + =   (1) 

Дефаззификация осуществляется с использова-
нием следующей основной зависимости: 

K K

i i i
i 1 i 1

y (x)y (x) ,
= =

= ω ω∑ ∑                 (2) 

где K – количество правил  в наборе правил; i (x)ω  – 
степень активации i-го правила. 

Генерирование функций принадлежности осу-
ществляется путем проекции наборов нечетких дан-
ных (в дискретной форме) на матрицу разбиения по 
переменным предпочтения (переменным регрессии). 
Функции принадлежности, составляющие строки 
матрицы разбиения, являются многомерными. 

В методе проекций матрица нечеткого разбие-
ния проецируется на оси переменных предпочтения 

jx , 1 j P≤ ≤ . Правила ТС при этом принимают 

следующий вид: 

 
i i1 p ip

T
i i i

R : IF x is A and...x isA

y a x b , i 1,2,..., K.= + =
 (3) 

Степень активации правила вычисляется как 
произведение отдельных функций принадлежности: 

 
ij

p

i A
j 1

(x) (x),
=

ω = µ∏   (4) 

где 
ijA (x)µ  – функция принадлежности нечеткого 

набора данных ijA . 

Чтобы получить функции предпочтения для 
ijA , 1 j p≤ ≤ , многомерный нечеткий набор дан-

ных, непосредственно заданный в матрице разбие-
ния, должен быть спроецирован на регрессор jx : 

 ( ) ( )ijA jk j ikx proj .µ = µ   (5) 

Отметим, что функции принадлежности долж-
ны иметь дискретный характер и определяться лишь 
для данных идентификации. Ниже предлагается и 
исследуется алгоритм идентификации, удовлетво-
ряющий приведенным условиям. 

pеше…,е ƒ=д=ч, 

Предлагаемый алгоритм содержит 3 основных  
этапа: 

а) разбиение входных и выходных данных 
( )k k{ x , y , k 1, N}=  на локальные линейные модели 
по алгоритму Густавсона-Кесселя (ГК) в декартовом 
произведении X×Υ; 

б) получение функций принадлежности с ис-
пользованием проекции кластеров и фильтра Кал-
мана. 

в) определение параметров последствий с ис-
пользованием фильтра Калмана. 

Операции, соответствующие этим трем этапам, 
повторяются до получения оптимального числа кла-
стеров С. Для оценивания качества идентификации 
используем среднеквадратичную оценку MSE (mean 
squared error). Критерием останова алгоритма явля-
ется снижение MSE до некоторой заданной величи-
ны ε . 

Функции принадлежности могут быть получе-
ны по результатам кластеризации путем дальнейше-
го преобразования наборов дискретных значений 
матрицы разбиения в переменные предпочтения 

jx , j 1, n= . Таким образом, формируются нечеткие 

наборы данных предпочтения ijA 1 i C, j 1, n≤ ≤ =  

проекцией многомерного набора нечетких дискрет-
ных значений в регрессоры xj. Следовательно, пра-
вила ТС могут быть представлены в виде (3). 

С целью получения прогнозирующей модели, 
удобной для использования в системе цифрового 
нечеткого управления, функции принадлежности 
должны быть определены таким образом, чтобы 
была возможность вычисления любой степени при-
надлежности даже для данных, не содержащихся в 
исходном наборе. Для решения этой задачи исполь-
зуем фильтр Калмана, позволяющий аппроксимиро-
вать дискретные функции принадлежности линей-
ными моделями и получить их в треугольном или 
трапециодальном виде. 

Фильтрация Калмана является процедурой ре-
курсивного оценивания, минимизирующей некото-
рый квадратичный критерий [2]. Каждый шаг оцени-
вания вектора параметров, соответствующего урав-
нению прямой, осуществляется с использованием 
оценки на предыдущем шаге и новых входных дан-
ных (в нашем случае входом являются дискретные 
значения функций принадлежности). Таким образом, 
мы будем использовать фильтр Калмана как меха-
низм получения линейной регрессии. Рассмотрим 
подробнее соответствующую процедуру фильтрации. 

Пусть имеется 2сn набора данных, каждый из 
которых представляет линейную часть некоторого 
нечеткого набора дискретных данных. Линейная 
часть выделяется путем α-среза рассматриваемого 
набора. В итоге формируются 2сn векторов пара-
метров (для каждого набора). В каждом наборе по-
лучаем Nj дискретных значений, где j означает при-
надлежности к j-му набору. 

Каждый набор может быть промоделирован 
следующим уравнением: 

 j j j jj

jj j

j
j j j

k k k kk j

j j
k j jk k

a
y a x b v x 1 v

b

C v , j 1, 2,..., 2cn, k 1, 2,..., N ,

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥= + + = + =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

= θ + = =

 (6) 
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где 
j

j
kC – вектор наблюдений в момент kj; 

j

Tj j j
k a b⎡ ⎤θ = ⎣ ⎦  – вектор параметров; 

jkv  – шум из-

мерений; jN  – количество данных в j-м наборе. 

Для упрощения будем обозначать далее kj как 
k. В уравнении (6) представим вектор 

j
j
kθ  как пере-

менную состояний, что позволяет перейти к сле-
дующему уравнению состояний: 
 

j
j j jj

k 1 k 1k A w , j 1, 2,..., 2cn,− −θ = θ + =   (7) 

где jA  – переходная матрица состояний размерно-
сти (2*2 ); j

k 1w −  – шум состояний; 
j

j
kθ  – значение 

переменной состояния в момент k. 
Шум состояний и шум измерений предполага-

ются статистически независимыми и могут быть 
рассмотрены как белый шум с нулевым математиче-
ским ожиданием и дисперсиями вида: 

 

T
i i

i j

i j

Q i j;
E w w

0 i j;

r i j;
E v v

0 i j;

E w v 0 i, j.

⎧ =⎪⎡ ⎤ = ⎨⎣ ⎦ ≠⎪⎩
⎧ =⎪⎡ ⎤ = ⎨⎣ ⎦ ≠⎪⎩

⎡ ⎤ = ∀⎣ ⎦

  (8) 

Рекуррентные процедуры пересчета перемен-
ных состояния и прогноза выхода примут следую-
щий вид: 
 j j j j j

k/k 1 k/k 1 k k k/k 1
ˆ ˆ ˆˆA ; y C .− − −θ = θ = θ   (9) 

Для более точного представления вектора па-
раметров используем процедуру обучения, основан-
ную на технике калмановской фильтрации. Такое 
уточнение соответствует следующей  рекурсии 

 ( )j j j j j j
k/k k/k 1 k k k k/k 1

ˆ ˆ ˆK y C ,− −θ = θ + − θ   (10) 

где j
kK  – коэффициент Калмана, определяемый по 

уравнениям вида: 

 ( ) 1j j jT j j jT
k k/k 1 k k k/k 1 kK P C C P C r ;

−

− −= +   (11) 

 j jj jT
k/k 1 k 1/k 1P A P A Q;− − −= +   (12) 

 j j j j j
k/k k/k 1 k k k/k 1P P K C P ;− −=   (13) 

 ( )( )Tj j j j j
k/k 1 k k/k 1 k k/k 1

ˆ ˆP E ;− − −
⎡ ⎤

= θ − θ θ − θ⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (14) 

 ( )( )Tj j j j j
k/k k k/k k k/k

ˆ ˆP E ,
⎡ ⎤

= θ − θ θ − θ⎢ ⎥
⎣ ⎦

  (15) 

где j
k/k 1P −  и j

k/kP  – ковариационные матрицы оши-
бок прогнозирования и фильтрации соответственно. 

Начальные значения параметров можно выби-
рать случайным образом, учитывая робастность и 
быструю сходимость используемого фильтра. 

Общая последовательность формирования 

функций принадлежности (ФП) по предложенному 
алгоритму для регрессоров jx , j 1,n=  может быть 

представлена следующим образом: 
а) дискретное формирование ФП для регрессо-

ра xj; 
б) разбиение каждой ФП на 2 набора; 
в) аппроксимация каждого набора прямой ли-

нией с использованием фильтра Калмана. 
Предлагаемый алгоритм основан на исследова-

нии фильтра Калмана, позволяющего непосредст-
венно оценивать параметры Такаги-Сугено (ТС) по 
набору входных данных и заданной функции при-
надлежности. 

Из уравнения (6) имеем: 

 
0

T
i i i

i 1
y (x)(a x b )

=
= ϕ +∑ , (16) 

где  
0

i i i
i 1

(x) (x) / (x)
=

ϕ = ω ω∑ . (17) 

С учетом структуры сомножителей уравнение 
(17) можно представить в виде: 

[ ] [ ] [ ]

1

1

1 2 c

c

c

a
b

y (x) x1 (x) x1 (x) x1 ...
a
b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎤ ⎢ ⎥⎡= ϕ ϕ ϕ⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

.    (18) 

Пусть [ 1aΘ =  1b  … ca   T
cb ⎤⎦  – вектор пара-

метров ТС размерности c(n 1)*1+  и [ ]ex x1=  – 

расширенный вектор размерности l*(n 1)+ . Введем 
обозначение: 

1 eC x= ϕ⎡⎣    2 exϕ    c exϕ ⎤⎦ . 
Тогда уравнение (18) примет вид: 

 y C= Θ , (19) 
где С – вектор размерности 1*(n + 1)c. 

С учетом шума измерений kV  уравнение (19) 
для k-го момента времени преобразуется следую-
щим образом: 
 k k k ky C v= Θ + . (20) 

Если рассматривать kΘ  как переменную со-
стояния, то уравнение состояний примет вид: 
 k k 1 k 1A − −Θ = Θ +ω , (21) 
где А – переходная матрица размерности 
с(n + 1)*c(n + 1); kω  – шум состояния. 

Отметим, что шумы kv  и kω  должны отве-
чать определенным ранее условиям. 

Тогда для оценивания вектора параметров ТС  
kΘ  можно использовать фильтрацию Калмана вида: 

 k k 1 k 1 k 1
ˆ ˆA− − −Θ = Θ ; (22) 

 T
k k 1 k 1 k 1P AP A Q− − −= + ; (23) 

 T T 1
k k k 1 k k k k 1 kK P C (C P C r)−− −= + ; (24) 
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 k k k k 1 k k k k 1
ˆ ˆ ˆK (y C )− −Θ = Θ + − Θ ; (25) 

 k k k k 1 k k k k 1P P K C P− −= − , (26) 

где kΘ̂  – оценка вектора kΘ ; kK  – коэффициент 
Калмана; k k 1P −  и k kP  – ковариационные матрицы  

ошибок прогнозирования и фильтрации соответст-
венно. Для упрощения вычислительной процедуры 
можно принять: A = I.  

Для оценки эффективности предложенного 
подхода рассмотрим пример нечеткой идентифика-
ции нелинейной динамической системы. 

Так как в рассмотренной алгоритмической 
процедуре нечеткой идентификации используются 
два фильтра Калмана, то примем дополнительные 
обозначения: KF1  – фильтр, используемый для 
функций предпочтения; KF2  – фильтр, используе-
мый для параметров ТС. 

Рассмотрим нелинейную динамическую систе-
му, описываемую дискретным уравнением вида: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )2y k 1 y k 1 y k u k ,+ = + +   (27) 

где ( )u k  и ( )y k  – вход и выход соответственно. 
Сигнал возбуждения, используемый для иден-

тификации, выберем в виде белого шума, равномер-
но распределенного в интервале [-3, 3]. Общее ко-
личество дискретных значений этого сигнала при-
мем равным 201, а нелинейную составляющую 
функции (20) считаем неизвестной и подлежащей 
идентификации с помощью предложенного нечетко-
го метода. При этом формируем совокупность пар 

данных ( ){ }200
k k 1 k 0

y y + =
. Результаты кластеризации 

этой совокупности были получены по алгоритму 
ГКСА в декартовом произведении  k k 1y y +× .  

Были выделены 3 кластера, после чего проек-
цией матрицы нечеткого разбиения U на регрессор 

ky  получены 3 дисперсных функции принадлежно-
сти. Эти функции аппроксимированы с помощью 
фильтра Калмана KF1  прямыми линиями, образую-
щими треугольники. Затем был использован фильтр 
Калмана KF2  для определения параметров ТС. По-
лученная нечеткая модель ТС имеет следующий вид: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

2 2

3 2 i

R : IF y k is A ,THEN y k 1 1.14y k 0.15

R : IF y k is A ,THEN y k 1 1.24y k 0.15

R : IF y k is A ,THEN y k 1 1.17a y k 0.47.

+ = −

+ = +

+ = −

(28) 

Результаты моделирования динамической сис-
темы и нечеткой модели, полученной с помощью 
фильтрации Калмана, показывают, что сформиро-
ванная с использованием предложенного подхода 
ТС-модель хорошо аппроксимирует свойства нели-
нейной динамической системы. 

b/"%д/ 

В настоящей статье на основе проведенного 
анализа современных исследований в области раз-
работки нечетких систем был предложен и протес-
тирован метод нечеткой идентификации нелиней-
ных систем. Результаты моделирования свидетель-
ствуют о возможности адекватного описания нечет-
кими моделями, полученными по этому методу, ди-
намики нелинейных объектов. 

Показано, что эффективным является примене-
ние фильтров Калмана совместно с нечеткой кла-
стеризации для повышения качества идентифика-
ции. Отметим, что предложенный гибридный метод, 
объединяющий нечеткую кластеризацию и фильт-
рацию Калмана, может быть в большинстве случаев 
эффективно реализован на универсальных и специа-
лизированных микропроцессорных вычислителях. 
Это позволяет сделать вывод о возможности его 
применения в компьютерных системах управления 
нелинейными объектами. 

qC,“%* л,2е!=23!/ 
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С.Г. Удовенко, Г. Дібе, В.І. Перепелиця  
Розглядається метод нечіткої ідентифікації нелінійних систем, що базується на використанні фільтрів Калмана 

спільно з нечіткою кластерізацією. Показано можливість адекватного опису динаміки нелінійних об’єктів за допомо-
гою цього методу. Наведено результати моделювання, що дозволяють зробити висновок щодо ефективності застосу-
вання запропонованого підходу у цифрових системах керування нелінійними об’єктами. 

Ключові слова: нечітка ідентифікація, модель Такаги-сугено, функція приналежності, фільтрація Калмана. 
 

METHOD OF FUZZY IDENTIFICATION OF NONLINEAR OBJECTS OF DIGITAL CONTROL 

S.G. Udovenko, G. Dibe, V.I. Perepelitsa  
The method of fuzzy identification of the nonlinear systems, based on application  of Kalman filters and fuzzy clusterisation, is ex-

amined. Possibility of adequate description of of nonlinear objects by the fuzzy models got on this method is shown. Results of modeling  
loud allowing to draw  conclusion about efficiency of application of offered approach in the digital control systems by nonlinear objects. 

Keywords: unclear authentication, model of Takagi-sugeno, function of belonging, filtration of Kalman. 


