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Постановка задачі. Вивчити можливість роз-
робки моделі багатовісного агрегату без викорис-
тання багатоярусних балансирів. 

Аналіз літератури. Література, присвячена бага-
товісним агрегатам, пов'язана, в основному, з констру-
кціями, що містять багатоярусні механічні балансири. 
Ця література підрозділяється на дві групи. 

До першої відноситься література про багатовісні 
багатоярусні балансирні агрегати, навантажені порів-
няно малим корисним навантаженням, що мають мале 
число ярусів балансирів. Для таких агрегатів представ-
лена література, в основному, по вдосконаленню їх 
масових характеристик, підвищенню зручності і на-
дійності експлуатації як в процесі руху, так і на етапах 
вантаження і розвантаження корисних вантажів [1], 
[4]. До другої відноситься література, пов'язана з про-
блемами розробки багатовісних агрегатів з числом 
ярусів балансирів, яке дорівнює чотирьом-п’яти. Із-за 
існуючих обмежень числа ярусів [3 – 4] і забезпечення 
необхідної вантажопідйомності агрегату застосову-
ються багатонитяні рейкові шляхи [2]. Подібні рішен-
ня ускладнюють не тільки конструкцію рухомих агре-
гатів, але і ускладнюють залізничну колію. 

У зв'язку з відміченим, представляється доці-
льним пошук альтернативних, безбалансирних 
конструкцій багатовісних агрегатів. 

n“…%"…= ч=“2,…= 

У роботах [2, 3] відмічено, що широко поширені 
багатовісні агрегати зі спеціальною системою механі-
чних балансирів, володіючи експлуатаційними перева-
гами, в той же час мають і серйозні недоліки, з яких 
найбільш істотний полягає в тому, що багатоярусні 
системи балансирів мають граничне число ярусів, пе-
ревищення якого веде до такого різкого збільшення їх 
маси корисного навантаження на одну нитку рейково-
го шляху. Представляється виправданим вивчення 
можливості створення альтернативних безбалансирних 
конструкцій, що забезпечують рівномірне наванта-
ження на колеса багатовісного агрегату. Першим кро-
ком в цьому напрямі було дослідження можливості 
забезпечення рівномірного навантаження на колеса 
агрегату у разі його навантаження рівномірно розподі-
леним уздовж його довжини зовнішнім навантажен-
ням з урахуванням «посадки» рейкового шляху під 
важким багатовісним агрегатом і додатково: при лока-
льній зміні жорсткості вінклерової підстави. 

Модель багатовісного безбалансирного агрегату 
(рис. 1) представляється у вигляді силової (вантаж-
ної) балки 1, працюючої на вигин, жорсткої (або 
пружної) підвіски коліс і нескінченної балки 2, лежа-
чої на вінклеровій підставі і моделюючої рейковий 
шлях. Силова схема моделі безбалансирного багато-
вісного агрегату, навантаженого рівномірно розподі-
леним зовнішнім навантаженням, наводиться на рис. 
2. Основне допущення, яке використовувалося при 
побудові моделі і проведенні розрахунків, полягало в 
тому, що досліджувана система є плоскою і всі її 
елементи розташовуються у вертикальній площині. 

 
Рис. 1. Модель багатовісного безбалансирного рухомого 
агрегату, навантаженого рівномірно розподіленим зовні-
шнім навантаженням q0: 1 – силова (вантажна) балка;  

2 – нескінченна балка; 3 – опори 

 
Рис. 2. Силова схема моделі безбалансирного багатовісно-
го рухомого агрегату, навантаженого рівномірно розподі-
леним зовнішнім навантаженням q0: 1 – силова (вантажна) 
балка; 2 – нескінченна балка; Ri – сили взаємодії між бал-

ками в точках 1
1A , 1

2A , 1
3A  ... і 2

1A , 2
2A , 2

3A ... 
 
При рішенні задачі необхідно враховувати, що 

зв'язки Ri між балками 1 і 2 повинні бути такими, що 
(рис. 2): переміщення балки 1 (у точках 1

1A , 1
2A , 1

3A  
і т.д.) повинні дорівнювати переміщенням нескін-
ченної балки 2 (у точках 2

1A , 2
2A , 2

3A   і т.д.) при жо-
рстких зв'язках або відрізнятися на величину пере-
міщення пружного зв'язку; сили взаємодії між бал-
ками Ri в точках 1

1A , 1
2A , 1

3A … и   2
1A , 2

2A , 2
3A ..та  

повинні бути, через третій закон Ньютона, рівними 
за величиною і протилежними за напрямом. Систе-
ма рівнянь, що дозволяє визначати переміщення 
балок 1 і 2, може бути представлена як: 
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де ( ) ( ) ( )1 2 3
y i y i y iU x , U x , U x  – вертикальні переміщен-

ня силової балки, балки на пружній підставі і пружної 
підвіски коліс в точці хі; ( )1 2EI x , EI  – вигинисті жорс-
ткості силової (або вантажної) балки і рейкового шляху; 
К1 (х) - жорсткість пружної підстави; 

( ) ( )( )3
y i i 3 3U x R L EF=  – переміщення пружної підві-

ски; ( )3 3L EF  – жорсткість зв'язку силової балки з ко-

лесом; ( )0q x  – зовнішнє розподілене навантаження, що 
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діє на силову балку; Ri – сила взаємодії колеса з рейкою 
(або балкою на вінклеровій підставі при ix x= ). 

Систему рівнянь (1) зручно перетворити до 
безрозмірної форми 
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де 1x L x;=  L1  – довжина вантажної балки; 
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З аналізу системи рівнянь (2), записаних в без-
розмірному вигляді, і коефіцієнтів приведення, ви-
значених формулою (3), робимо висновок, що пове-
дінка системи спеціальний важкий агрегат - рейковий 
шлях на пружній вінклеровій підставі визначається в 
загальному випадку безрозмірними параметрами 

( ) ( ) ( )1 2 3 i 0d x , K , K x ; q x . .У разі, коли вигиниста 
жорсткість вантажної балки є величиною постійною, 
і величиною постійною є навантаження qо, а також 
жорсткість підвіски коліс 3K = ∞ , поведінка системи 
визначається двома безрозмірними параметрами: 

4
1 2 1

1 2
2 2

EI K L
d ; K .

EI EI
= =                        (4) 

На основі системи рівнянь (2) і співвідношень 
(3) з використанням ЕОМ був проведений ряд роз-
рахунків, метою яких було встановлення принципо-
вої можливості створення моделі рухомих високо-
навантажених важких агрегатів (без застосування 
систем багатоярусних механічних балансирів) з рів-
номірним розподілом зусиль Ri (колесо-рейка) з ура-
хуванням деформацій вантажної балки і балки на 
пружній підставі. Разом з відміченим вище основ-
ним завданням розв'язувалося також завдання з ви-
явлення впливу проектних параметрів (EI1, EI2, K2, 
K3) на характер деформації складових частин даної 
системи і характер розподілу зусиль Ri;. 

Розрахунки системи залізничний багатовісний 
агрегат - рейковий шлях проводилися при наступних 
основних початкових даних. Для 16-вісного агрегату 
довжина складала L = 32 м. Зовнішнє рівномірно роз-
поділене навантаження q = 5,3333 x 104 Н/м (що відпо-
відало середньому значенню навантаження на колесо 

Ri = 106 Н). Осьовий момент інерції рейки (КР 140) 
5 4

2J 5,5 10 м−⋅ . Жорсткість вінклерової підстави при-
ймалася рівною К2 = 103 Н/м2.  

Осьовий момент інерції вантажної (силової) балки 
приймався в двох варіантах: 1. 5 4

1 2J J 5,5 10 м−⋅ ; 2. 
J1=100J2. Результати розрахунків з використанням ЕОМ 
наведені на рис. З, що дозволяє зробити висновки. 

У разі відносно малої вигинистої жорсткості ва-
нтажної балки 1 2J J  спостерігається просадка рей-
кового шляху на ділянці багатовісного агрегату. Про-
те просадку рейкового шляху повторює і вантажна 
бачка із-за малої її вигинистої жорсткості. В резуль-
таті відстані між балками (1) і (2) (рис. 1) залишають-
ся незмінними, і це призводить до рівномірного нава-
нтаження коліс Ri, багатовісного важкого агрегату. 

У разі відносно високої вигинистої жорсткості 
вантажної балки J1=100J2. її вигин відсутній і, пере-
міщаючись поступально вниз, вантажна балка дефо-
рмує рейковий шлях таким чином, що на значній 
довжині багатовісного важкого агрегату наванта-
ження на колеса виявляється однаковим, за винят-
ком крайових ділянок. 

Таким чином, при належному виборі вигинистої 
жорсткості вантажної балки J1, (як це витікає з графі-
ка для Ri-N на рис. З, а) можна добитися рівномірного 
навантаження на колеса багатовісного агрегату навіть 
при використанні жорсткої підвіски коліс. 

 

 
Рис. 3. Розподіл навантаження Ri на колеса, переміщення 
рейкового шляху 2

iU  і зовнішнього навантаження q0 (при 
жорсткій підвісці коліс): а – випадок рівності вигинистих 
жорсткостей вантажної  балки і рейки ( 1 2I I= ); б – випа-
док, коли вигиниста жорсткість вантажної балки істотно 

більше вигинистої жорсткості рейки ( 1 2I 100I≈ )  

Вище розглядалася задача розрахунку сил вза-
ємодії колесо-рейка для багатовісного агрегату в 
припущенні, що жорсткість К2 вінклерової підстави 
залишається постійною на всій ділянці взаємодії 
важкого багатовісного агрегату з рейковим шляхом. 

Розглянемо тепер складніший випадок, коли на 
ділянці взаємодії багатовісного агрегату з рейковим 
шляхом жорсткість К2 вінклерової підстави міняєть-
ся локально за законом: 



Збірник наукових праць Харківського університету Повітряних Сил, 2009, випуск 1(19)                     ISSN 2073-7378 

 146 

0 1
2 2 2

L
K (x) K K _ (x ),

2
−= − ∆ −                    (5) 

де L1 – довжина багатовісного агрегату. 
Система рівнянь (1), що описує напружено-

деформований стан системи багатовісний агрегат – 
рейковий шлях, стосовно даного варіанту вінклеро-
вої підстави може бути записана у вигляді: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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4 1 Ny
1 i i 04

i 1
2 1 21 i
y y yy i 3 i i i

4 2 N2y 1
2 2 iy i4
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d U x
d R x x q x ;
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U x K U x U x U x ; i 1, N ;

d U L
K K _ x U R x x ,

2dx

=

−

=

⎫
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⎪
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⎪⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎪+ + ∆ − = − δ −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎭

∑

∑

  (6) 

додаючи до позначень (3) ще і наступні: 
1 1 2 2
y y 1 y y 1 1

4 4 2
2 1 2 1 i 1

2 2 i
2 2 2 2 2 2

1 1 1 2

U U L ; U U L ; x x L ;

K L K L R L
K ; K ;R ;

E J E J E J

при  J const; d EJ / EJ .

⎫= = = ⋅
⎪
⎪∆ ⎪= ∆ = = ⎬
⎪
⎪= = ⎪⎭

      (7) 

На основі системи (6) і (7) був проведений роз-
рахунок напружено-деформованого стану системи 
багатовісний агрегат – рейковий шлях з викорис-
танням ЕОМ для  початкових даних: 

5 4 0 8
2 2 2 22

(1) (2)
2 21 1

Н 1I 5,5 10 м ; K 10 ; K K ;
2м

I 100I ; I 0,01I .

−= ⋅ = ∆ =

=
 

Результати розрахунків наводяться (для жорст-
кої підвіски коліс) на рис. 4, вони дозволяють зро-
бити наступні висновки. 

У разі відносно малої вигинистої жорсткості І1, 
у порівнянні з І2 спостерігається просіла рейкового 
шляху на ділянці багатовісного агрегату (при жорс-
ткій підвісці коліс). Проте просілу рейкового шляху 
повторює і вантажна балка із-за малої її вигинистої 
жорсткості. В результаті відстані між балками (1) і 
(2) (рис. 1) залишаються практично незмінними, що 
і призводить до рівномірного вантаження коліс 
Ri:багатовісного агрегату (рис. 4). 

 
Рис. 4. Навантаження на колеса багатовісного безбаланси-
рного агрегату Ri, а також переміщення рейкового шляху  

1
iU  і жорсткості пружної підстави К2 

У разі відносно високої вигинистої жорсткості 
вантажної балки Ii її вигин практично відсутній, і, 
здійснюючи поступальну ходу вниз спільно з оберта-
льною, вантажна балка (при жорсткій підвісці коліс) 
деформує рейковий шлях таким чином, що він вияв-
ляється практично прямолінійним. В результаті реак-
ція рейкового шляху на колеса багатовісного агрегату 
приймає вигляд, що приводиться на рис. 4, а, повто-
рюючи характер ступінчастої жорсткості пружної 
підстави. Таким чином, при належному виборі виги-
нистої жорсткості вантажної балки її (рис. 4, б) мож-
на добитися рівномірного навантаження на колеса 
багатовісного важкого агрегату навіть при викорис-
танні жорсткої підвіски коліс. З урахуванням пружної 
підвіски коліс (7), можна добитися рівномірного на-
вантаження на колеса, що виходить з табл. 1 і рис. 5/ 

 
Рис. 5. Навантаження на колеса Ri  моделі 16-вісного  

безбалансирного агрегату, а також переміщення пружної 
підстави 2

iU  у разі жорсткості підстави 2
iK ,  

що ступінчасто змінюється (при пружній підвісці коліс) 

Таблиця 1 
Значення сил Ri та переміщень (1)

iU  

№ 6
iR 10 , H−⋅  (1) 3

iU 10 , M⋅  
1 0,9969 2,21769 
2 0,9969 2,20926 
3 0,9969 2,20741 
4 0,9969 2,20729 
5 0,9969 2,20731 
6 0,9969 2,20728 
7 0,9970 2,20654 
8 0,9970 2,20651 
9 0,9970 3,99382 
10 0,9970 4,00601 
11 0,9970 4,00283 
12 0,9970 4,00614 
13 0,9970 4,00621 
14 0,9970 4,00714 
15 0,9970 4,01194 
16 0,9970 4,01947 

b,“…%"*, 

В результаті виконаних з використанням ЕОМ 
розрахунків і аналізу отриманих результатів можна 
зробити наступні висновки. 

1. Для безбалансирних багатовісних агрегатів, 
навантажених рівномірним зовнішнім, навантажен-
ням, і при постійній жорсткості пружної вінклерової 
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підстави, при належному виборі вигинистої жорст-
кості вантажної (силової) балки J1 « J2 можливо за-
безпечення рівномірного навантаження на колеса 
багатовісного агрегату.  

2. Для безбалансирних багатовісних агрегатів, 
навантажених рівномірним зовнішнім навантажен-
ням, і при жорсткості пружної вінклерової підстави, 
що змінюється стрибкоподібно на ділянці розташу-
вання багатовісного агрегату при належному виборі 
вантажної (силової) балки J1 «J2, можливо забезпе-
чення рівномірного навантаження на колеса агрега-
ту навіть при використанні жорстких підвісок коліс. 

3. У всіх випадках застосування пружної підві-
ски коліс з високою точністю забезпечувалося рів-
номірне навантаження на колеса багатовісного агре-
гату з боку рейкового шляху. 

4. У роботі показано, що для рівномірно розподі-
леного зовнішнього навантаження, яке діє на багатовіс-
ний агрегат, можливо досягнення практично однакових  

зусиль на колеса (навіть при жорсткій підвісці) без за-
стосування системи багатоярусних балансирів. 

qC,“%* лS2е!=23!, 
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Н.Х. Раковская 
Наводятся расчеты и анализ безбалансирного многоосного агрегата, нагруженного постоянной внешней нагруз-

кой, для случая, когда жесткость упругого винклерового основания заважничала постоянной, а также локально меня-
лась посредине длины многоосного агрегата. Показано, что для рассмотренного варианта нагрузки многоосный агре-
гата возможно создание безбалансирной конструкции, способной обеспечивать равномерную нагрузку на колеса. 

Ключевые слова: безбалансирный многоосный агрегат, жесткость основания. 

CLAOTYPE WAY OF MOVEMENT OF INDUSTRIAL TRANSPORT  
WITH INFLEXIBILITY OF FOUNDATION WHICH CHANGES 

N.H. Rakovskaja 
Calculations and analysis of beamless are pointed pluriaxial aggregate, loaded with a quiescent external load, for a case, 

when inflexibility of resilient vinkler foundation put on airs permanent, and also locally changed in the meadle of length pluriax-
ial aggregate. It is rotined that for the considered variant of loading of pluriaxial aggregate creation of beamless  construction, 
able to provide the even loading on wheels is possible. 

Keywords: beamless pluriaxial aggregate, inflexibility of foundation. 
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В статті розглянуті питання, пов’язані з визначенням оптимального числа ступенів вільності дис-
кретних механічних систем, що становить основу побудови раціональних розрахункових математичних 
моделей. Стаття присвячена розвитку розглянутих раніше [1] методів побудови дискретних моделей коли-
вальних механічних систем і способів їх дослідження за допомогою диференціальних рівнянь,  які в сукупно-
сті з початковими умовами руху складають основу математичної моделі механічної системи. 

Ключові слова: дискретні моделі, математична модель. 
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Будь-який силовий елемент літального апарата, 
його механізм чи агрегат можна розглядати як сукуп-
ність пружних тіл, яка за суттю становить систему з 
розподіленими масовими та жорсткими параметрами. 
Для розрахунку такої спрощеної механічної системи, 
яка відображає основні динамічні характеристики 

фізичного процесу, треба перш за все визначити її 
оптимальне число ступенів вільності. У багатьох ви-
падках вивчення руху системи з n ступенями вільнос-
ті становить досить складну задачу механіки навіть в 
умовах програмного забезпечення електронної обчи-
слювальної техніки для динамічних розрахунків. То-
му мінімізація значення n є головним і найбільш ва-
жливим етапом у вирішенні цієї проблеми. 
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