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Введение 
Задачи раскроя и размещения (Cut and Cutting 

problems [1]) элементов в некоторой области возни-
кают во многих областях человеческой деятельности. 
Примерами таких задач могут быть размещение кон-
тейнеров в трюме корабля, размещение товара на 
складах, формирование карт раскроя при подготовке 
полиграфической продукции или проектирование и 
размещение элементов на электронных платах [2]. Во 
многих работах такие задачи рассматриваются как 
однокритериальные оптимизационные задачи. При-
мерами критериев оптимизации могут  служить: за-
полнение области размещения, остаток материала, 
плотность размещения и другие. Однако, структура 
многих практических задач такова, что требует учета 
нескольких критериев одновременно. Так в [3] рас-
сматривается задача доставки грузов в различные 
пункты. Для решения задачи необходимо не только 
максимально заполнить грузовой отсек, а также, в 
зависимости от выбранного маршрута, обеспечить 
удобство выгрузки груза в пунктах разгрузки.  

Целью настоящей работы является математиче-
ское моделирование и решение многокритериаль-
ных задач размещения элементов, имеющих форму 
параллелепипеда в области размещения, также 
имеющей форму параллелепипеда.  

Общая постановка задачи 
Рассмотрим задачу упаковки n-мерных парал-

лелепипедов в параллелепипеде, которая является 
обобщением и развитием задач упаковки, исследо-
ванной в [4, 5], и состоит в следующем. Имеется  
N  прямоугольных n-мерных параллелепипедов  

(n-параллелепипедов) n
iP R  вида 

n
i 1 2 n k ik

n

P {x R : x (x , x ,..., x ) |0 x a ,
k J {1,2,...,n}},

    
 

   (1) 

 где i i1 i2 ina (a ,a ,..., a )  – вектор метрических ха-
рактеристик (линейных размеров) n-параллелепипе-

да iP , Ni J , NJ {1,2,..., N} . Каждый n-параллеле-
пипед iP  характеризуется векторами параметров 

размещения и числовых параметров s
i R  , Ni J , 

среди которых могут быть координаты его центра 
тяжести, ценность, вес и т. д. Полагаем, что n-
параллелепипеды iP  могут поворачиваться на углы 

/ 2  относительно координатных плоскостей про-

странства nR .  Задана область размещения в виде n-
параллелепипеда D0, который определяется как 

n
0 1 2 n

k 0k n

D {x R , x (x , x ,..., x )
|0 x b ,k J },
  

  
  (2) 

где 01b d  – переменная величина, 0 01 0nb (b ,...,b )  – 
вектор метрических характеристик n-параллелепи-
педа 0D . При этом грани n-параллелепипедов iP , 

Ni J , параллельны соответствующим граням n-па-
раллелепипеда 0D . Размещение n-параллелепипе-
дов iP , Ni J , в области 0D  характеризуется век-
торным критерием 1 2 mF (F , F ,..., F ) . 

Необходимо упаковать n-параллелепипеды iP  
из множества 1 2 N{P , P ,..., P } с учетом возможности 
их поворотов на углы / 2   в n-параллелепипеде 

0D  так, чтобы  параллелепипеды попарно не пере-
секались, выполнялись заданные ограничения на 
значения параметров i , и векторный критерий F  
достигал экстремального значения. 

Особенности решения общей задачи 
Для решения задачи в приведенной постановке 

могут быть использованы различные комбинации 
методов многокритериальной оптимизации и схем 
перебора локальных экстремумов скалярных задач 
оптимизации. Сложность сформулированной зада-
чи, большое количество вариантов размещения па-
раллелепипедов не позволяют использовать точные 
методы оптимизации, ориентируя на применение 
приближенных и эвристических методов. 
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В частности, анализ многокритериальных задач 
можно проводить следующими способами [6, 7]: 

1. Выделение Парето-оптимальных решений – 
различных вариантов размещения параллелепипедов. 

2. Формирование многофакторных скалярных 
оценок различных вариантов размещения n-
параллелепипедов на основе свертки критериев с 
последующей оптимизацией скалярного обобщен-
ного критерия. 

3. Схема последовательно применяемых крите-
риев. 

Решение скалярных задач оптимизации ло-
кальных критериев или обобщенного критерия 
можно проводить на основе метода сужающихся 
окрестностей (МСО) [8]. 

Рассмотрим некоторые реализации общей за-
дачи размещения параллелепипедов.  

Задача 1. Имеется N  прямоугольных n-

параллелепипедов n
iP R  вида (1) и область разме-

щения 0D  вида (2). Грани n-параллелепипедов iP , 

Ni J , параллельны соответствующим граням n-
параллелепипеда 0D . Для каждого параллелепипеда 

iP  известны координаты его центра тяжести в собст-

венной системе координат 0i 0i 0i
0i 1 2 n im (m ,m ,...,m ) P  , 

соответствующие его начальной ориентации, и мас-
са iM , Ni J . Полагаем, что:  

1. Кроме поворотов параллелепипедов iP  на 
углы / 2  допустимы их зеркальные отражения 
относительно координатных плоскостей.  

2. Линейные размеры области 0D  позволяют 
разместить все n-параллелепипеды iP , Ni J . Для 
этого полагаем, что 

N n
0k

i J , j J
b max

 
 , k 2,3,...,n . 

3. Размещение n-параллелепипедов iP , Ni J , 
в области 0D  характеризуется векторным критери-
ем 1 2F (F , F ) , где 1F  – длина d  ребра 01b , харак-

теризующая занятую часть области 0D , 2F  – харак-
теристика отклонения центра тяжести размещенных 
параллелепипедов от заданной точки области 0D . 

Необходимо упаковать n-параллелепипеды iP , 

Ni J , с учетом возможности их поворотов на угол 
/ 2  и зеркальных отражений в n-параллелепипеде 
0D  так, чтобы  параллелепипеды попарно не пере-

секались и критерии 1F  и 2F  достигали минималь-
ного значения. 

Задача 2. В условиях предыдущей задачи не-
обходимо так упаковать n-параллелепипеды iP , 

Ni J , чтобы центр тяжести размещенных паралле-
лепипедов находился в некоторой окрестности за-
данной точки области 0D , описываемой системой 
линейных неравенств. 

Построение математических  
моделей задач 

Для построения математических моделей задач 
1,2 используем математический аппарат  -функ-
ций [4,9,10].  

С каждым n-параллелепипедом iP , Ni J , свя-
жем ортогональную подвижную систему координат 

1 2...i i i inO x x x , а с областью 0D  – неподвижную 

систему координат 1 2 nOx x ...x . Начало собственной 
(подвижной) системы координат n-параллелепипеда 

iP  – точку iO , находящуюся в геометрическом цен-
тре параллелепипеда, – примем в качестве его по-
люса, Ni J . Координаты i i1 i2 inu (u , u ,...,u )  по-
люса n-параллелепипеда iP , Ni J , относительно 
неподвижной системы координат 1 2 nOx x ...x  явля-
ются его параметрами размещения и определяют 
положение n-параллелепипеда в пространстве nR . 

Тогда вектор Nn
1 2 Nu (u ,u ,..., u ) R   определяет 

размещение параллелепипедов 1P , 2P , …, NP  в 

пространстве nR .  
Для математического моделирования поворо-

тов n-параллелепипедов iP , Ni J , на угол / 2  
относительно координатных плоскостей простран-
ства nR  каждому n-параллелепипеду iP  поставим в 
соответствие вектор его линейных размеров 

i i1 i2 ina (a ,a ,..., a ) , Ni J . Различные повороты 
каждого n-параллелепипеда iP  на угол / 2  опи-
шем с помощью упорядочения линейных размеров 

iP .  Перестановка элементов вектора 

i i1 i2 ina (a ,a ,..., a )  вида 

i1 i2 init ik ik ika (a ,a ,..., a ) ,   (3)  

где i i1 i2 inv (k , k ,...,k )  – перестановка элементов 
индексного множества nJ , Mt J , M n! , соответ-
ствует всевозможным поворотам n-параллелепипеда 

iP  на угол / 2 , Ni J . Перестановка вида (3) мо-
жет быть получена из вектора i i1 i2 ina (a ,a ,..., a ) , 
соответствующего начальной ориентации n-
параллелепипеда iP , как it i ta a Q  , где tQ  – пере-
становочная матрица. При этом поворот n-
параллелепипеда iP , задаваемый преобразованием 

tQ , влечет за собой изменение его центра тяжести 
следующим образом: i 0i tm m Q  , Mt J , M n! . 

Центр тяжести n-параллелепипеда iP  – точка 
i i i

i 1 2 nm (m , m ,..., m )  – с учетом всевозможных по-
воротов на угол / 2  и зеркальных отражений на-

ходится в одной из n2  вершин n-параллелепипеда 
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i iH P , у которого геометрический центр совпада-
ет с геометрическим центром iP , а одной из вершин 

является точка 0i 0i 0i
0i 1 2 n im (m , m ,...,m ) P  , Ni J . 

Все вершины n-параллелепипеда i iH P  могут 
быть получены по формуле  

i 0i i i
j j j jm m 2 y   , i 0i

j ij ju m   , (4) 

где i
jy {0,1} , nj J , Ni J . 

Таким образом, положение n-параллелепипеда 
iP  определяется его параметрами размещения 

i i1 i2 inu (u , u ,...,u ) ,  ориентацией, задаваемой по-
воротом на угол / 2  с помощью вектора 

i i1 i2 inv (k , k ,...,k ) , и положением центра тяжести, 
который задается вектором булевых переменных 

i i1 i2 iny (y , y ,..., y ) , Ni J . Тогда соответствую-
щий ориентированный параллелепипед обозначим 
как i i i iP (u , v , y ) , Ni J . 

Математические модели задач 1, 2 представим 
в следующем виде.  

Модель задачи 1 
В качестве характеристики отклонения центра 

тяжести размещенных параллелепипедов от задан-
ной точки области 0D  – критерия  2F  – примем 
квадрат расстояния между центром тяжести разме-
щенных параллелепипедов c c c

c 1 2 nX (x , x ,..., x )  и 
геометрическим центром dC  области размещения 
при фиксированной длине ребра 01b . Имеем 

N
i i i

c
i 1

M m (y )X
M


 , 

N
i

i 1
M M


 , 

d d d
d 1 2 nC (c ,c ,..., c ) , d

1
dc
2

 , 0 jd
j

b
c

2
 , j 2,3,..., n , 

n
c d 2

2 i i
i 1

F (X) (x (y) c )


  ,  (5) 

N
0 j 0 j jc

i j jii i i
j

1x (y) M (m 2(U m ) y )
M

     , 

3Nn 1

*
1 2

X W R
X arg min (F (X), F (X))

 
 , (6) 

где 1F (X) d , , X (u, v, y,d) , 1 2 Nu (u , u ,..., u ) , 

01d b  1 2 Nv (v , v ,..., v ) , 1 2 Ny (y , y ,..., y ) , W  – 
область допустимых решений, которая описывается 
системой неравенств [4]: 

ij i j i j N

0 j 0 j j N

(u , u , v , v ) 0, i, j J , i j,

(u , u , v ) 0, j J .

   
  

      (7) 

Для решения задачи (6) может быть использо-
вана схема последовательной оптимизации критери-
ев. В этом случае необходимо решить последова-
тельно две однокритериальные задачи: 

3Nn 1

*
1 1

X W R
X arg min (F (X))

 
 ,  (8) 

3Nn 1

*
2 2

X W R
X arg min (F (X))

 
 ,  (9) 

Задача (8) заключается в упаковке параллеле-
пипедов iP  в заданной области 0D  таким образом, 
чтобы  длина d  ребра 01b , характеризующая заня-
тую область, была минимальной. Для решения дан-
ной задачи может быть использован метод, предло-
женный в [4]. 

Задача (9) состоит в нахождении такой после-
довательности значений булевых переменных 

j Nny (y ,..., y ) , характеризующей размещение цен-

тров тяжести всех  прямоугольников, которая бы 
минимизировала критерий 2F (X) .  

Модель задачи 2 
В терминах модели задачи 1 запишем матема-

тическую модель задачи 2: 

3Nn 1

*
1 2

X W R
X arg min (F (X), F (X))

 
 , (10) 

3Nn 1

*
1 1

X W R
X arg min (F (X))

 
 ,  (11) 

3Nn 1

*
2 2

X W R
X arg min (F (X))

 
 ,  (12) 

L X h     (13) 
где ij m (n N)L [L ]   , m – количество линейных ог-

раничений, описывающих некоторую окрестность 
заданной точки области dC , в пределах которой 
может находиться искомый центр тяжести разме-
щенных параллелепипедов.  

Для решения задачи (10) используем схему по-
следовательного применения критериев. При этом 
решение скалярной задачи (11)  выполним по схеме, 
предложенной в [4]. Для решения задачи (12) ис-
пользуем схему метода ветвей и границ, описанную 
ниже.  

Метод ветвей и границ 
Решение задачи (12) заключается в нахождении 

такой последовательности значений булевых пере-
менных j ky (y ,..., y )  длины k (n N)  ,   с учетом 

системы линейных ограничений (13), которая бы ми-
нимизировала критерий 2F (X) . Отметим, что множе-
ство всех значений булевых переменных  

j ky (y ,..., y )  представляет собой множество kB  

k – мерных булевых векторов – вершин k – мерного 
гиперкуба, исследованного, например в [11]. В [11] 
приведена схема метода ветвей и границ для решения 
задач оптимизации квадратичной функции на множе-
стве kB  без дополнительных ограничений. Распро-
страним указанный подход для решения задачи (12). 
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Опишем основные шаги предлагаемой моди-
фикации метода ветвей и границ для случая, когда 

2F (X)  представляет собой квадратичную функцию. 
Шаг 1. Используя известные методы [12,13], по-

строим выпуклое (сильно выпуклое с параметром  ) 
продолжение (z)  функции цели 2F (X)  на выпуклое 
множество kZ convB , где kconvB – выпуклая обо-
лочка множества kB . В результате такого построения 
получим выпуклую или сильно выпуклую функцию 

(z) , которая в точках комбинаторного множества 

kB  принимает те же значения, что и исходная функ-
ция 2F (X) , т.е. 2(z) F (x) 

 
для kz B  . Тогда 

(z) (Az, z) Bz   , ij k kA [a ]  , ija R , kb R  

Перейдем к эквивалентной задаче:  
(z) min,    (14) 

        L z h  kz B   
Шаг 2. Ветвление – выделение некоторого 

подмножества допустимых решений. Для этого за-
фиксируем 1x 0 . Эффективность метода зависит 
во многом от выбора фиксируемой переменной, по-
этому выбор такой переменной можно проводить, 
исходя из дополнительных  соображений и особен-
ностей задачи. Таким образом, преобразуем матри-
цы A  и B , а также систему линейных неравенств: 

1 1 1
0 0 0(z) (A z, z) B z      , 1 1

0 0ij k 1 k 1A [a ]    , 
1
0 i k 1B [b ]  , 1 1

0 0L z h  , 

1 2 k 1z (z ,z ,..., z )    , i i 1z z  , i 1, ...,k 1  . 

Функция 1
0 (z)   также является квадратичной. 

Для оценки минимума полученной функции 
�1

0 (x) на выделенном подмножестве воспользуемся 
нижними оценками минимума выпуклых и сильно-
выпуклых функций на евклидовых комбинаторных 
множествах, полученных в [14,15,16]: 

1

y P

min (z) e (z)

(z) ( (z),z) min( (z), y);


  

     

 

              (15) 

2* *
2

y P
min (z) e ( ) (y ) min y y


        ;   (16) 

2
3

2

y P

1min (z) e (z, ) (z) (z)
4

1min y z (z) ,
2

       


   


   

 

   (17) 

где
k

*
y B

y arg min (y)


  , 
�n 1 1

k 0 0P {z | z B R , L x h }     . 

Таким образом, посчитав одно из значений  
(14) – (16) определим оценку минимума 1

0  функ-

ции 1
0 (z)  . 

Шаг 3. Аналогично шагу 2 зафиксируем 1x 1  

и посчитаем нижнюю оценку минимума 1
1  функ-

ции 1
1(z)  .  

Шаг 4. Сравним значения оценок в полученных 

на шагах 2 и 3 ветвлениях. Если значение 1 1
0 1   , 

то в качестве новой исходной вершины выберем 
вершину с фиксированным значением 1z 0 . Иначе 
новая исходная вершина – вершина  с фиксирован-
ным значением 1z 1 . 

Шаг 4. В зависимости от выбора новой исход-
ной вершины фиксируем значение 1z  и значение 

2z . Аналогично шагам 2 – 4 построим оценки ми-
нимума и произведем новые ветвления при фикси-
рованном значении 2z 0  и 2z 1 .  

Шаг 5. Ветвления продолжаются до тех пор, 
пока значения всех переменных не будут зафикси-
рованы.  

Шаг 6. В качестве начального решения выбира-
ется вектор всех зафиксированных значений пере-
менных.  

Шаг 7. Поиск решения продолжения продол-
жается в тех вершинах, где значение оценки  мень-
ше или равно полученному начальному решению. 
Для таких вершин строятся новые ветвления со-
гласно описанному алгоритму. В результате выби-
рается наименьшее из всех найденных решений.  

Кроме того, следует отметить, что значения 
оценок (15) – (17) можно улучшить [12], решив до-
полнительные оптимизационные задачи вида: 

1e (z) max , 

2e ( ) max  , 0                (18) 

3e (z, ) max  , 0     
Рассмотрим пример решение задачи 2. Пусть 

заданы 20 параллелепипедов: 
Таблица 1  

Исходные данные 

№ Размеры  № Размеры 
2 [6, 1, 4]  12 [7, 7, 5] 
3 [3, 4, 5]  13 [9, 1, 7] 
4 [6, 4, 2]  14 [6, 3, 2] 
5 [5, 2, 8]  15 [4, 6, 9] 
6 [1, 2, 2]  16 [4, 3, 1] 
7 [6, 4, 9]  17 [2, 8, 9] 
8 [2, 9, 6]  18 [1, 1, 3] 
9 [8, 9, 5]  19 [7, 8, 3] 
10 [4, 7, 8]  20 [1, 2, 2] 
11 [3, 3, 1]  21 [7, 1, 6] 

 
Также задана область размещения (контейнер), 

в которую необходимо упаковать параллелепипеды 
(табл. 2). 
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Таблица 2  

Область размещения 

№ Размеры 
1 [15, 15, 15] 

 
Решение. На первом этапе разместим заданные 

параллелепипеды в область, используя метод, пред-
ложенный в [4]. В результате получим параметры 
размещения, приведенные в табл. 3. Зададим массы  
центры тяжести для каждого параллелепипеда:  

 
Таблица 3 

Результаты размещения параллелепипедов  
и значения центров тяжестей 

№ Полюс Размеры Масса Центр тяжести 

12 [0, 0, 0] [7, 7, 5] 36 [1.75, 1.75, 1.25] 
19 [0, 0, 5] [7, 8, 3] 75 [1.75, 2, 5.75] 
18 [0, 0, 8] [1, 1, 3] 77 [0.25, 0.25, 8.75] 
15 [0, 8, 0] [4, 6, 9] 22 [1, 9.5, 2.25] 
21 [0, 1, 8] [7, 1, 6] 24 [1.75, 1.25, 9.5] 
8 [0, 2, 9] [2, 9, 6] 20 [0.5, 4.25, 10.5] 
4 [0, 11, 9] [6, 4, 2] 4 [1.5, 12, 9.5] 
9 [2, 2, 9] [8, 9, 5] 17 [4, 4.25, 10.25] 

20 [0, 11, 11] [1, 2, 2] 55 [0.25, 11.5, 11.5] 
7 [4, 8, 0] [6, 4, 9] 51 [5.5, 9, 2.25] 
3 [6, 11, 9] [3, 4, 5] 47 [6.75, 12, 10.25] 
2 [0, 0, 11] [6, 1, 4] 63 [1.5, 0.25, 12] 
5 [4, 12, 0] [5, 2, 8] 29 [5.25, 12.5, 2] 

14 [0, 11, 13] [6, 3, 2] 49 [1.5, 11.75, 13.5] 
16 [0, 2, 8] [4, 3, 1] 4 [1, 2.75, 8.25] 
13 [0, 14, 0] [9, 1, 7] 7 [2.25, 14.25, 1.75] 
11 [0, 5, 8] [3, 3, 1] 78 [0.75, 5.75, 8.25] 
6 [0, 13, 11] [1, 2, 2] 42 [0.25, 13.5, 11.5] 

10 [7, 0, 0] [4, 7, 8] 15 [8, 1.75, 2] 
17 [10, 7, 0] [2, 8, 9] 86 [10.5, 9, 2.25] 

 
Значение функции цели 1F (X)  = 12. Полюс ка-

ждого параллелепипеда и центр тяжести задан в 
системах координат контейнера, в который он раз-
мещен.  

Пусть на координаты центров тяжести (4) на-
ложены следующие t 2  ограничения вида: 

N n
j j

t ti i
j i

m   , 

где N  - количество параллелепипедов (20), n - раз-
мерность задачи (3). Коэффициенты t и t приве-
дены в табл. 4.  

Таблица 4 
Ограничения на центры тяжести параллелепипедов 

 j
ti  t  

t 1  -2, -9, 4, 4, 7, 0, 0. 3, -4, -4, 9, -
8, 5, 5, -2, 1, 1, -6, -3, -3, 10, 3, 3, 6, 
-1, -1, -8, -5, 8, 8, -9, 4, 4, -3, 0, 0, -
7, 6, 6, 9, 2, 2, 5, 2, -9, -9, -6, 7, 7, 0, 
3, 3, -4, -1, -1, -8, 5, 5, 8, 1 

-7 

t 1  6, 6, 3, -10, -10, 7, -6, -6, 1, -2, -2, 5, 
-8, -8, 9, -4, -7, -7, 0, 7, 7, 4, -9, -9, -
2, -5, -5, 2, -1, -1, 6, -7, -10, -10, -3, 
4, 4, 1, 8, 8, 5, -8, -8, -1, -4, -4, 3, -9, 
7, 7, -6, -9, -9, -2, 6, 6, 2, 9, 9, -3 

7 

 
Тогда на втором этапе решения произведем оп-

тимизацию по критерию 2F (X)  (распределение ве-
сов), используя описанный в настоящей работе ме-
тод ветвей и границ и оценку вида (14). Для сравне-
ния результатов на данном этапе решим две задачи:  

1. Распределение весов с решением задач (18). 
2. Распределение весов без решения задач 

(18). 
В табл. 5 приведены решение задачи 1.  
 

Таблица 5 
Результаты решения задачи  

распределения весов с улучшением оценок 

№ Масса Центр тяжести 
12 36 [1.75, 1.75, 1.25] 
19 75 [1.75, 2, 5.75] 
18 77 [0.25, 0.25, 8.75] 
15 22 [1, 9.5, 2.25] 
21 24 [1.75, 1.25, 9.5] 
8 20 [0.5, 8.75, 10.5] 
4 4 [4.5, 14, 10.5] 
9 17 [8, 8.75, 12.75] 
20 55 [0.75, 12.5, 12.5] 
7 51 [8.5, 11, 6.75] 
3 47 [8.25, 14, 12.75] 
2 63 [4.5, 0.75, 12] 
5 29 [7.75, 13.5, 6] 
14 49 [4.5, 11.75, 14.5] 
16 4 [3, 2.75, 8.25] 
13 7 [6.75, 14.75, 5.25] 
11 78 [2.25, 5.75, 8.25] 
6 42 [0.75, 14.5, 11.5] 
10 15 [8, 1.75, 2] 
17 86 [10.5, 9, 2.25] 

Значение 
функции цели: 31.87 

Вектор буле-
вых перемен-
ных:  

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 
1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) 
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Решение задачи 2 оказалось хуже. Результаты 
решения приведены в табл. 6.  

 
Таблица 6 

Результаты решения задачи  
распределения весов без улучшения оценок 

Значение функции 
цели:  37.25 

Вектор булевых 
переменных:  

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 
0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 
1, 1, 0, 0, 0) 

 
Графическое представление полученного ре-

шения представлено на рис. 1. На рисунке точками 
отмечены полученные центры тяжести каждого из 
параллелепипедов и области размещения. 

 

 
Рис. 1. Результаты решения задачи  

 
Для иллюстрации построения дерева решений 

предлагаемым методом, рассмотрим пример 2. 
Пусть задана функция вида (x) (Ax, x) Bx   , где:  

1,343 0,199 0,071 0,571 0,069 0,227
0,199 1,797 0,173 0,226 0,056 0,218
0,071 0,173 1,199 0,192 0,406 0,471

A
0,571 0,226 0,192 1,392 0,187 0,544
0,069 0,056 0,406 0,187 1,908 0,83
0,227 0,218 0,471 0,544 0,83 1,957

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

0,736
0,962
1,066

B
1,559
1,95
3,323

 
 
 
 

  
 
 
  
 

. 

Пусть система линейных ограничений на буле-
вы переменные х имеет вид: 

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

5x 10x 6x 1x 3x 8x 6
x 6x 10x 5x x 8x 5
      

      

 

В качестве оценки выберем выражение (14). 
Используя предложенный алгоритм, построим дере-
во решений (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Дерево решений 

 
Таким образом, было получено решение, кото-

рое совпадает с решением, полученным путем пол-
ного перебора. Для получения эффективных оценок 
решались дополнительные задачи оптимизации вида 
(18).  

Выводы 
В работе описаны многокритериальные задачи 

размещения n-параллелепипедов, построены мате-
матические модели, рассмотрены их особенности. 
Предложен подход к решению поставленных задач 
на основе схемы последовательной оптимизации 
критериев. Для решения задачи минимизации от-



Кібернетика та системний аналіз 

 55 

клонения центра тяжести размещенных параллеле-
пипедов от заданной точки области размещения 
предложен метод на основе метода ветвей и границ. 
Проведенные вычислительные эксперименты пока-
зали, что метод позволяет получить решение задачи 
с учетом или без учета линейных ограничений. Так-
же эксперименты показали, что значения оценок на 
подмножестве могут быть значительно улучшены, 
путем решения дополнительных задач оптимизации. 
Однако решение таких задач может потребовать 
достаточно много времени, в особенности для задач 
большой размерности.  
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТА РОЗВ’ЯЗАННЯ  
ДЕЯКИХ БАГАТОКРИТЕРІАЛЬНИХ ЗАДАЧ РОЗМІЩЕННЯ ПАРАЛЕЛЕПІПЕДІВ 

І.В. Гребеннік, А.В. Баранов  
Розглядається багатокритеріальна задача розміщення паралелепіпедів. У якості критеріїв використовуються: 

мінімізація заповненої частини області розміщення та забезпечення стійкості області – відхилення центра тяжіння 
системи від заданої точки області. Розглянуті методи вирішення задачі, проведені обчислювальні експерименти. 

Ключові слова: багатокритерійна оптимізація, метод гілок і меж, математичне моделювання, Ф-функція, упа-
ковка. 
 

MATHEMATICAL MODELING AND SOLVING OF SOME  
MULTICRITERIA PARALLELEPIPED PACKING PROBLEMS 

I.V. Grebennik, A.V. Baranov 
The work is devoted to the multicriteria problem of parallelepiped packing. The next criteria are used: minimization 

of the occupied part of the staging area and the sustainability of the area - the deviation of the weight center of the system 
from the predetermined point in the area. The methods of solving of the problem are proposed. Computing experiments 
are performed. 

Keywords: multicriterion optimization, method of branches and scopes, mathematical design, Ф-function, packing. 


