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Предложена математическая модель сосуществования в проточном хемостате типа Михаэлиса-
Ментен двух видов популяций. Исследован случай, когда входной поток питательного субстрата постоя-
нен или имеет периодический характер, определены все стационарные состояния такой системы.   
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Ââåäåíèå 

Методы искусственного биосинтеза популяций 
микроорганизмов находят широкое применение в 
современной биологии и медицинской промышлен-
ности. При этом выращивание полезной биомассы 
микроорганизмов (бактерий) производится в специ-
альных приборах - хемостатах и биореакторах. 

Термин хемостат (впервые был предложен Но-
виком и Сцилардом [2]), обозначает лабораторное 
устройство микробиологии, в котором изучают ди-
намику развития популяций микроорганизмов. Хе-
мостат предназначен для непрерывного культивиро-
вания микроорганизмов и состоит из трех основных 
частей: герметичного резервуара, заполненного спе-
циальным раствором (субстратом), устройства пода-
чи питающего субстрата и выходного отверстия для 
выхода приросшей биомассы. Изображение реаль-
ного хемостата показано на рис. 1: 

 

 
Рис. 1. Фото лабораторного хемостата 

Управление скоростью роста биомассы в хемо-
стате осуществляется путем изменения концентра-
ции питательного субстрата, которая регулируется 
либо скоростью подачи субстрата, либо скоростью 
вымывания (удаления) продуктов жизнедеятельно-
сти на выходе хемостата.  

Îñíîâíîé ðàçäåë 

Математические модели проточной культуры 
микроорганизмов 

В микробиологии общепринят эмпирический 
подход к построению моделей. Из всех факторов, 
влияющих на рост клетки, выбирают лимитирую-
щий, и опытным путем находят зависимость скоро-
сти роста μ популяции от концентрации субстрата. В 
общем виде кинетика концентрации клеток в непре-
рывной культуре описывается уравнением: 

( )dx = x μ ν
dt

- .                            (1) 

Здесь x – концентрация клеток в культиваторе; 
μ – функция, описывающая размножение популяции. 
Она может зависеть от концентрации клеток x, кон-
центрации субстрата (обычно обозначается S), тем-
пературы, рН среды и прочих факторов; ν – скорость 
вымывания. 

Для поддержания культуры в области нелими-
тированного роста требуются внешние регуляторы. 
В случае лимитирования роста внешним фактором, 
например, недостатком субстрата, стационарный 
режим работы культиватора устанавливается путем 
саморегуляции. Это имеет место в природных про-
точных системах и в наиболее распространенном 
типе непрерывных культиваторов – хемостате, где 
задается скорость разбавления культуры или ско-
рость протока.  Теория хемостата впервые была раз-
работана Моно (1950) и Гербертом (1956) и с той 
поры постоянно совершенствуется. В современных 
моделях учитывается структурная неоднородность 
биомассы, возрастная неоднородность культуры 
(распределение численностей особей по возрастам в 
популяции), применяется дискретное и непрерывное 
представление возрастной структуры и другие дета-
ли культивирования. 

При непрерывном перемешивании можно счи-
тать весь объем культиватора однородно заполнен-
ным, концентрации субстрата и клеток в каждой точ-
ке культиватора одинаковыми, и описывать поведение 

©   О.Н. Воскобойник, С.Н. Герасин, Н.А. Матийченко 



Кібернетика та системний аналіз 

 103 

этих концентраций во времени с помощью системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений: 

( )

( )

( )

x

0

m

m

dx = μS x D ;
dt
dS = DS αμS x DS;
dt

μ S
μS = .

K + S

ì
-ï

ï
ï - -í
ï
ï
ï
î

                  (2) 

Здесь S – концентрация субстрата; x – концен-
трация клеток в культиваторе; S0 – концентрация суб-
страта, поступившего в культиватор; D – скорость 
протока (разбавления) культуры; α-1 – лэкономиче-
ский коэффициент, показывающий, какая часть по-
глощенного субстрата идёт на приращение биомассы. 
Смысл членов, входящих в правые части уравнений: 

μ(S)x –  прирост биомассы за счёт поглощения 
субстрата; 

– Dx – отток биомассы из культиватора; 
– αμ(S)x – количество субстрата, поглощённого 

клетками культуры; 
DS0 – приток субстрата в культиватор; 
– DS – отток неиспользованного субстрата из 

культиватора; 
Кm – константа Михаэлиса-Ментен [моль/л]. 
Скорость роста биомассы предполагается зави-

сящей только от концентрации субстрата в соответ-
ствии с формулой Моно (третье уравнение в (2)). 

В хемостате скорость разбавления D задается 
произвольно, а микроорганизмы «выбирают» свою 
концентрацию и поддерживают удельную скорость μ 
равной D. Этот процесс саморегуляции микробами 
темпа размножения связан с зависимостью удельной 
скорости роста μ от концентрации органического 
субстрата в окружающей среде.  

Подробный разбор этого вопроса был проведен 
Моно и Гербертом [2].  В том случае,  когда удельная 
скорость роста μ оказывается меньше заданной удель-
ной скорости разбавления D, плотность популяции 
микробных клеток в культиваторе начинает умень-
шаться, т.е. микроорганизмы постепенно вымываются 
потоком среды. В результате этого в культиваторе по-
вышается концентрация субстрата (так как уменьшает-
ся скорость утилизации субстрата микробной популя-
цией). С повышением концентрации субстрата увели-
чивается удельная скорость роста. Когда значение μ 
станет равным D, в системе установится положение 
равновесия. При уменьшении удельной скорости раз-
бавления D картина будет обратной. Неравенство D<μ , 
означает, что число клеток в хемостате возрастает, а 
концентрация субстрата уменьшается. 

Следовательно, будет уменьшаться и удельная 
скорость роста μ до тех пор, пока она не станет рав-
ной D. В результате установится новое положение 
равновесия. Из этого вытекает, что непрерывные 
процессы обладают способностью к саморегуляции. 
Эти рассуждения верны при D < μmax. В противном 
случае, т.е. когда D ≥  μmax, микроорганизмы всегда 
вымываются из культиватора. 

Культиваторы такого типа можно соединять по-
следовательно, что приводит к многоступенчатому 
непрерывному культивированию, названному Гер-
бертом [2] однопоточным многоступенчатым. 

Наконец, описанные выше системы могут быть 
дополнены рециркуляцией некоторого количества кле-
точной биомассы.  В этом случае,  взвесь клеток,  выхо-
дящая из последнего ферментера, концентрируется в 
непрерывно-поточной центрифуге. Часть клеток ре-
циркулируется (возвращается) в первый ферментер. 

Для устройств, в которых регулируются и абио-
тические факторы (концентрации), и биотические 
условия существования особей (в частности плот-
ность), был предложен общий термин «экостат». 

Рассмотренная модель является упрощенной и 
для описания реальных процессов требует дополне-
ний. Например, при больших концентрациях суб-
страт может оказывать ингибирующее действие, и 
тогда формулу для скорости роста следует записы-
вать в виде:  

( ) m
2

m

μ S
μS =

K + S + AS
.                       (3) 

В системе, где существует такая зависимость ско-
рости роста от субстрата, возможны триггерные режи-
мы – наличие двух устойчивых стационарных состоя-
ний (режим функционирования системы, который ус-
танавливается с течением времени; в дальнейшем его 
характеристики остаются неизменными. К таким ре-
жимам относятся устойчивое стационарное состояние, 
автоколебания (предельный цикл), квазистохастиче-
ские режимы типа "странный аттарактор) и зависи-
мость стационарных значений концентраций субстрата 
и биомассы от начальных условий (от величины за-
травки и начальной концентрации биомассы). 

Математическая модель хемостата  
Михаэлиса-Ментена 

Система дифференциальных уравнений, опи-
сывающих процесс культивирования микробного 
сообщества в хемостате при наличии одного суб-
страта, записывается в виде: 

( ) ( )
( )( )

1
0 j j j

i j i

S = D S S y μ S x ,

x = D +μ S x , i = 1...n.

-ì - -ï
í

-ïî

å
             (4) 

Субстрат подаётся с питательным раствором в 
концентрации S0,  а вымывается из культиватора в 
концентрации S, xi – концентрация микроорганиз-
мов i-той популяции в хемостате, yi – постоянная 
роста микроорганизмов j-той популяции. 

Большинство известных динамических моде-
лей для хемостата отличается друг от друга видом 
функции μ(S) удельной скорости роста культуры 
(некоторые из них рассмотрены в [3]). 

При непрерывной ферментации в хемостате, 
как правило, все параметры культивирования под-
держиваются на постоянном уровне. Однако вслед-
ствие каких-либо причин (физико-химических или 
биологических), некоторые параметры могут изме-
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ниться, что естественно приведет к нарушению рав-
новесного состояния процесса ферментации. 

Многими авторами экспериментально исследо-
вался вопрос о характере поведения культивируемой 
популяции микроорганизмов при скачкообразном 
изменении одного или нескольких параметров таких, 
как удельная скорость разбавления D, концентрация 
субстрата S, температура. В результате исследований 
показано, что после скачкообразного изменения па-
раметра возникает переходный процесс, в результате 
которого или система переходит в новое состояние, 
или процесс ферментации вообще прекращается. При 
резком изменении численности культивируемой по-
пуляции система, как правило возвращается в исход-
ное стационарное состояние (резкое уменьшение 
концентрации живых организмов может быть вызва-
но, например, сильной дозой радиоактивного излуче-
ния или каким-либо другим фактором воздействия). 

Если в хемостате на одном и том же органическом 
субстрате культивируется n различных видов микроор-
ганизмов, то будет происходить вытеснение одних ви-
дов другими. Наиболее обстоятельный анализ (в экспе-
риментальном и теоретическом смысле) процессов се-
лекции микроорганизмов в хемостате был впервые про-
веден в работах Мозера, Новика и Сциларда. 

Основные результаты по устойчивости модели 
хемостата Мехаэлиса-Ментена 

Будем рассматривать динамическую модель 
хемостата Михаэлиса-Ментена [4] с одним органи-
ческим субстратом и двумя видами микроорганиз-
мов, в которой удельная скорость роста культуры: 

( ) mμ S
μS =

a + S
 [моль/с].               (5) 

Модель хемостата Михаэлиса–Ментена описы-
вается следующей системой дифференциальных 
уравнений [10]: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1

1 1

1 1
1 1

1

2 2
2 2

2

m x t S t m x t S t
S t = u t S t D

a +S t a + S t

m x t S t
x t = D x t

a + S t

m x t S t
x t = D x t ,

a +S t

ì
¢ - - -ï

ï
ï

æ öï ¢ -ç ÷í ç ÷
ï è ø
ï æ öï ¢ -ç ÷ç ÷ï è øî

 (6) 

где, S(t), x1(t), x2(t) обозначают плотности питательного 
субстрата и микроорганизмов в момент времени t. 

Скалярная управляющая функция u(t)≥0 опре-
деляет скорость подачи питательного субстрата в 
хемостат. 

Остальные параметры D, m1,  a1,  m2,  а2 модели 
(6) являются заданными положительными числами. 
Число D (коэффициент вымывания) определяет ско-
рость потока вещества через хемостат, числа mi 
[моль/л/сек] (i=1,2) определяют максимальную ско-
рость роста i-й популяции, а числа аi [моль/л] – (кон-
станты Михаэлиса-Ментена) обозначают плотность 
субстрата, при которой удельная скорость роста – 
miS/(аi + S) для i-й популяции равна половине мак-

симального значения mi. Основные математические 
результаты для хемостата Михаэлиса-Ментена пред-
ставим в виде сформулированных ниже теорем, до-
казательство которых приводится в [4], и экспери-
ментальных данных, подтверждающих утверждения 
этих теорем для модели хемостата Михаэлиса-
Ментена с конкретными числовыми параметрами, 
удовлетворяющими условию теорем. 

Поскольку в хемостате концентрация лимити-
рующего органического субстрата обычно невелика, 
то и удельная скорость роста μ(S), в основном, опре-
деляется величиной m/a. В связи с этим, в хемостате 
происходит селекция тех видов микроорганизмов, у 
которых величины m/a максимальны. В случае равен-
ства максимальных удельных скоростей m у несколь-
ких видов в хемостате с течением времени остается 
лишь тот, у которого значение а минимально. 

Рассмотрим решения системы (6) на бесконеч-
ном интервале времени 0 < t < +∞. Непосредственно 
из уравнений (6) следует, что если начальные кон-
центрации неотрицательны  

S(0) = S 0 ≥ 0;  х1(0) = х1
0 ≥ 0; х2(0) = х2

0 ≥ 0,     (7) 
то решение задачи Коши (6), (7) для любой ограни-
ченной неотрицательной управляющей функции u(t) 
(кусочно-непрерывной или измеримой по t) содер-
жит лишь неотрицательные функции времени  
S(t)³ 0; x1(t)³ 0; x2(t³ 0 [0, ∞). Только такие решения 
задачи (6), (7) имеют физический смысл и рассмат-
риваются в дальнейшем. 

Заметим также, что если просуммировать диф-
ференциальные уравнения системы (1.16), то для 
суммы концентраций z(t) = S(t) + x(t) + x2(t)  получа-
ем линейное дифференциальное уравнение: 

z´(t) = D(u(t) − z(t)),   t ≥ 0; 
z(0) = z0 = S 0+ x1

0 + x2
0                     (8) 

решение которого можно записать в общем виде: 

( ) ( ) ( )
t

D τtDt
0

0

z t = z e + D e u τdτ
-- ò .              (9) 

Отсюда следует, что вынужденная составляю-

щая ( ) ( ) ( )D τtDt
0z t = z e + D e u τdτ

-- ò  решения урав-

нения (8) асимптотически устойчива. Таким же 
свойством будет обладать и всякое установившееся 
решение z*(t), т.е. решение уравнения (8), в которое 
переходит z(t) при t→∞. 

Очевидно, что при постоянной входной кон-
центрации питательного субстрата u(t)=u0 устано-
вившееся решение z*(t)=u0. При периодическом 
(гармоническом) изменении входной концентрации 
u(t) = u0 +um sin(ωt) решение z*(t) имеет вид: 

( ) ( )
( ) ( )

*
0 m

0 s c

z t = u + z sin ωt + =

u + z sin ωt + z cos ωt ;

Ã

=
               (10) 

m
m 2 2

Du
z =

D +ω
; ω= arctg

D
j - ; 
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s 0 mz = u + z cosj ; c 0 mz = u + z sinj . 

Таким образом, при гармоническом входном 
воздействии u(t) в хемостате устанавливается коле-
бательный процесс, при котором сумма концентра-
ций питательного вещества S*(t) и популяций x1*(t) 
и x2*(t) изменяется по гармоническому закону с час-
тотой и средним значением входного воздействия и с 
амплитудой и фазой, определяемыми соотношения-
ми (1.20). При этом каждая из функций S*(t), x1*(t) и 
x2*(t),  будучи периодической с периодом Т =  2π/ω 
(это установлено в [5]), может существенно отли-
чаться от гармонического колебания. 

Детальное исследование асимптотического по-
ведения решений системы уравнений вида (6) при t 
→∞. содержится в работах [4, 5]. Основные резуль-
таты этих работ применительно к управляемому 
хемостату, описываемому уравнениями (6), состоят 
в следующем. 

При постоянном входном воздействии (u(t)≡ u0 
= const) в хемостате с течением времени устанавли-
ваются постоянные концентрации питательного суб-

страта и обеих популяций ( )*

t
S = S tlim

®¥
; 

( )*
1 1

t
x = x tlim

®¥
; ( )*

2 2
t

x = x tlim
®¥

 

Численные значения S*, x1*  и x2* однозначно 
определяются заданными положительными пара-
метрами u0, D, m1, a1, m1, а2 системы (6). 

Обозначим λi =  ai D/(mi-D),  i  =  1,2.  Тогда спра-
ведливы следующие утверждения.  

Утверждение 1 (постоянное входное воздей-
ствие u0). 

Пусть скорость подачи питательного субстрата в 
хемостате (6) является заданной постоянной величи-
ной U(t)≡U0=const  >  0  ,  тогда в зависимости от кон-
кретных значений хемостата, в системе (6) при t→∞ 
реализуется один из трёх стационарных режимов: 

1.1. S* = u0,  x1*(t)=0,  x2* = 0, если 
а)    m £ iD  или 
б)    mi>D, λi> u0,  или 
в)    mi>D, λ1= u0,    λ1<  λ2,  или 
г)    mi>D, λ2= u0,    λ2<  λ1 , i = 1,2  
1.2.  S* =  λi ;  x1*(t) = u0 - λ1;   x2*(t)= 0,  

если mi<D;    λ1< u0 ;   λ1<  λ 
1.3. S* =  λ2; x1*(t) = 0; x2*(t) = u0 -  λ2;  

если  mi>D;    λ2< u0 ;   λ1<  λ 
При этом любое из трех возможных стационар-

ных состояний: 
1. (u0, 0, 0), 
2. (λ1, u0 - λ1,0) 
3. (λ2,0, u0 - λ2) 
системы (6) асимптотически устойчиво. 
Таким образом, при u(t) ≡ u0 в хемостате с те-

чением времени либо обе популяции вымирают, ли-
бо выживает только одна из них, имеющая наи-

меньшее значение параметра λі.. Отметим, что при 
λ1=λ2 теоретически возможно сосуществование двух 
популяций, когда x1*(t), x2*(t)  >  0,  однако этот слу-
чай считается биологически нереализуемым, и 
обычно, не исследуется. 

Утверждение 2 
(гармоническое входное воздействие). 

Пусть скорость подачи питательного субстрата 
в хемостате (6) является периодической функцией 
времени u(t) = u0 + um sin(ωt), тогда в зависимости от 
конкретных значений параметров хемостата и функ-
ции u(t) = u0 + um sin(ωt),  u0,  um , D, m1, a1, m2,, а2, в 
системе (6) при t→∞.устанавливается один из четы-
рех устойчивых  колебательных режимов: 

1. (S*(t), 0,0); 
2. ( * *

1S (t), x (t),0 ); 

3. ( * *
2S (t),0, x (t)% % ); 

4. ( * * *
1 2S (t), x (t), x (t)

) ) ) ) 

где, S*(t), * *
1S (t), x (t) , * *

2S (t), x (t)% % , * * *
1 2S (t), x (t), x (t)

) ) )  
– некоторые положительные периодические функ-
ции времени с периодом Т = 2π/ω.  

В отличие от случая u(t)  ≡ u0 =const, когда, по 
крайней мере, одна из двух популяций в хемостате с 
течением времени обязательно вымирает в данном 
случае возможно неограниченно долгое сосущест-
вование двух популяций в форме устойчивого коле-
бательного режима  * * *

1 2S (t), x (t), x (t)
) ) ) . 

Обозначим 

( )
( )

( ) ( )

1
1

i
2 2 2 2 2

i 0 m

z* t dtω
ν= π =

2 a + z* t
a

1 .
a + u D u / D +ω

= -
-

ò
      (11) 

Тогда: 
1) если mi ν i < D,  i = 1,2, то 
(S*(t),0,0) – является глобально (в первом ок-

танте) асимтотически устойчивым решением систе-
мы (6) (при этом очевидно, что S*(t) = z*(t)), где 
z*(t) определяется (10); 

2) если m1 ν1 > D, m2 ν2 < D,  
или mі νі < D, i = 1,2 и λ1 < λ2, m1 > m2, то асим-

тотически устойчивым решением системы (6) явля-

ется решение вида ( * *
1S (t), x (t),0 ); 

3) если m1 ν 1 < D,   m2 ν 2 > D,  
или mi ν i > D, λ2 < λ1 , m1 < m2,  
то в системе (6) устанавливается решение 

( * *
2S (t),0, x (t)% % ); 

4) если mi ν i < D,  i = 1,2   a2 > a1 ,  λ1 < λ2, m2 > m1  
или mi ν i > D, i  = 1,2 a1 > a2 ,  λ2 < λ1, m1 > m2,  то в 
системе (6) возможно существование устойчивого 
периодического решения вида: 
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( * * *
1 2S (t), x (t), x (t)

) ) ) ). 
Очевидно, что в последнем случае сосущество-

вание двух популяций * *
1 2x (t), x (t)) )  в установившем-

ся режиме не может иметь места при достаточно 
малых значениях амплитуды входного воздействия 
um, поскольку при um→0 рассматриваемый случай 
переходит в случай постоянной входной функции 
u(t) ≡ u0, когда в установившемся режиме сосущест-
вование невозможно. Устойчивый периодический 

режим ( * * *
1 2S (t), x (t), x (t)

) ) ) ) в системе (6) наступает 
тогда, когда амплитуда колебаний входного воздей-
ствия um превосходит некоторое пороговое значение 
u'm, определяемое параметрами хемостата. При 
дальнейшем увеличении амплитуды входного воз-
действия um в системе (6) может произойти еще одна 
перемена типа установившихся колебаний (переход 
к новому колебательному режиму определяется еще 
одним пороговым значением u''m>u'm).  При этом ка-
ждому из трех интервалов входных амплитуд um со-
ответствуют разные типы установившихся колеба-
ний. Так, например, если при 0<um<u'm в системе (6) 
устанавливается колебательный режим вида 

( * *
1S (t), x (t),0 ), то при u'm<um £ u''m устанавливаются 

колебания вида ( * * *
1 2S (t), x (t), x (t)

) ) ) ),  а при um>u'm 
установившийся колебательный процесс принимает 
вид ( * *

2S (t),0, x (t)% % ). 
Подробное исследование изменения колеба-

тельных режимов при увеличении амплитуды вход-
ного воздействия um,  а также расчет пороговых зна-
чений u’m и u’'m и параметров установившихся коле-
баний в системе (6)  при периодическом входном 
воздействии u(t) содержится в [5]. Следует отметить, 
что, строго говоря, результаты [5] справедливы лишь 
для малых значений амплитуд входных воздействий 
um, поскольку при анализе колебательных процессов  
используется приближенный метод, при котором 
решения S(t), x1(t) и x2(t) системы (6) ищутся в фор-
ме асимптотических разложений по степеням вели-
чины um, играющей роль малого параметра. 

Âûâîäû 

Результаты численного моделирования про-
цессов в хемостате показали, что изменением па-
раметров колебаний входного потока субстрата 
можно осуществлять управление процессами вы-
живания и вымирания различных популяций, нахо-
дящихся внутри хемостата; в частности, для случая 
двух популяций – популяция вымирающая при по-
стоянной концентрации входного потока субстрата, 
при периодическом входном воздействии может 
иметь плотность, большую, чем стационарная 
плотность популяции, выживающей при постоян-
ном. Данный факт может иметь большое практиче-
ское значение, поскольку он дает возможность 
управлять процессами производства полезной био-
массы и получать различные выходные продукты, 
не строя специализированные биореакторы, а про-
сто меняя амплитуду и частоту колебаний концен-
трации субстрата на входе хемостата. 
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ ÔÓÊÖ²ÎÍÓÂÀÍÍß ÕÅÌÎÑÒÀÒÀ Ç ÓÐÀÕÓÂÀÍÍßÌ ÊÅÐÓÞ×ÈÕ Ä²É 

О.М. Воскобойнік, С.М. Герасін, Н.О. Матійченко 
Запропонована математична модель взаємодії в хемостаті типа Міхаеліса-Ментен двох видів мікроорганізмів. 

Досліджуються сталі процеси в керованому хемостаті в результаті зміни величини  вхідного потоку живильного суб-
страту (розглянуто постійний та періодичний випадок). Знайдені всі стаціонарні стани даної системи, які описують 
можливі результати взаємодії популяцій.  

Ключові слова: хемостат, модель Міхаєліса-ментен, управління вхідним потоком, стаціонарні стани. 
 

MATHEMATICAL MODEL OF CHEMOSTAT FUNCTIONING WITH REGARDS  
TO CONTROLLING INFLUENCE 

O.N. Voskoboynik, S.N. Gerasin, N.A. Matiychenko 
A mathematical coexistence model of two kinds of populations in ductal Michaelis-Menten chemostate was introduced. The case 

when incoming flow of nutritious substratum is constant was investigated and all the stationary states of such system were defined.  
Keywords: chemostate, Michaelis-Menten model, incoming flow control, stationary states 


