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Предлагаются аналитические оценки вычислительной сложности методов кодирования и декодирова-

ния алгебраических каскадных сверточных кодов во временной и частотной области. Показано, что мето-
ды кодирования и декодирования алгебраических каскадных сверточных кодов в частотной области на ос-
нове БПФ-алгоритмов Кули-Тьюки и Гуда-Томаса позволяют уменьшить вычислительную сложность. 
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Ââåäåíèå 

Постановка проблемы в общем виде и анализ 
литературы. Перспективным направлением теории 
помехоустойчивого кодирования является разработка 
методов построения, кодирования и декодирования 
кодов большой длины. Наибольший интерес в данном 
направлении вызывают каскадные коды, представ-
ляющие собой кодовую конструкцию, основанную на 
последовательном соединении нескольких компо-
нентных помехоустойчивых кодов [1, 2]. 

В настоящее время известен класс обобщенных 
каскадных кодов, в котором предусмотрено разло-
жение кода внутренней ступени на подкоды, соот-
ветствующие подкодам внешней ступени каскадного 
кода [2]. С практической точки зрения, каскадные 
коды с двумя ступенями кодирования являются наи-
более важными [2, 5]. 

На внешней и внутренней ступени широкое 
применение нашли блоковые (РС,  БЧХ,  –  коды)  и 
сверточные коды. Комбинация различных компо-
нентных коды в составе каскадного кода позволяет 
получить новые классы кодов [6]. Следовательно, 
построение каскадного кода определяется выбором 
компонентных кодов. 

В то же время известно, что при фиксирован-
ных длинах характеристики сверточных кодов пре-
восходят характеристики блоковых кодов [2, 3]. 

Таким образом, разработка методов построения, 
кодирования и декодирования каскадных сверточ-
ных кодов является актуальной научной задачей. 

С ростом длины кодового ограничения компо-
нентных сверточных кодов внешней и внутренней 
ступени сложность методов кодирования и декоди-
рования существенно возрастает, что сдерживает их 
практическую реализацию. 

Под сложностью в данной работе будем пони-
мать число арифметических операций сложений и 
умножений, которое необходимо выполнить для вы-
числения кодового слова или для его декодирования 

на некоторой конечной длине блока (секции) компо-
нентного сверточного кода [3, 4]. 

Обозначим M(n) – число арифметических опе-
раций умножений (число операций мультипликатив-
ной группы) и A(n) – число арифметических опера-
ций сложений (число операций аддитивной группы) 
алгоритмов кодирования и декодирования каскадных 
сверточных кодов [3, 4]. Оценка вычислительной 
сложности производится для наихудшего случая 
(верхние границы). 

В работах [7 – 11] предложены методы кодиро-
вания и декодирования каскадных сверточных кодов 
во временной и частотной области с компонентными 
алгебраическими сверточными кодами на основе 
методов Агарвала-Кули и Винограда, Кули-Тьюки и 
Гуда-Томаса соответственно [3, 4]. При этом удается 
достигать больших длин кодового ограничения вы-
сокой корректирующей способности кодов [7 – 11]. 
Однако оценки вычислительной сложности методов 
кодирования и декодирования алгебраических кас-
кадных сверточных кодов во временной и частотной 
области в известных работах отсутствуют. При этом 
данные оценки представляют большой интерес с тео-
ретической и практической точки зрения. 

Цель статьи – Оценка вычислительной слож-
ности методов кодирования и декодирования алгеб-
раических каскадных сверточных кодов во времен-
ной и частотной области основанных на синтезе ме-
тодов быстрого вычисления свертки Агарвала-Кули 
и Винограда, а также применения алгоритмов быст-
рого преобразования Фурье Кули-Тьюки и Гуда-
Томаса в полях Галуа. 

Îñíîâíîé ìàòåðèàë 

Алгоритм, реализующий процедуру кодирова-
ния на внешней и внутренней ступени каскадного 
сверточного кода, представляет собой вычисление 
линейной свертки (в общем случае бесконечной 
длины) [3, 4, 9, 10]. При этом длина регистра сдвига 
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сверточных кодов (память кодера) определяется 
степенью порождающего многочлена, которая мо-
жет возрастать до значения n. Тогда при равенстве 
длины входной последовательности длине регистра 
сдвига, вычислительную сложность известных ал-
горитмов кодирования можно оценить следующим 
выражением [3, 4, 7]: 

2n)1)x(b(deg)1)x(g(deg)n(A)n(M »+×+»» , (1) 

где )x(gdeg  и )x(bdeg  – степени порождающего и 
информационного многочлена соответственно. 

Синтез методов Агарвала-Кули и Винограда 
позволяет снизить вычислительную сложность ме-
тода кодирования [9, 10]. 

Пусть длина кодового слова n кодирования 
разлагается на n = n'  ·  n'',  причем n' и n''  – взаимно 
просты. Тогда возможно применение алгоритма 
Агарвала-Кули, благодаря которому можно преоб-
разовать одномерную циклическую свертку в дву-
мерную (в общем случае в многомерную). На сле-
дующем этапе метода кодирования рассматривается 
применение быстрого алгоритма Винограда вычис-
ления одномерной циклической свертки вдоль каж-
дого из двух измерений [9, 10]. 

Таким образом, выражения для оценки вычис-
лительной сложности метода кодирования на осно-
ве синтеза методов Агарвала-Кули и Винограда 
можно представить следующим образом [3, 4]: 

M(n) M(n ') M(n '');
A(n) n ' A(n '') M(n '') A(n ').

= ×
= × + ×

 (2) 

В выражении (9) M(n') и M(n'') – мультиплика-
тивная сложность вычисления n' и n'' точечных 
сверток соответственно, а A(n') и A(n'') – аддитив-
ная сложность вычисления n'  и n''  точечных свер-
ток, которые определяются вычислительной слож-
ностью метода Винограда, а именно [3, 4]: 

[ ]å
=

»»
s

1k

2
k )x(ddeg*)n(A*)n(M ,   (3) 

где M(n*) и A(n*) – число арифметических опера-
ций умножений и сложений для одного из измере-
ний; dk(x) – множество k многочленов, полученных 
в результате разложения d(x) [3, 4, 9]. 

При этом )x(ddeg k  зависит от выбора d(x) [3, 
4, 9]. 

Согласно выражениям вида (2), основной объ-
ем вычислений приходится на вычисление n' и n'' 
точечных сверток. При вычислении сверток выра-
жение (3) является верхней границей числа опера-
ций. Так, например, для сверточного кода внешней 
ступени при n = 255 сложность M(255) = M(15) · 
M(17) = 6837. В то же время для вычисления пря-
мым способом кодового слова сверточного кода 
внешней ступени понадобится M(255) = 15876 опе-
раций при длине кодового ограничения сверточного 

кода, равной ½ n. Таким образом, удается сократить 
вычислительную сложность сверточного кода 
внешней ступени при n = 255 в 2,32 раза. 

Следовательно, можно сделать вывод, что при-
менение методов быстрого вычисления свертки 
Агарвала-Кули и Винограда, можно уменьшить 
число арифметических операций метода кодирова-
ния алгебраических каскадных сверточных кодов во 
временной области. 

Недостатком данного метода кодирования на 
основе синтеза методов Агарвала-Кули и Винограда 
является то, что уменьшение число арифметических 
операций возможно только при реализации проце-
дур кодирования. 

Для оценки вычислительной сложности метода 
алгебраического декодирования сверточных кодов 
внешней и внутренней ступени каскадного кода 
рассмотрим несколько этапов. 

На первом этапе метода декодирования вычис-
ляется синдромная последовательность одной сек-
ции длины n кодового слова сверточного кода при-
нятого декодером. Сложность данного вычисления 
составляет [3, 14]: 

)1n(t2)n(A)n(M ss -×»» ,   (4) 

где t – число исправляемых сверточным кодом 
ошибок. 

На втором этапе метода декодирования свер-
точных кодов выполняется рекуррентная процедура 
Берлекэмпа – Месси [3, 5, 6, 13], вычислительная 
сложность которой определяется следующим выра-
жением [3]: 

2
BMBM t6)n(A)n(M ×== .   (5) 

Далее, для определения корней многочлена ло-
каторов ошибок, выполняется процедура Ченя [3, 
5], имеющая арифметическую сложность, представ-
ленную в виде выражений [12, 14]: 

tn)n(A)n(M ChCh ×== .   (6) 

Вычислительную сложность нахождения зна-
чений ошибок (данная процедура известна в лите-
ратуре как алгоритм Форни [3, 5, 6]) представим 
следующим образом [14]: 

tt2)n(M 2
For -×= ; t2t2)n(A 2

For ×-×= . (7) 

Вычислительная сложность этапа, на котором 
выполняется коррекция принятой секции кодового 
слова, состоит из n числа сложений: 

n)n(ACor = ,   (8) 

при этом последний этап метода декодирования не 
содержит операций умножений [12, 13, 14]. 

Таким образом, аналитические выражения вы-
числительной сложности метода алгебраического 
декодирования сверточных кодов во временной об-
ласти имеют следующий вид: 
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s BM Ch For

s BM Ch

For Cor

M(n) M (n) M (n) M (n) M (n);

A(n) A (n) A (n) A (n)
A (n) A (n).

= + + +

= + + +
+ +

   (9) 

С учетом выражений (4) – (8) выражение (9) 
можно записать: 

2 2

2

2

2 2

M(n) 2 t(n 1) 6 t n t 2 t t

8 t 3 n t 3 t;

A(n) 2 t(n 1) 6 t n t

2 t 2 t n 8 t 4 t 3 n t n.

= × - + × + × + × - =

= × + × × - ×

= × - + × + × +

+ × - × + = × - × + × × +

    (10) 

Сверточные коды, допускающие данный метод 
декодирования, обладают высокой корректирую-
щей способностью, но с ростом длины кодового 
ограничения v0 наблюдается увеличение числа 
арифметических операций. 

Ниже предлагаются аналитические выраже-
ния, на основании которых возможно производить 
оценку вычислительной сложности методов коди-
рования и декодирования алгебраических каскад-
ных сверточных кодов в частотной области с при-
менением алгоритмов быстрого преобразования 
Фурье (БПФ-алгоритм) Кули-Тьюки и Гуда-Томаса 
[3, 8, 10]. 

В основе метода кодирования компонентных 
сверточных кодов в частотной области лежит быст-
рый алгоритм обратного преобразования Фурье 
Кули-Тьюки или Гуда-Томаса [8]. Вычислительную 
сложность метода кодирования компонентных 
сверточных кодов в составе каскадного кода в час-
тотной области с применением обратного БПФ-
алгоритма Кули-Тьюки можно представить в виде 
следующих аналитических выражений [3, 4, 8]: 

2 2
KT

KT

M (n) n '(n '') n ''(n ') n ' n ''
n(n ' n '' 1);

A (n) n ' n ''(n '' 1) n '' n '(n ' 1)
n(n ' n '' 2),

= + + × =
= + +

= × - + × - =

= + -

 (11) 

где МКТ(n) и AКТ(n) – число умножений и сложений 
соответственно; n' и n'' – делители, на которые мож-
но разложить длину секции n. 

Для случая применения обратного БПФ-
алгоритма Гуда-Томаса выражения вычислительной 
сложности принимают вид [3, 4, 8]: 

GT

GT

M (n)
n 'M (n '') n '' M(n ') n(n ' n '');

A (n)
n 'A (n '') n '' A(n ') n(n ' n ''),

=

= × + × = +
=

= × + × = +

             (12) 

где n' и n'' – взаимно простые делители n. 
Результаты оценки вычислительной сложности 

методов кодирования алгебраических каскадных 
сверточных кодов в частотной области представле-
ны на рис. 1 и 2. 
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Рис. 1. Сложность методов кодирования каскадных 
сверточных кодов во временной и частотной  

области (по числу умножений) 

 

0

2000000

4000000

6000000

8000000

10000000

12000000

14000000

16000000

18000000

945 7665 15345 64449 260865 1044225n

At
(n

),
 A

K
T(

n)
, A

G
T(n

),
 о

п.

Во врем. обл. В частот. обл. КТ В частот. обл. ГТ  
Рис. 2. Сложность методов кодирования каскадных 

сверточных кодов во временной и частотной  
области (по числу сложений) 

 
Анализ графиков, представленных на рис.1 и 2  

позволяет сделать вывод, что методы кодирования 
алгебраических каскадных сверточных кодов в час-
тотной области на основе БПФ-алгоритмов [3, 4, 8] 
позволяют снизить вычислительную сложность при 
всех исследуемых значений n. Например, при n = 
945 метод кодирования в частотной области на ос-
нове БПФ-алгоритма Кули-Тьюки позволяет сокра-
тить вычислительную сложность в 3,4 раза по числу 
умножений и в 4,3 раза по числу сложений по срав-
нению с известным методом кодирования во вре-
менной области. При этом результаты справедливы 
для GF(2m) и GF(2).  

В то же время, как показано на графиках, с 
ростом n выигрыш по числу арифметических опе-
раций возрастает. 

Для получения аналитических выражений, по-
зволяющих оценить сложность методов алгебраиче-
ского декодирования компонентных сверточных 
кодов в частотной области на основе БПФ-
алгоритмов Кули-Тьюки и Гуда-Томаса, рассмот-
рим следующие этапы метода [11]. 
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На первом этапе методов декодирования ком-
понентных сверточных кодов выполняется прямое 
преобразование Фурье одной секции кодового сло-
ва длины n. Следовательно, сложность данного эта-
па определяется аналитическими выражениями ви-
да (11) или (12), в зависимости от того, какой БПФ-
алгоритм применяется [8, 11]. 

На втором этапе методов алгебраического де-
кодирования решается ключевое уравнение [3, 6, 
11] рекуррентным методом Берлекэмпа-Месси [3, 
11], вычислительную сложность которого можно 
представить в виде следующих аналитических вы-
ражений [3]: 

2
BM t6)n(M ×= ; 2

BM t6)n(A ×= .     (13) 

На третьем этапе методов реализуется рекур-
рентное продолжение, которое, в конечном счете, 
позволяет вычислить искомый вектор ошибок. То-
гда, вычислительная сложность методов декодиро-
вания на данном этапе удовлетворяет следующим 
выражениям [12]: 

)t2n(t)n(MR ×-×= ; )t2n(t)n(AR ×-×= .   (14) 

На четвертом этапе выполняется исправление 
одной секции кодового слова сверточного кода 
внутренней ступени. При этом выполняется только 
n операций сложений, а операции умножения от-
сутствуют [12, 13, 14]: 

n)n(AC = .  (15) 

Тогда, справедливы следующие аналитические 
выражения, позволяющие выполнять оценку метода 
алгебраического декодирования компонентных 
сверточных кодов в частотной области: 

БПФ BM R

БПФ BM R C

M(n) M (n) M (n) M (n);
A(n) A (n) A (n) A (n) A (n),

= + +

= + + +
  (16) 

где MБПФ(n) и АБПФ(n) – число арифметических опе-
раций умножений и сложений прямых БПФ-
алгоритмов соответственно. 

Если метод алгебраического декодирования 
сверточных кодов в частотной области основан на 
прямом БПФ-алгоритме Кули-Тьюки, то с учетом 
выражений (11), (13) – (15) выражение (16) приоб-
ретает следующий вид: 

2

2

2

2

M(n) n (n ' n '' 1) 6 t t (n 2 t)

n (n ' n '' t 1) 4 t ;

A(n) n (n ' n '' 2) 6 t t (n 2 t) n

n (n ' n '' t 2) 4 t .

= × + + + × + × - × =

= × + + + + ×

= × + - + × + × - × + =

= × + + - + ×

   (17) 

В случае использования прямого БПФ-
алгоритма Гуда-Томаса, с учетом выражений (12 –
15), выражение (16) можно представить: 

2

2

M(n) n (n ' n '') 6 t t (n 2 t)

n (n ' n '' t) 4 t ;

= × + + × + × - × =

= × + + + ×
 

2

2

A(n) n (n ' n '') 6 t t (n 2 t) n

n (n ' n '' t) 4 t .

= × + + × + × - × + =

= × + + + ×
     

(18)
 

Таким образом, полученные аналитические 
выражения вида (17) и (18) позволяют выполнять 
оценку вычислительной сложности алгоритмов ал-
гебраического декодирования компонентных свер-
точных кодов в частотной области на основе БПФ-
алгоритмов Кули-Тьюки и Гуда-Томаса соответст-
венно (результаты представлены на рис. 3 и 4). 
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Из анализа графиков, представленных на рис. 3 

и 4, можно сделать вывод, что методы алгебраиче-
ского декодирования в частотной области [11] об-
ладают меньшей вычислительной сложностью, чем 
метод во временной области, как по числу операций 
умножений, так и по числу сложений. При этом с 
ростом длины секции кодового слова n выигрыш по 
числу операций возрастает.  

В случае применения БПФ-алгоритма Кули-
Тьюки при значении n = 945 удается уменьшить 
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число умножений в 1,67 раза и число сложений в 
1,76 раза, а при значении n = 64449 число умноже-
ний уже сокращается в 2,23 раза и число сложений  
2,24 раза по сравнению с алгоритмом во временной 
области. 

В то же время, алгоритм декодирования на ос-
нове БПФ-алгоритма Гуда-Томаса при n = 945 
уменьшает число умножений в 1,71 раза и число 
сложений в 1,69 раза, а при n = 64449 число умно-
жений в 2,23 раза и число сложений  2,23 раза.  

Âûâîäû 

Получены аналитические оценки вычисли-
тельной сложности методов кодирования и декоди-
рования алгебраических каскадных сверточных 
кодов во временной и частотной области основан-
ных на синтезе методов быстрого вычисления 
свертки Агарвала-Кули и Винограда, а также при-
менения БПФ-алгоритмов Кули-Тьюки и Гуда-
Томаса. 

Показано, что применение методов быстрого 
вычисления свертки Агарвала-Кули и Винограда, 
БПФ-алгоритмов Кули-Тьюки и Гуда-Томаса по-
зволяют уменьшить вычислительную сложность 
методов кодирования и декодирования алгебраиче-
ских каскадных сверточных кодов. 
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ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍÀ ÑÊËÀÄÍ²ÑÒÜ ÌÅÒÎÄ²Â ÊÎÄÓÂÀÍÍß ÒÀ ÄÅÊÎÄÓÂÀÍÍß   

ÀËÃÅÁÐÀ¯×ÍÈÕ ÊÀÑÊÀÄÍÈÕ ÇÃÎÐÒÊÎÂÈÕ ÊÎÄ²Â  
Â ×ÀÑÎÂ²É ÒÀ ×ÀÑÒÎÒÍ²É ÎÁËÀÑÒ² 

С.І. Приходько, О.С. Волков 
Пропонуються аналітичні оцінки обчислювальної складності методів кодування та декодування алгебраїчних кас-

кадних згорткових кодів у часовій та частотній області. Показано, що методи кодування та декодування алгебраїчних 
каскадних згорткових кодів в частотній області на основі ШПФ-алгоритмів Кулі-Т'юкі та Гуда-Томаса дозволяють 
зменшити обчислювальну складність. 

Ключові слова: завадостійке кодування, згорткові коди, каскадні коди, ШПФ-алгоритм, перетворення Фур'є, об-
числювальна складність. 

 
THE COMPUTATIONAL COMPLEXITY OF CODING AND DECODING  

OF ALGEBRAIC CONCATENATED CONVOLUTIONAL CODES  
IN THE TIME AND FREQUENCY DOMAIN  

S.I. Prihodko, A.S. Volkov 
The proposed complexity of methods for encoding and decoding of algebraic concatenated convolutional codes in the time 

and  frequency domain. It is shown that the methods of encoding and decoding of algebraic concatenated convolutional codes in 
the frequency domain based on FFT-algorithms the Cooley-Tukey and Good-Thomas can reduce the computational complexity. 

Keywords: error correcting coding, convolutional codes, concatenated codes, FFT-algorithm, Fourier transform, 
computational complexity. 


