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дизель-генератора может снизиться до нуля, и система 
электроснабжения становится неработоспособной. Для 
предотвращения такой ситуации каждая из фаз статора 
электродвигателя оснащается двумя обмотками, кото-
рые при пуске соединяются последовательно, а в нор-
мальном режиме соединяются параллельно. В соответ-
ствии с (1), указанное переключение позволяет умень-
шить пусковой ток в четыре раза,  однако этот прием 
является недостаточным для обеспечения требуемых 
показателей качества электрической энергии. Большие 
возможности по обеспечению качественных показате-
лей электрической энергии и снижению пускового тока 
открываются при использовании систем электропри-
вода с частотным управлением.  Однако при этом воз-
никает целый ряд проблем, связанных с работой элек-
трических машин в пусковых режимах и выбором за-
кона частотного регулирования.  

Âûâîäû 

Для решения проблемы работы электрических 
машин при пусковых режимах необходимо исследо- 
вать пусковые режимы работы привода и найти зако-

номерности, устанавливающие связь между парамет-
рами электрической машины и величинами бросков 
тока и провалов напряжения. Кроме того, при выборе 
закона частотного управления следует учитывать 
принципиальную особенность предлагаемых техни-
ческих решений – управление вести по цепи ротора, а 
не по цепи статора. Решение этих проблем осуществ-
ляется путем составления и анализа физической и 
математической моделей процессов пуска двигателя в 
системе электроснабжения ограниченной мощности. 
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Âñòóï 

При складанні рівнянь довільного руху твердо-
го тіла (далі просто тіло)  вводяться наступні систе-

ми координат (рис. 1): 

д д дAx y z  – нерухома; 

1 1 1Оx y z  – рухома, яка здійснює рух разом з по- 

© Є.Г. Хомяков 



Механіка, машинознавство та електропостачання 

 195 

люсом O , вісі котрої зберігаються паралельними 
осям системи координат д д дAx y z ; 

Оxyz  – рухома, яка незмінно зв’язана з тілом і 
обертається разом з тілом навколо полюса O . 

 

 
Рис. 1. Системи координат 

Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè 

Раніше [1] було розглянуто приведення рівнянь 
Лагранжа другого роду (далі просто рівняння Лаг-
ранжа) до єдиної узагальненої форми. 

Відомо [2, 3] також, що при складанні рівнянь 
динаміки руху тіла з декілька ми ступенями вільнос-
ті із ідеальними і голономними в’язами користують-
ся безпосередньо за допомогою тільки кінетичної  
енергії тіла та кінематичних рівнянь Ейлера-
Крилова.  

Рівняння Лагранжа другого роду у загальній 
формі мають наступний вигляд: 

i
i i

d T T Q
dt q q
æ ö¶ ¶

- =ç ÷¶ ¶è ø
× , ( i = 1,2…S ),          (1) 

де T  – кінетична енергія тіла, в узагальнених коор-
динатах iq ; iq×  – узагальнена швидкість; iQ  –  уза-
гальнена сила; S  –  кількість ступенів вільності.  У 
нашому випадку при русі у просторі тіло має шість 
ступенів вільності. Тому вибираємо у якості уза-
гальнених координатах iq  координати полюса O  – 

1 0q x= , 2 0q y= , 3 0q z=  і кути Ейлера-Крилова – 

4q = g  – крену, 5q = y  – рискання, 6q = u  – танга-
жу. 

Для вибраних узагальнених координат 0x , 0y , 

0z , g , y  і v  рівняння (1) перетворюються до на-
ступного вигляду: 

x
0x 0

d T T Q
dt V x
æ ö¶ ¶

- =ç ÷¶ ¶è ø
; y

0y 0

d T T Q
dt V y

æ ö¶ ¶
- =ç ÷ç ÷¶ ¶è ø

; 

z
0z 0

d T T Q
dt V z
æ ö¶ ¶

- =ç ÷¶ ¶è ø
; 

x

d T T Q
dt g
æ ö¶ ¶

- =ç ÷¶w ¶gè ø
;     (2) 

y

d T T Q
dt y
æ ö¶ ¶

- =ç ÷ç ÷¶w ¶yè ø
; v

z

d T T Q
dt v
æ ö¶ ¶

- =ç ÷¶w ¶è ø
. 

Тут позначені: 0x& , 0y& , 0z&  – проекції швидко-

сті 0V  на осі координат 0xOxyz V- , oyV , ozV , від-

повідно xw , yw , zw  – проекції швидкості 0w  обер-

тання тіла навколо полюса O  на осі системи коор-
динат Oxyz . 

Кутові швидкості xw , yw , zw  визначаються за 

допомогою кінематичних рівнянь Ейлера-Крилова 
[2, 3], які мають наступний вигляд: 

( )x sinw = y u+ g& & ;  

( )y cos cos sinw = y u g + u g×& ;                 (3) 

( )z cos sin cosw = -y u g + u g×& . 

Якщо осі системи координат Oxyz  є головни-
ми осями, то кінетична енергія тіла в узагальненій 
формі визначається за формулою [2]: 

( )
0x 0y 0z

2 2 2
0x 0y 0z x y z

c c c

2 2 2
x x y y z z

V V V
mT V V V m
2

x y z
1 1 1I I I ,
2 2 2

= + + + w w w +

+ w + w + w

   (4) 

де m  – маса тіла; xI , yI , zI  – осьові моменти інер-

ції тіла відносно осей системи координат Oxyz . 
Слід помітити,  що в [1]  зверталась увага на 

особливості рівнянь Лагранжа, яка дає можливість 
складати ці рівняння за допомогою тільки (3) і (4). 
Але виникає проблема для рівняння відносно тільки 
кута рискання y , яка пов’язана тільки з частинною 

похідною T¶
¶y

. Мова йде про безпосереднє складан-

ня рівнянь Лагранжа (2) за допомогою тільки (3) і 
(4) і без інших додаткових співвідношень. 

Примітка. Подібний випадок має місце для 
кута крену g , якщо визначати xw , yw , zw  в проек-

ціях на нерухомі осі координат, наприклад, 
ä ä äA x y z . У цьому разі кут рискання y  входить як 

аргумент в кінематичні рівняння Ейлера-Крилова, а 
кут крену g  – не входить. 

Причина можливо полягає в тому, що у пер-
шому випадку і у другому, має місце загальний не-
долік, а саме, кут y  не входить в рівняння (3) в (4) 
як аргумент і може бути узагальненою координатою 
тому, що він є циклічною координатою. 

Тому, для усунення подібних проблем, які ви-
никають при складенні рівнянь динаміки твердого 
тіла, автор цієї статті пропонує застосувати формулу 
Ейлера [5]. 
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Àíàë³ç äîñë³äæåíü 

Виходячи з того,  що кінетична енергія тіла є 
однорідною функцією швидкостей зі степеню одно-
рідності рівної “2”, Ейлер запропонував формулу, 
якою встановлює співвідношення між мірами меха-
нічного руху,  а саме,  між кінетичною енергією T , 
кількістю руху тіла iQ , кінетичним моментом 0K , 
обчисленого відносно вибраного полюса O . 

Ця формула має наступний вигляд [1]: 

( )0x, 0y, 0z, x, y, z

0x 0y 0z
0x 0y 0z

x y z
x y z

2T V V V

T T TV V V
V V V

T T T .

w w w =

¶ ¶ ¶
= × + × + × +
¶ ¶ ¶

¶ ¶ ¶
+ ×w + ×w + ×x
¶w ¶w ¶w

         (5) 

Із цієї формули видно, що в праву частину вхо-
дять тільки однорідні швидкості,  а за змістом вона 
нагадує рівняння Лагранжа (2). 

Для застосування цієї формули для складання 
універсальних рівнянь динаміки руху твердого тіла, 
необхідно зробити деякі перетворення формули (5). 
Для цього застосуємо теорему про те,  що сума ска-
лярних добутків вектору кількості руху Q  тіла на 
вектор швидкості 0V  полюса O  і скалярного до-

бутку вектору кінетичного моменту 0K , обчислено-
го відносно полюса O , на вектор кутової швидкості 

0w  обертання тіла навколо того ж полюсу, дорівнює 
подвійній кінетичній енергії [4] 

0 0 02T Q V K= × + ×w                             (6) 
або 

x 0x y 0y z 0z

x x y y z z

2T Q V Q V Q V

K K K .

= × + × + × +

+ ×w + ×w + ×w
            (7) 

Порівнюючи (5) і (7), дістанемо: 

x
0x

TQ
V
¶

=
¶

; y
0y

TQ
V
¶

=
¶

; z
0z

TQ
V
¶

=
¶

; 

x
x

TK ¶
=
¶w

; y
y

TK ¶
=
¶w

; z
z

TK ¶
=
¶w

.          (8) 

Методика складання рівнянь динаміки довіль-
ного руху твердого тіла за допомогою формули Ей-
лера (5) полягає у наступному. 

Враховуючи (8), перетворимо формулу Ейлера 
(5) до вигляду 

y 0yx 0x

0x 0y

z 0z x x

0z x

y y z z

y z

Q VQ V
T

V 2 V 2

Q V K
V 2 2

K K .
2 2

××¶ ¶
= + +
¶ ¶

× ×w¶ ¶
+ + +
¶ ¶w

×w ×w¶ ¶
+ +
¶w ¶w

           (9) 

Далі,  диференціюючи всі додатки (9)  по часу,  
дістанемо перші додатки лівих частин рівнянь Лаг-

ранжа (1) або (2), до котрих додамо відповідні праві 
додатки із (9), одержимо всі ліві частини рівнянь 
Лагранжа (2), які дорівнюють відповідним узагаль-
неним силам iQ . Таким чином, рівняння Лагранжа 
(2) приймають наступний вигляд: 

y z x
0x 0z 0y

d T T T Q
dt V V V
æ ö¶ ¶ ¶

+w -w =ç ÷¶ ¶ ¶è ø
; 

z x y
0y 0x 0z

d T T T Q
dt V V V

æ ö¶ ¶ ¶
+ w -w =ç ÷ç ÷¶ ¶ ¶è ø

; 

x y z
0z 0y 0x

d T T T Q
dt V V V
æ ö¶ ¶ ¶

+w -w =ç ÷¶ ¶ ¶è ø
; 

y z
x z y

d T T T Q
dt g
æ ö¶ ¶ ¶

+w -w =ç ÷¶w ¶w ¶wè ø
; 

z x
y x z

d T T T Q
dt y
æ ö¶ ¶ ¶

+w -w =ç ÷ç ÷¶w ¶w ¶wè ø
; 

x y v
z y x

d T T T Q
dt
æ ö¶ ¶ ¶

+w -w =ç ÷¶w ¶w ¶wè ø
.       (10) 

Таким чином, рівняння (10) є результатом пе-
ретворення формули Ейлера в універсальні рівняння 
динаміки довільного руху твердого тіла, котрі спів-
падають з рівняннями Лагранжа другого роду, при-
ведених до узагальненої форми [3]. 

Три перших рівняння (10) відзначають посту-
пальну частину руху тіла, а три інших – описують 
обертальну частину руху навколо полюса O .  

За допомогою рівнянь (10) можна розв'язувати 
першу та другу основні задачі динаміки твердого 
тіла з ідеальними, голономними і двосторонніми 
в’язями. 

Метою цієї статті є обґрунтовування методу 
перетворення автором формули Ейлера (5), для 
складання універсальних рівнянь динаміки довіль-
ного руху твердого тіла (або літального апарата), 
незмінної матеріальної системи тощо, підпорядко-
ваних голономним ідеальним і двостороннім в’язям, 
за єдиною методикою, незалежно від кількості сту-
пенів вільності,  які можна складати і по формі Лаг-
ранжа другого роду,  і по формі метода загальних 
теорем динаміки. 

Ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü 

Завдяки перетворенням формули Ейлера (5) 
до виду (9)  і застосуванню співвідношень (9),  бу-
ло зведено формулу Ейлера (5) до рівнянь динамі-
ки (10), які повністю співпадають з рівняннями 
Лагранжа другого роду в узагальненій формі [3], 
що підтверджує правильність вибору автором по-
дібного методу складання рівнянь динаміки дові-
льного руху тіла за допомогою тільки формули 
Ейлера, кінетичної енергії і кінематичних рівнянь 
Ейлера-Крилова. 
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Розглянемо як просто складаються рівняння 
(10), наприклад літака, за допомогою загальних тео-
рем динаміки. 

У цьому випадку в якості полюса приймаємо 
центр мас літака, а осі систем координат Cxyz   вва-
жаємо головними і центральними вісями інерції, 
тоді координати центра мас c c cx y z 0= = =  і кіне-
тична енергія (4) буде визначатися за формулою 

( )2 2 2
cx cy cz

2 2 2
x x y x z z

1T m V V V
2

1 1 1I I I .
2 2 2

= + + +

+ ×w + ×w + ×w
           (11) 

У польоті на літак діють наступні зовнішні сили: 
P  – сила тяги двигуна, G  – сила тяжіння літака, aR  – 

повна аеродинамічна сила, a
cM  – головний момент 

аеродинамічних сил, y
cM  – управляючи моменти. 

Враховуючи (8), замінимо у рівняннях (10) всі 
частинні похідні на проекції вектора кількості руху 

cQ  літака і проекції кінетичного моменту cK  на осі 
системи координат Cxyz , відповідно. 

В результаті заміни частинних похідних рів-
няння (10) приймають наступний вигляд: 

ax
y z z y x x x

dQ
Q Q R P G

dt
+ w -w = + + ; 

……………. 
0

x y y x cx
dKz K K M
dt

+w -w = .                 (12) 

Порівняння (10) і (12) показує, що ліві частини 
їх однакові, тому повинні співпадати між собою 
праві частини. Звідси маємо, що відповідні узагаль-
нені сили iQ  являють собою алгебраїчні суми прое-
кцій зовнішніх сил на осі координат Cxyz  або ал-
гебраїчні суми моментів аеродинамічних сил. 

Âèñíîâêè 

Висновок А 
1. Головним висновком метода перетворень ав-

тора статті є зведення формули Ейлера (5) до уза-
гальненої універсальної форми у вигляді (9), котрою 
автор розкриває у явному вигляді зміст лівих частин 
рівнянь динаміки довільного руху твердих тіл, що дає 
змогу дуже просто складати подібні рівняння за єди-
ною методикою незалежно від того, за допомогою 
якого методу складаються ці рівняння, чи за допомо-
гою рівнянь Лагранжа (10), чи за допомогою метода 
загальних теорем динаміки [1], або (12), і незалежно 
від кількості ступенів вільності і від виду руху тіла. 

2. Формула автора (9) показує, що кількість 
руху Q  тіла та кінетичний момент OK  у своєї су-
купності повністю характеризує механічний рух 
твердого тіла, однозначно пов’язана з кінетичною 
енергією Т  тіла і не суперечить вихідній формулі 

Ейлера (5), якою він встановлює,  що кінетична ене-
ргія є функцією однорідних швидкостей зі степеню 
однорідності рівною «2», а це свідчить про те, щоб в 
лівих частинах рівнянь динаміки руху тіла були 
тільки доданки, котрі містять однорідні швидкості. 
Як видно із рівнянь (10), чого не має у вихідних рів-
няннях Лагранжа (1) або (2). 

Висновок Б 
1. Відомо [1, 2], що для складання рівнянь ди-

наміки довільного руху твердого тіла методом рів-
нянь Лагранжа другого роду (1) в узагальнених коор-
динатах, достатньо мати тільки формулу кінетичної 
енергії в узагальнених координатах (4) і кінематичні 
рівняння Ейлера-Крилова (3) в проекціях на осі коор-
динат Oxyz  (3), котрі містять кути крену g  и танга-
жу u  як аргументи, але кут рискання y  у цих рів-
няннях не входить як аргумент, тому кут y  не може 
бути узагальненою координатою, але проектуючи 
кутову швидкість на нерухомі осі координат 

д д дAx y z , вони приймають наступний вигляд: 

( )x cos cos sinw = g u j + u y×& ; ( )y sinw = y + u g×& ;  

( )z cos sin cosw = -g u y + u y×& ,                (13) 
звідки маємо, що у ці рівняння входять кут y  і u  як 
аргументи, але кут крену g  не входить і його не 
можна вибирати у якості узагальненої координати, в 
чому причина такого явища автору невідомо. 

2. Можливо причина подібного факту полягає 
в тому,  що в лівих частинах рівнянь Лагранжа дру-
гого роду (1) є доданки, котрі не являють собою од-
норідні швидкості, як це вимагає формула автора 
(9), можливо потрібно замість кутів Ейлера-Крилова 
застосувати інші параметри, за допомогою котрих 
можна було повністю визначати положення твердо-
го тіла і складати рівняння динаміки довільного ру-
ху твердого тіла,  але головне –  це встановити при-
чину, чому прийнята узагальнена координата – кут 
y  – може бути узагальненою, а з іншого боку – ци-
клічною координатою. 
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ÑÎÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ  
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÔÎÐÌÓËÛ ÝÉËÅÐÀ 

Е.Г. Хомяков  
Для составления уравнений динамики произвольного движения твердого тела, неизменяемой системы материаль-

ных точек, летательного аппарата, подчиненных идеальным и голономным связям, предложен простой и универсаль-
ный метод с использованием формулы Эйлера, преобразованной автором статьи. 

Ключевые слова: твердое тело, формула Эйлера, обобщенные координаты, уравнения Лагранжа второго рода, 
идеальные и голономные связи, кинетическая энергия, формула автора. 

 
GENERATION OF EQUATIONS OF DYNAMIC OF SOLID BODY ARBITRARY MOTION 

USING THE EULER FORMULA 

E.G. Homyakov  
To generate equations of dynamic of solid body arbitrary motion, of invariable system of material points, of aircraft, sub-

mitted to ideal constraints and holonomic constraints, the simple and unified method with the use of the Euler formula is given. It 
was transformed by the author. 

Keywords: solid, Euler formula, generalized coordinates, Lagrange equations of the second class, ideal constraints and 
holonomic constraints, kinetic energy, the author's formula. 

 
 


