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МЕТОД ДЕКОДИРОВАНИЯ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ КАСКАДНЫХ СВЕРТОЧНЫХ КОДОВ 

Предложен алгебраический метод декодирования каскадных сверточных кодов во временной области. 
Показано, что эффект распространения ошибок устраняется введением операторов задержки на внешней 
и внутренней ступени декодирования. 
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Введение 

Постановка проблемы в общем виде и анализ 
литературы. В настоящее время в телекоммуникаци-
онных системах и сетях широко применяются каскад-
ные помехоустойчивые коды с целью повышения дос-
товерности передаваемой информации по каналам 
связи. Каскадный код представляет собой кодовую 
конструкцию, основанную на последовательном со-
единении нескольких компонентных помехоустойчи-
вых кодов [1 – 5]. С практической точки зрения, наи-
больший интерес вызывают каскадные коды с двумя 
ступенями кодирования. Одну ступень кодирования 
называют внешней, а другую внутренней [1 – 3]. 

В качестве компонентных кодов внешней и внут-
ренней ступени широкое применение нашли блоковые 
(РС и БЧХ – коды) и сверточные коды [1, 3, 8]. При 
этом, комбинируя различные компонентные коды в 
составе каскадного кода, удается получить новые 
классы кодов [1 – 3]. Следовательно, построение кас-
кадного кода определяется выбором компонентных 
кодов. В то же время известно, что характеристики 
сверточных кодов превосходят характеристики блоко-
вых кодов при фиксированных длинах [8]. 

Декодирование последовательных каскадных 
сверточных кодов состоит из нескольких этапов. На 
первом этапе реализуется декодирование компо-
нентного сверточного кода внутренней ступени, а на 
втором соответственно внешней. Особенностью 
последовательных каскадных схем декодирования 
является то, что декодирование компонентных ко-
дов практически происходит независимо друг от 
друга. Это дает возможность синтезировать различ-
ные методы декодирования сверточных и блоковых 
кодов для реализации методов декодирования кас-
кадных кодов [1, 3, 5]. 

Важным преимуществом последовательных 
каскадных кодов (блоковых, сверточных и сверточ-
но-блоковых) является возможность декодирования 
кодов большой длины при помощи отдельных ком-
понентных сверточных или блоковых кодов [1]. 
Следовательно, каскадные коды имеют меньшую 

сложность декодирования по сравнению с одним 
кодом той же длины [1, 3]. 

Ниже предлагается решение актуальной науч-
но-технической задачи разработки метода алгебраи-
ческого декодирования алгебраических каскадных 
сверточных (n(k), k(k)) – кодов во временной области. 

Цель статьи – разработка алгебраического ме-
тода декодирования алгебраических каскадных 
сверточных (n(k), k(k)) – кодов во временной области. 

Основной материал 
В основе алгебраического метода декодирова-

ния во временной области лежит идея использования 
корней порождающих многочленов внутренней и 
внешней ступени алгебраических сверточных кодов 
для вычисления синдромной последовательности по 
принятой декодером последовательности кодового 
слова. Затем, на основании найденного синдрома 
осуществляется поиск многочлена (вектора) ошибок 
с последующим исправлением кодового слова [6 – 8]. 

Рассмотрение метода декодирования алгебраи-
ческих каскадных сверточных кодов начнем с внут-
ренней ступени.Пусть g*(x) – порождающий много-
член над GF(qm) алгебраического сверточного (n0, 
k0) – кода, а 2

0 1 2f (x) f f x f x ...     – входной мно-
гочлен бесконечной длины, коэффициенты которого 
удовлетворяют условию: fi   Q, i = 0, 1, 2, …; /Q/ ≥ 
/GF(q)/, Q   GF(qm) [6]. Тогда многочлен s(x) кодо-
вого слова бесконечной длины алгебраического кас-
кадного сверточного (n(k), k(k)) – кода внутренней 
ступени формируется следующим образом [6, 7]: 

 2
0 1 2s(x) f (x) g*(x) s s x s x ...      , (1) 

где si   GF(qm), i = 0, 1, 2, …. 
Разобьем многочлен f(x) бесконечной длины на 

множество многочленов fi(x) степени не более K0 – 
1, где i = 0, 1, 2, …. Тогда (1) можно переписать в 
виде [6]: 

 
0 0i K i K

i i
i 0 i 0

s(x) f (x) g*(x)

f (x) g*(x) x s (x) x .
 

 

 

  

     
. (2) 
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Из выражения (2) видно, что каждый много-
член si(x) является кодовым словом циклического 
блокового (N0, K0, D0) – кода над GF(qm) ограничен-
ного на подполе, которое определяется в соответст-
вии с множеством Q [6, 7]. Следовательно, много-
член s(x) кодового слова бесконечной длины алгеб-
раического каскадного сверточного (n(k), k(k)) – кода 
формируется суммированием кодовых слов блоко-
вого (N0, K0, D0) – кода над GF(qm) с учетом опера-
тора задержки 0i Kx   [6, 8]. Для того, чтобы избежать 
перекрытия слагаемых в выражении (2) произведем 
замену оператора задержки 0i Kx  на 0i Nx  [6]: 

 0i N
i

i 0
s(x) s (x) x





  . (3) 

Это эквивалентно подачи (N0 – K0) нулевых 
символов на вход внутренней ступени кодера алгеб-
раического каскадного сверточного (n(k), k(k)) – кода 
после K0 информационных. Таким образом, удается 
сформировать многочлен s(x) бесконечной длины 
путем суммирования кодовых слов блокового (N0, 
K0, D0) – кода над GF(qm) без перекрытия [6]. 

Предположим, что недвоичный циклический 
блоковый (N0, K0, D0) – код  над GF(qm) является кодом 
РС, исправляющий t0 ошибок. Тогда, корнями порож-
дающего многочлена w(x) кода РС являются 2·t0 по-
следовательных степеней элемента α, при этом α – 
примитивный элемент поля GF(qm) [8]. Порождающий 
многочлен w(x) алгебраическим способом определяет 
порождающий многочлен g*(x) сверточного (n0, k0) – 
кода внутренней ступени [6, 7], следовательно, спра-
ведливо следующее утверждение. 

Утверждение 1. Если порождающий многочлен 
g*(x) над GF(qm) алгебраического сверточного (n0, 
k0) – кода внутренней ступени кодирования задан 
через порождающий многочлен w(x) блокового (N0, 
K0, D0) – кода РС над GF(qm), то его корнями явля-
ются 2 t0 последовательных степеней α, где α – при-
митивный элемент поля GF(qm). Причем корни по-
рождающих многочленов g*(x) и w(x) равны. 

Важным следствием данного утверждения яв-
ляется то, что 2·t0 корней порождающего многочле-
на g*(x) над GF(qm) сверточного (n0, k0) – кода внут-
ренней ступени кодирования являются корнями ко-
дового слова блокового (N0, K0, D0) – кода РС и, 
следовательно, каждого слагаемого s*i(x) (секции) в 
выражении (3). 

Допустим, что на вход внутренней ступени де-
кодера поступило кодовое слово, искаженное ошиб-
ками. Пусть многочлен ошибок бесконечной длины, 
имеет вид: 2

0 1 2e(x) e e x e x ...    . Тогда приня-
тый декодером многочлен кодового слова искажен-
ный ошибками s*(x), можно представить [6, 8]: 
 s *(x) s(x) e(x).   (4) 

Разобьем многочлен e(x) бесконечной длины 
на множество многочленов ei(x) степени не более 

N0. Тогда с учетом оператора задержки 0i Nx   мно-
гочлен ошибок бесконечной длины можно пред-
ставить [6 – 8]: 

 0i N
i

i 0
e(x) e (x) x





  , (5) 

где коэффициенты многочлена ei(x) принадлежат 
GF(qm), i = 0, 1, 2, …. 

Слагаемые в выражении (5) не перекрываются. 
Тогда с учетом выражения (3) и (5) выражение 

(4) можно переписать следующим образом [6 – 8]: 

 

0

0

i N
i i

i 0

i N
i

i 0

s *(x) s(x) e(x) (s (x) e (x)) x

s* (x) x











     

 




. (6) 

Очевидно, что в выражении (6) каждый i – ый 
многочлен s*i(x) является кодовым словом цикличе-
ского блокового (N0, K0, D0) – кода над GF(qm), ис-
каженный многочленом ошибок ei(x) над GF(qm) [6]: 
 i i is* (x) s (x) e (x).   (7) 

Многочлен кодового слова бесконечной длины 
s*(x) искаженный многочленом ошибок e(x), фор-
мируется суммированием многочленов s*i(x) в соот-
ветствии с оператором задержки 0i Nx  , благодаря 
которому слагаемые в (6) не перекрываются [6, 8]. 

Рассмотрим процедуру обнаружения ошибок в 
принятом кодовом слове s*(x) и формирования син-
дромного многочлена z(x) бесконечной длины. 

Согласно утверждению 1, корнями каждого 
слагаемого si(x) в выражении (3) являются 2·t0 кор-
ней, входящих в формирование порождающего мно-
гочлена g*(x). Следовательно, каждый i-ый много-
член si(x) является кратным многочлену g*(x). 
Предположим, что αa, αa+1, …, αa+2t-1 – корни g*(x), 
тогда для всех si(x) в выражении (3) справедливо: 

j
is ( ) 0  , где j a,..., a 2 t 1    ; а – целое число. 

Пусть 
01 2 3 2 tz , z , z ,..., z   – синдромная последо-

вательность принятого декодером многочлена s*i(x). 
Компоненты синдромной последовательности опре-
деляется как значение кодового многочлена s*i(x) в 
точках, являющихся корнями g*(x). Тогда согласно 
выражению (7) [6 – 8]: 

 j j j j
j i i i iz s* ( ) s ( ) e ( ) e ( )        ,  (8) 

где j = 1, … , 2·t0; i = 0, 1, 2, …. 
Следовательно, если jz 0  для всех j = 1, …, 

2·t0, то справедливо утверждать, что многочлен 
s*i(x) был принят без искажений и 

j j
i is* ( ) s ( ) 0    . В противном случае каждый i-

ый многочлен s*i(x) алгебраического каскадного 
сверточного (n(k), k(k)) – кода на внутренней ступени 
содержит ошибку. 

Представим i–ую синдромную последователь-
ность многочлена s*i(x) в виде многочлена: 
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 2 t 1
i 0 1 2 t 1z (x) z z x ... z x  

     . (9) 
Тогда согласно выражению (9), формирование 

синдромного многочлена z(x) бесконечной длины 
алгебраического каскадного сверточного (n(k), k(k)) – 
кода на внутренней ступени с учетом оператора за-
держки 0i 2 tx    можно представить: 

 0i 2 t
i

i 0
z(x) z (x) x


 


  . (10) 

Благодаря оператору задержки 0i 2 tx   , введен-
ному в выражении (10) слагаемые не перекрывают-
ся. Это позволяет предотвратить эффект распро-
странения ошибок, который может возникнуть при 
вычислении синдромной последовательности бес-
конечной длины [6, 7]. 

Таким образом, задачу алгебраического декоди-
рования кодового слова s*(x) бесконечной длины ал-
гебраического сверточного (n0, k0) – кода над GF(qm) 
внутренней ступени можно рассматривать как задачу 
декодирования бесконечной последовательности не-
перекрывающихся кодовых слов циклического блоко-
вого (N0, K0, D0) – кода над GF(qm) [6, 8]. 

Рассмотрим процедуру декодирования одной 
секции многочлена кодового слова алгебраического 
сверточного кода на внутренней ступени [6]. Для 
упрощения представим данную секцию в виде мно-
гочлена: 

 0
0

N 1
o 0 1 N 1s* (x) s s x ... s x 

    . (11) 

Тогда многочлен ошибок eo(x) можно предста-
вить [8]: 

 0
0

N 1
o 0 1 N 1e (x) e e x ... e x 

    . (12) 

При этом количество ненулевых коэффициен-
тов многочлена eo(x) не должно превышать коррек-
тирующей способности кода t0. Пусть произошло w 
ошибок, причем 00 w t  . Тогда [8]: 

 w2
1 2 w

ii
o i i ie (x) e e x ... e x    , (13) 

где il – позиция l-й ошибки; 
lie  – величина l-й ошиб-

ки; l = 1, … , w. 

Для всех l = 1, …, w обозначим Yl = 
lie  – вели-

чины ошибок, а Xl = li  – локаторы ошибок   
GF(qm) [8]. 

По известным корням g*(x) вычислим 2 t0 ком-
понент синдрома [3, 8]: 

 j j j j
j o o o oz s *( ) s ( ) e ( ) e ( )        , (14) 

где j = 1, … , 2 t0. 
Далее формируется система, состоящая из 2 t0 

уравнений [8]: 

 
0

0

1 1 1 2 2 w w
2 2 2

2 1 1 2 2 w w
2 t2 t 2 t

2 t 1 1 2 2 w w

z Y X Y X ... Y X ;

z Y X Y X ... Y X ;

z Y X Y X ... Y X . 


      

      

      

 (15) 

Из-за нелинейности системы уравнений ви-
да (15) непосредственное ее решение затруднитель-
но [8]. Зафиксируем многочлен локаторов ошибок 
λ(x) степени не больше w [5, 8]: 

 w
w 1(x) x ... x 1       . (16) 

Корнями многочлена λ(x) будут являться зна-
чения X-1

l при l = 1, …, w, т.е. обратные к локаторам 
ошибок [1, 3, 5, 8]. Тогда: 

 

w

l
l 1

1 2 w

(x) (1 x X )

(1 x X ) (1 x X ) ... (1 x X )


    

         

 . (17) 

В результате умножения левой и правой части 
выражения (16) на Yl·Xl

j+w и подстановки вместо x 
значения X-1

l получим следующую систему уравне-
ний [3, 5, 8]: 

 
1 j w 1 2 j w 2

w j j w

z z

... z z
   



     

     
, (18) 

где j = 1, …, w. 
В матричной форме систему уравнений вида 

(18) перепишем следующим образом [8]: 

 

1 2 3 w w 1w

2 3 4 w 1 w 2w 1

3 4 5 w 2 w 3w 2

w w 1 w 2 2w 1 2w1

z z z ... z z
z z z ... z z
z z z ... z z
... ... ... ... ... ......
z z z ... z z



 

 

  




  



.  (19) 

Таким образом, удается связать компоненты 
синдромной последовательности одной секции мно-
гочлена s*o(x) кодового слова алгебраического свер-
точного кода на внутренней ступени и коэффициен-
ты многочлена локаторов ошибок λ(x). В результате 
решения системы уравнений вида (19) возможно 
определить коэффициенты (λ1, λ2, λ3, …, λw) много-
члена локаторов ошибок λ(x). 

Для решения системы уравнений вида (19) вос-
пользуемся итеративным алгоритмом Берлекэмпа – 
Месси [8]. Перепишем систему (19) таким образом: 

 
w

j i j i
i 1

z z 


    , (20) 

где j = w + 1, …, 2·w. 
Тогда, согласно алгоритму Берлекэмпа – Месси 

итеративную процедуру нахождения набора коэф-
фициентов (λ1, λ2, λ3, …, λw) многочлена локаторов 
ошибок можно представить [8]: 

 
t

j j i i
i 1

z z 0


   , (21) 

где j = t0 + 1, …, 2·t0. 
Таким образом, по известным компонентам 

синдрома 
01 2 3 2 t(z , z , z ,..., z )  из выражения (21) вы-

числяется набор (вектор) коэффициентов (λ1, λ2, λ3, 
…, λw) минимальной длины. При этом заранее опре-
делено, что λj = 0, при j > t0 [5, 8]. 
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Далее необходимо вычислить корни многочле-
на локаторов ошибок λ(x), которые будут обратны-
ми значениями к положениям ошибок [8].  

Воспользуемся методом проб и ошибок, под-
ставив поочередно все элементы поля GF(qm) в мно-
гочлен локаторов ошибок λ(x). Такой метод называ-
ется процедурой Ченя [5, 8]. 

Вычисление величин ошибок Yl выполним с 
использованием алгоритма Форни [8]. Введем мно-
гочлен значений ошибок ω(x), который имеет 
вид [8]: 

 2 t
i(x) z (x) (x)(mod x )   . (22) 

В выражении (3.22) многочлен zi(x) – синдром-
ный многочлен одной секции s*o(x) многочлена ко-
дового слова алгебраического сверточного кода на 
внутренней ступени, подлежащей декодированию. 

Пусть λ'(x) – формальная производная по x 
многочлена локаторов ошибок λ(x) имеет вид [3, 8]: 

 
w

j 1
j

j 1
'(x) ( j ) x 


    . (23) 

Тогда величины ошибок Yl определяется сле-
дующим выражением [3, 8]: 

 
1

(1 a)l
l l1

l

(X )Y X
'(X )







  


, (24) 

где l = 1, …, w; a – целое число. 
Если a = 1, тогда в выражении (24) множитель 

(1 a)
lX 1  , что упрощает вычисление величин оши-

бок Yl. 
Для нахождения истинного (переданного) мно-

гочлена so(x) осуществляется исправление много-
члена s*o(x) путем вычитания из него найденного 
вектора ошибок eo(x): 
 o o os (x) s* (x) e (x).   (25) 

На этом процедура декодирования одной сек-
ции s*o(x) закончена. Таким образом, для реализа-
ции декодирования на внутренней ступени много-
члена кодового слова s(x) бесконечной длины ал-
гебраического сверточного кода необходимо после-
довательно декодировать все i – тые секции s*i(x). 

Далее, процедуру алгебраического декодирова-
ния кодового слова с*(x) бесконечной длины алгеб-
раического сверточного (n1, k1) – кода над GF(qp) 
внешней ступени искаженного ошибками, можно 

рассматривать как процедуру декодирования беско-
нечной последовательности кодовых слов цикличе-
ского блокового (N1, K1, D1) – кода над GF(qp). Сле-
довательно, процедуру декодирования можно реали-
зовать согласно выражениям (11) – (25), с учетом 
оператора задержки 1i Nx  . 

Выводы 
Разработан метод декодирования алгебраиче-

ских каскадных сверточных кодов во временной об-
ласти, позволяющий за фиксированное число опера-
ций реализовать процедуру алгебраического декоди-
рования. При этом метод допускает декодирование с 
большими длинами кодового ограничения на каждой 
из ступени. Эффект размножения ошибок данным 
методом исключается благодаря введению на каждой 
из ступени операторов задержки 0i Nx   и 1i Nx  . 
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МЕТОД ДЕКОДУВАННЯ АЛГЕБРАЇЧНИХ КАСКАДНИХ ЗГОРТКОВИХ КОДІВ 

О.С. Волков 
Запропоновано алгебраїчний метод декодування каскадних згорткових кодів у часовій області. Показано, що ефект 

розповсюдження помилок усувається введенням операторів затримки на зовнішній та внутрішній ступені декодування. 
Ключові слова: завадостійке кодування, згорткові коди, каскадні згорткові коди, декодування, алгебраїчне декодування. 
 

THE METHOD OF DECODING ALGEBRAIC CONVOLUTIONAL CODES 
A.S. Volkov 

We propose an algebraic method for decoding concatenated convolutional codes in the time domain. It is shown that the 
effect of error propagation is eliminated by introducing a delay operators on the outer and the inner decoding stage. 

Keywords: error correcting coding, convolutional codes, concatenated convolutional codes, decoding, algebraic decoding. 


